APLICACIONES DE LA DIFERENCIACION
EXTERIOR A ILA TEORIA DE MEMBRANAS

POR

Juax Avuck

A mi querido Maestro D. ANTONIO TORROJA,
con ocasion de su jubilacion, en prueba de agra-
decimiento y afecto.

1. Preliminares. La teoria de membranas ha sido desarrollada
en multitud de tratados (*) de gran interés por sus aplicaciones
a la construccién, especialmente en bévedas, cipulas y depdsitos.

Una membrana (S, £) la consideramos definida, de acuerdo con
aquellos autores, mediante la superficie media S, el espesor ¢ en cada
punto, que es como un escalar definido sobre la superficie, y una dis-
tribucién de tensiones en el interior, que ha de cumplir con las con-
diciones que especificamos en el ndmero 2, y que dependen natu-
ralmente de las fuerzas exteriores que actian sobre el cuerpo, que
se estudia como membrana.

En definitiva, la membrana estid constituida pues, por la su-
perficie S y ciertas cantidades tensoriales definidas sobre ella : Es-
pesor, tensiones, deformacién, etc. Para desarrollar la teoria debe
partirse pues, del estudio geométrico de la superficie S.

La geometria diferencial de superficies puede considerarse desde
distintos puntos de vista (**) de los que quizd el més modernoy fe-
cundo es el que fue puesto de manifiesto por CARTAN (***), y reco-
gido y sistematizado por BLASCHKE (¥***) en su « Einfithrung in die
Differentialgeometrie ».

(*) Véase FLUGGE [1], y la lista de bibliografia en ella citada. Con-
viene afiadirle la traduccién al alemdn del Wrassow [11]. )
(**) Véase BLASCHKE [9] y EINSENHARD [10].
(***) Véase CARTAN [4].
(¥***) BLASCHKE [2].

3 — Collectanea Mathematica.
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Nos proponemos iniciar en cste trabajo un esbozo de aplicacién
de los métodos de CARTAN y BLASCHKE a la teoria de membranas.
A tal fin suponemos conocida del lector la citada obra de BLASCHKE
consignada en el ndm. [2] de la Bibliografia, y de la que tomamos
los conceptos y proposiciones sin necesidad de nueva referencia, con-
servando incluso las notaciones en cuanto sea posible.

Nos ocuparemos principalmente de las propiedades del tensor
de tensiones ; otros capitulos de la teoria de membranas, se pueden
tratar también por métodos parecidos. Después de establecer en el
nim. 5, las condiciones necesarias y suficientes (*) de equilibrio
para cualquier membrana, se las expresa en forma tensorial, parti-
.cularmente simétrica y sencilla, en el ndm. 6, y se estudian las po-
sibles simpﬁﬁéaciones en el nim. 7, al tomar sistemas de referencia
especiales. En el ndm. 8, se estudian en particular las membranas
que no tienen tensiones cortantes en su interior: es el caso de in-
terés para aquellas aplicaciones en las que el material sélo ofrece
resistencia a la compresién o a la traccién, por €j., en la tensién super-
ficial, globo's' aerostédticos, muros sin argamasa, etc. Este tema habia
sido tratado ya por nosotros, con menor generalidad, en un trabajo
‘anterior (**). Finalmente, en los ndms. 9 al 11, mostramos cémo
se pasa con facilidad de nuestras férmulas a las usadas en la teoria
de membranas y se resuelven, ademads, algunos problemas particu-
lares.

.- 2. Distribucion de tensiones. Para que el cuerpo que estudia-
mos pueda considerarse una membrana, debe existir en su interior
-un estado de tensiones repartido uniformemente en todo el es-
.pesor ¢, y de forma que la resultante de las que actdan sobre el cle-
mento de seccién determinado por el espesor £ y el elemento lineal ¢
de S, sea tangente a la superficie S ; se expresara, pues, por un vector
n = que definimos con toda precisién en la forma : n . aes la ten-

2 : . 2
sién que actia’ por unidad de seccién, sobre la porcién de membrana
limitada por un trozo elemental ¢ de la curva de ecuacién

o3 = —o0y SN T+ 0, cos 7T =10 2.1)

(*) La suficiencia se entiende desde un punto de vista puramente
estdtico, sin tener en cuenta las posibles condiciones de compatibilidad im-
puestas por las deformaciones.

(**) Auclk [5].
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y las normales a S a lo largo de esta curva, y eligiendo, ademds, de
las dos porciones de membrana separadas por (2.1), la que esté situada
hacia el lado sefialado por el vector

a3 = —a; sen 7 + a, COS T

que es normal a las curvas (2.1). El 4ngulo 6 de este vector af con el a;

T . .
es 0 =1+ 5 con lo que n = = T, pues nos conviene considerar la
e+l
2

tensién interna en funcién de este angulo 6, con preferencia al 7.

La dependencia de ny respecto del 4dngulo 6 se obtiene con faci-
lidad ; consideremos una porcién elemental de membrana, de forma
triangular, limitada por las curvas de ecuaciones (2.1) correspon-

dientes a los valores 7 =0, 1 = — g, 7 arbitrario, con +g <<=
a los que corresponden los valores 6 = g 0=0 6=1+ g

n<h< -327? y las longitudes de los lados de este tridngulo seran,

G, Gy, 0, con las relaciones

I U
— COsS T sen tv

—G 2.2)

Tintonces la 1.2 condicién de equilibrio, obliga a que la resultante
de las fuerzas que acttan sobre aquel tridngulo sea nula, lo que da,
prescindiendo de infinitésimos de orden superior

n 0y + o0y + M0 = 0 (2.3)

2

de donde

My=1, COS T — Ny sen 7= 1, cos O 4 n, sen 6  (2.4)
2 2

Si expresamos ahora los vectores +n g, 1, mediante los vectores

2
base a;, a,

+ 1o =Ny 0+ Ny ap Nz = Ny 0y + Nypa, (2.5)

2

las cuatro cantidades N,;, definirdn por completo la distribucién
de tensiones. La interpretacién fisica, es la de siempre :
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N,; es la tensién normal en la direccién a;, N7 57 el esfuerzo
cortante. N;; > 0 en el caso de presiones; N, > 0 cdando acttia
como el par g, a,.

Para ver que estas cuatro cantidades constituyen las compo-
nentes de un tensor (*), basta ver cémo se transforman al aplicar
a los vectores fundamentales a;, a,, un giro de dngulo «:

af = a; cos a4 a, sen «; a3 = —a; sen a + a, cos a  (2.6)
7

con lo que n§, ny, se obtendrin de (2.4) haciendo 6 = «, 0§ = « + 5

ny =1, = 4 1y cos o -+ 1, Sen o, U3 =M = — 1, sen « + 1, COS o
7 E} 3 EY

e igualando como en (2.4)

4 wh =N ol + Nhoh;  wE= Nf of + Nb o
obtenemos :
2.7)
11 = Ny cos?x 4+ N, sen o cos a + Ny, cos a sen o 4 Ny, sena
Ni; = — Nj; cos o sen o — Ny sen? o + Ny, cos?a 4+ Ny, sen o cos o
N3 = — Ny sen o cos o + Ny cos?a — Ny, sen? o + Ny, sen o cos o

N3y = Ny; sen?o — Ny, sen a cos o — Ny, senl a €os o + Vg, cos? a

férmulas que nos indican que N,, son las componentes de un tensor

con dos indices covariantes.
Para ver el cardcter simétrico de este tensor, basta imponer la

anulacién del momento resultante de las tensiones que acttian sobre
el tridngulo elemental antes considerado :

g G - _
E’-alxng_al—{— —2—2a2><11062—{—<§a1+§ a2>><neo-=0

de donde, teniendo en cuenta (2.2), obtenemos
~a% (0, X ap) (Njp — Ngy) =0

de donde la simetria del tensor N;,, N, = Ny. (2.8)

(*) Este caricter tensorial, va entendido aqui en sentido intrinseco.
V. BLASCHKE, [2] pag. 88 § 12.
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Hay que advertir que la férmula (2.2) es valida tan sélo en el caso
sen 7> 0, cos 7 < 0, porque deben considerarse o;, oy, ¢ esencial-

mente positivos, es decir, para 5 <Tt<m

Pero las restantes conclusiones son validas en todos los casos:

0<7<Z ZT<o<qa B - % _3 2.2
2 2 cosT sent

Mgy + Mx 03 + M0 =0 (2.3")
n<e<3% 3% g _9n a1 _ % _; 292

2 2 _ —CcosT —sent
Ny Oy + Moy + 9o =0 (2.3")
3T cr<on; 0<o<i A% _5 997

2 2 cost —sent
N, 6'2 - ngﬁBl + n =0 (2.3”')

2
en todos los casos

ng = ny cos 6 4 n, sen 6 2.4)

Consideremos ahora una curva sobre S, definida por las ecuaciones
(BrascekE [2] § 61, pag. 86 (4)),

0, =0 COS T O, =0 sen v

la tensién que actda sobre un elemento ¢ de la misma que limite
el trozo de S hacia el que va dirigido el vector a3, sera,

myo = (—1nysen 74 1, COS 7)o = — N0, + Moy = (2.9)
= (— N110'2+N210'1) 6 + (— Nypop + Npp 09) 0y

3. Primera condicion de equilibrio. Consideremos un trozo
de membrana determinado por un dominio cerrado y conexo D de
la superficie media S, limitado por una curva arbitraria cerrada
y conexa 4D, continua y con tangente continua ; los segmentos de
las normales a S en todos los puntos de D, de amplitud ¢, generaran
el trozo de membrana que tomamos en consideracién, y que desig-
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naremos con la misma letra D del dominio correspondiente en S.
Para obtener la primera condicién de equilibrio, escribiremos que
la resultante de todas las fuerzas que acttian sobre esta porcién D es
nula.

De las fuerzas que actdan sobre esta porciéon D de membrana,
las tensiones interiores estudiadas en el ntimero anterior se equilibran
mutuamente excepto las que acttian sobre el contorno 4D ; habrd
ademads, las fuerzas exteriores aplicadas en los diferentes puntos de
la membrana, que consideraremos medidas por unidad de 4rea, y
por tanto de la forma elemental f [0y, 0,] donde [0, 0] es el producto
alternante de los dos pfaffianos ¢, o,.

De este modo la condicién de equilibrio se escribe :

9() tna—l—f{f[al, o] =0
“D

aD

FEl primer sumando lo transformamos mediante la férmula de
GREEN (¥)

p
ing = aft
o ino HD (tno)

con lo que la ecuacién anterior se escribe
ffD {d ((no) + 1 [oy, 0'2]} =0

y como que esta condicién debe satisfacerse para un dominio ® ar- -
bitrario, se obtiene como primera condicién de equilibrio

floy, 03] +d(tno)=0; (3.1)

transformaremos el segundo sumando, calculando de acuerdo con
las reglas de diferenciacién exterior, con lo que se introducen de
manera natural los elementos diferenciales de la superficie S.

4., Calculo del diferencial d ({no). De los dos términos en
que se desdobla

d{tne) =td(ne) — [no, di] 4.1)

(*) La operacién de diferenciaciéon d, aqui utilizada es la estudiada
principalmente por E. CARTAN [4].
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el segundo se calcula inmediatamente ; basta expresar df en funcién
de los pfaffianos gy, a5,

y en virtud de (2.9) se obtiene

[no, dt] = [(Nya; + Nyyay) 0y — (Nyg 0y + Nyp0y) 0g, 07 4 t05] =
= { (Noyty + Nyy b)) a3+ (Nag by 4+ Nig ty) “2} [o1, 02] = (4.2)
= [0y, 0y] X' ¢; N;j a4 -

, Para calcular el primer término de (4.1) diferenciemos externa-
mente (2.9) :

d(mo) =[—0ad Ny —aydNyy — Nyyday — Nyyda, 0p] +
+ [00d Ny + aydNgy + Nyyd oy + Nyyday, 0y] +
+ (Ng1 8y + Ny a5) doy — (Nyy 01 + Nypap) doy

FExpresemos ahora los dN,; en funcién de los pfaffianos funda-
mentales o3, o,

dN; = Nij101 + Nij20,

y teniendo en cuenta las férmulas de diferenciacién de los vectores
fundamentales ' ‘

Ao, = a0y w3 — 03 oy, day = a3 0, — 0; w3 (4.3)
obtenemos :

a (no) = { — (N1 + Nowg) a3 — (Nyg1 + Nagio)as }[‘71‘72} +
4 (Nygay — Ny ag) [0505] + a3 (Nyy [0505] — Ny [0 65]) +
+ (= Ny oy + Ny ay) [030,] + a3 (Nyy [0, 04] — Ny [wp04]) +
CL +(Nay 01 + Ny a5) doy — (Nyy 0 + Nyp a5) do.

Transformemos esta expresién teniendo en cuenta las expresiones
de las curvaturas geodésicas g,, g,, de las lineas de los haces coorde-
nados, y las de las cantidades ¢;;, de BrascuKE ([2], § 61, pig. 87).

doy = [ws, 03] = gy [0y, 03] ; doy = [07, w3] = g [0y, 0]
Wy = €11 01 + €105 — Wy = Cy 01 + Cp05; C1p = Cy
[0, wo] = — ¢y [04, 03] ; [0y, 1] = — o [01, 05];

[0, We] = C1p 07, 03] = [0y, ®4]

(4.4)'
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Obtendremos :

d(no) = { (— Nypy — Nopa + 281 Nig + g2 (Nay — Nyy)) 0y +
+ (— Nypy — Nogio + 8 (Ngg — Nyy) — 285 Nopy) 0y +
+ (€1a Ny + 265Ny + szsz)aa}[Gl: 0]

Substituyendo la expresién anterior y la (4.2) en (4.1) obtenemos
en definitiva :

dtno) = {(_t(Nnu + Novg) — (8ot 4+ 4) Ny + (2818 — &) Nip + €28 Nyp) 0 +
+ (— ¢ (Nyg + Nago) — €18 Ny — (2828 + #1) Nyg + (€12 — 25) Noo) 05+
+ £ (e Ny + 2615 Nyp + €35 Nop) “3} [01, 03] (4.5)

5. Condiciones necesarias y suficientes de equilibrio. La ecua-
cién de equilibrio (3.1), se transforma en virtud de la relacién an-
terior (4.5) en la ecuacién vectorial

ay(— £ (Nyp1 + Nogsg) — (€2t + ) Nyy 4 (2818 — 1) Nig 4 g2t Nyg) +
+ 0y (— £ (Nyg1 + Nogyg) — g18 N1y — (28t +8)) Nyp+ (818 — 23) Nypg) +
+ 038 (11 Nyg + 2615 Nyp + €39 Npp) + =10 (65.1)

Si desdoblamos ahora f en sus tres componentes respecto del
triedro intrinseco

f=/fa+fr0+ f30,

la ecuacién vectorial anterior se desdobla en las tres ecuaciones esca-
lares en las componentes,

£ (N1 + Novo) + (@2? +2) Ny — 2 gat — ) Ny — g2t Npp = f4
£ (Nap1 + Nogso) + 818Ny + (2828 + 8) Nyp — (81 — L)) Nog = fo
—t(cu Ny + 262 Nyg + €32 Npp) = [ (5.2)

Estas ecuaciones pueden escribirse también, considerando fuerzas
por unidad de espesor ¢, es decir, dividiéndolas por ¢, y llamando

b g t2=t;,%=ﬁ, dlogt=tfo, + t30, (5.8)
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en la forma

Nia+ Nopo + (€ + ) Ny — (281 — ) Nyp — g Now = /i
Nigy + Noso + g1 N1y + (285 + 4) Nip — (81 — 88) Npp = fz (5.4)
4
— (e Ny + 2615 Nyp + €32 Nyy) = f3

El vector f* (ff, f5, f3) representard aqui una fuerza por unidad
de volumen, del tipo de las debidas al peso propio de la membrana.

Es de notar también que todas las magnitudes que figuran en las
dos primeras ecuaciones de (5.4) tienen cardcter intrinseco respecto
de la superficie S, salvo f #5 ; pero puede considerarse log ¢ como
un escalar funcién de la posicién del punto variable sobre S, con lo
que en virtud de (5.3) también #f poseen tal caracter intrinseco. En
cambio la tercera y tltima ecuacién de (5.4) no tiene tal cardcter
puesto que en ella figuran las magnitudes c;, que se relacionan con
la curvatura de las lineas de la superficie.

Las ecuaciones (5.4) se han obtenido poranulacién dela resultante
de las fuerzas que acttian sobre una porcién D arbitraria de la mem-
brana ; las condiciones necesarias y suficientes se obtendridn afia-
diendo a las (5.4) las de anulacién del momento resultante. Pero es
facil ver que estas condiciones no aportan ninguna nueva ecuacién,
y que son consecuencia de las (5.4) y (2.8).

En efecto, llamando ¢ al vector de posicién tomado desde un
origen fijo, la anulacién del momento resultante se escribe

ff (r X ) [0y, 02]—1—0'; tXing=0 (5.5)
D - Jap

transformemos el segundo término por la férmula de GREEN, te-
niendo en cuenta que

d(xXtno)=tXd({no) + [dr X tno]

donde el segundo sumando es una notacién abreviada que designa
un vector andlogo al obtenido por producto vectorial pero en el que
hay que cambiar los productos ordinarios de pfaffianos por productos
alternantes ; obtendremos :

ffD{tX (floy, 093] + d(tne)) + [dr X tna]} =0
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de donde por la arbitrariedad del dominio D y en virtud de (3.1)

y de ¢t #£0,
[dt X no] =0 (5.6)

condicién que en virtud de
dr = a,07 + ay0,

y de (2.8) y (2.9), es facil ver que queda idénticamente satisfecha.

Con esto las condiciones (5.4) quedan cowmo necesarias 'y suficientes
de equilibrio.

Nora. Para estudiar la distribucién de esfuerzos en el interior
de la membrana mediante los vectores n aqui considerados, podria
haberse tomado el vector m = fn, que representaria tensién total
por unidad de longitud, vector que es proporcional al n en cada punto,
pero nos ha parecido mejor considerar siempre explicitamente el
espesor ¢ de la membrana.

6. Forma tensorial de las condiciones de equilibrio. ILas ecua-
ciones (5.2) pueden escribirse también en la forma equivalente

(¢t Ny + (EN1g)e + 8 (ENy) — 28 (EN1) — g (ENgy) = f;

(tng)’l + (¢ Nag)o + 81 Nw) +28 (N — g1 (ENy,) =, (6.1)
€11 6 N11) + 2615 (ENyg) 4 €2 (E Nyp) = — f5

si convenimos en que subindices detrds de una coma, representen
para cualquier funcién F,

dF = F,;0; + F,y0,
alF,,= F, 0, + F,,0, (6.2)
aF, ;= F 10, + F,y0,

En esta forma, el caricter tensorial de las dos primeras ecuaciones
se revela con claridad, introduciendo las derivadas absolutas o in-
variantes de CRISTOFFEL (*) Aj; de un tensor A4j, cuyas expresiones

son
Api= Ajpy+ X Aa asit + X Ajs asn
s (6.3)

do; = X0 Tjg; Tip=aAuor; T + T =0; au -+ dzz =0
3

(*) Véase BLASCHKE [3], pag. 89.
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v que en nuestro caso, las cantidades 7, a;u, tomardn los valores
T =T = 0 Tp = — Ty = W3 = §101 1 §202 (6.4)

Byy1 = A1 = Aggy = Agos = 0; Gy = — gy = g1 Byop = — Bg3= 2§

con lo que las ecuaciones (6.2) se escriben en nuestro caso aplicadas
al tensor A;; = tNj

(¢Ny); = (Nya)y — 288Ny

(tNy); = (ENyp)y — 818 Noy + 816Ny (6.5)
((Nys)y = (EN12)s — 82 Npy + got Nyy

(£ Ngg)y = (£ Nag)ya + 2858 Ny

donde los indices sobrerrayados indican derivadas absolutas; con
esto las dos primeras ecuaciones de equilibrio se escriben

(tNll)T + (tNIZ)? = fl
(tN21)r + (thz)? = fz (6-6)

Todavia, introduciendo el operador divergencia (¥*)

Il

II

DiVi Aik = Z,’Aikf
las ecuaciones anteriores pueden escribirse en la forma

Con esto queda claro el cardcter intrinseco de estas dos primeras
condiciones de equilibrio, que son una perfecta generalizacién de las
ecuaciones de equilibrio de la teoria de la elasticidad plana o de dos
dimensiones (**).

En cuanto a la tercera ecuacién de (6.1), se puede ver que tiene
también cardcter tensorial, sin més que observar que al cambiar el
haz fundamental de lineas coordenadas sobre la supetficie S, me-
diante el giro (2.6), con lo que se cambian los pfaffianos fundamen-
tales

0F =0, cos a + o, sen « w} = w; cos a + w, sen « 6.8)
. .

0 = —o0;sen a+o0, COS &« @F = — w, sen a + w, cos «

(*) Véase BRILLOUIN [6], pag. 115.
(**) Véase TIMOSCHENKO [7], pég 22 ; TorRrOJA, [8] pag. 93.
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las cantidades c;;, experimentardn, en virtud de (4.4) el cambio

*

¢ =y cos?a 4 2¢y, sen o cos a + Cyy SeNZat
C)y =, = — ;3 5en a cos a + €15 (— sen?a 4 cos?a) + ¢,y SEN & COS &
¢S, = €13 sen?a — 2¢y, S€n o COS o + €y COS2a (6.9)

lo que prueba que tales cantidades c;,, constituyen las componentes
de un tensor simétrico.
Con esto la tercera ecuacién de (6.1) puede escribirse en la forma

ZinCx(Ny) = —f5 (6.10)

y el primer miembro es propiamente un producto contractado de
tensores. Pero al revés de lo que ocurre con las (6.7) esta ecuacién
tiene cardcter extrinseco, puesto que el tensor de BLASCHKE c;,
equivale segtin (4.4) al par de pfaffianos w;, w,, y caracteriza por
tanto la forma de la superficie S en el espacio, independientemente
de su posicién en él, entre todas las posibles superficies que posean
idéntica métrica de RIEMANN definida por los pfaffianos fundamen-
tales ¢, 0,. Es de notar también que la componente normal f;, se
comporta.como un escalar desde el punto de vista de la geometria
intrinseca a la superficie S.

En el.caso en que el tensor c; sea idénticamente nulo, es decir,
w; =wy, = 0; dag = 0, por tanto, la superficie S es un plano, y para
que pueda existir un estado de tensiones de membrana debe ser
fs = 0, es decir, las fuerzas exteriores han de ser paralelas al plano S.
Caso de que asi suceda las ecuaciones coinciden con las de elasticidad
plana,

7. Sistemas de referencia particulares. Membranas desarrollables.
Las condiciones de equilibrio (5.4), pueden simplificarse algo me-
diante eleccién conveniente del sistema de curvas fundamentales
o, =0, 0, = 0, sobre la superficie S. Si uno de los haces, p. €j., 0;, =0,
estd formado por curvas geodésicas, entonces la curvatura geodésica
de las mismas es nula g, = 0.

En cambio si se elige como sistema de referencia, el de las lineas
de curvatura de la superficie, entonces las cantidades c;; toman los
valores

1

n=—_ €13 =2Cy =0 Cop = — — (7.1)
7 7o
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donde 7, 7, son los radios de curvatura de las secciones normales
tangentes a aquellas lineas; entonces, la tercera ecuacién de (5.2)
se escribe
N N
(52 +22) =4 (72)

61 7y

de fAcil interpretacién : la componente normal de la fuerza exterior
ha de equilibrarse con las tensiones que actdan dentro de la mem-
brana perpendicularmente a las lineas de curvatura, y proporcio-
nalmente a las curvaturas de la membrana en la direccién de estas
lineas ; lo que concuerda con la idea intuitiva de que cuanto mayor
sea la curvatura de la membrana, menores serdn las tensiones in-
ternas que corresponden a iguales fuerzas exteriores normales.

La mayor simplificacién se consigue tomando los dos haces fun-
damentales o; = 0, 0, = 0, ambos formados por curvas geodésicas ;
pero esto puede conseguirse tan sélo en el caso de superficies des-
arrollables (*) ; en una tal superficie podemos tomar como haz g, = 0
el de las generatrices, y el o; = 0 serd el de sus trayectorias ortogo-
nales ; ambos haces son de curvas geodésicas, pues son rectas des-
pués del desarrollo ; pero ademds en este caso son las lineas de cur-

vatura de la superficie S ; ademésyl = (), puesto que el haz g, =0

1
estd formado por rectas; en definitiva, con estas simplificaciones el
sistema (5.2) se escribe

t(Nu:l + sz) + t1N11 + tsz = f1

t(N12»1 + sz»z) + t1N12 + tzsz = fz (7-3)
tNgp
72’ = f3

Todavia se pueden abreviar las notaciones, teniendo en cuenta
(6.2) con lo que las ecuaciones (7.3) pueden escribirse

(th)q + (tle):z = f1

‘ (tle)u + (thz)»z = fz (7-4)
t N
“52 = f?

(*) Ver BLASCIKE [2], § 51, pag. 63.
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Todavia multiplicando la primera por o,, 1a 2.2 por ¢y, y sumandc

@ (¢ Nyg) = (f — (EN11)s1) 02 + (fa — (£ Nys)0) 07 (7.5)

y por diferenciacién exterior de los dos miembros, teniendo en cuenta
43) y 81=8=0

[@fy — @t Nuy)ny, 03] + [dfy — @ (t Nag)p, 01] =0 (7.6)
y en virtud de (6.8),

(t Nn):n - (t sz):zz = f1:1 - fz)z (7-7)

Reciprocamente, verificada esta condicién, o su equivalente (7.6),
el 2.0 miembro de (7.5) serd una diferencial ecxacta, y esta ecuacién
permite determinar N,,; en definitiva el sistema (7.4) puede escri-
birse en la forma

7l
N =

(t Nu)»u = f1:1 - fzrz + (?’ztfs)% (7-8)
d(tNy) = (fy — (ENy)a) 05 + (o — (t Nao).o) 0y |

8. Membranas con solo presiones en su interior. Considere-
mos ahora el caso particular de una membrana en la que los
esfuerzos cortantes interiores sean nulos en cualquier direccién y en
todos los puntos de S. Deberd verificarse Nj,= Ny = 0 cualquiera
que sea el sistema de referencia, es decir, en (2.7) deberd verificarse
cualquiera que sea el angulo «

Nyp =Ny =N =N} =0

21

luego como consecuencia

serd una funcién que dependerd solamente del punto considerado.
El tensor de tensiones es ahora

(e wa) = (5 o)
N12 N22 0 @
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que viene definido por la magnitud @ que puede ahora considerarse
como un escalar.
Las ecuaciones de equilibrio (5.2) se escribirdn ahora

tP+ 6 P=1f
t@z + t2¢ = fz (8-1)
— (e + ) D= 15

en las que se ha designado
AP = D 0, + Dyo, (8.2)

Las dos primeras ecuaciones dc (8.1) pueden resumirse en una
sola de facil interpretacién : multiplicando la primera por g; la se-
gunda por ¢, y sumando

At P) = fro1 -+ fyo,= (i, dx); (8.3)

aqui el primer miembro es una diferencial exacta, luego también
ha de serlo el segundo

(i, dx) =dU (8.4)

Esta expresion tiene una clara interpretacién fisica, es el trabajo
elemental de las fuerzas exteriores, que segtin lo visto ha de ser una
diferencial exacta ; o lo que es lo mismo, sobre la superficie S existe
una funcién de fuerzas U, cuyo gradiente coincide con la componente
tangencial de la fuevza exterior; este potencial es el producto del espe-
sor t por el escalar D antes definido, salvo claro estd, la constante adi-
tiva que siempre figura indeterminada en todo potencial.

Ias curvas equipotenciales U = constante, serdn precisamente
las @t = constante ; la componente tangencial de la fuerza exterior
ird siempre dirigida normalmente a estas curvas. En el caso en que
no existe componente tangencial de la fuerza exterior, entonces el
trabajo elemental es constantemente nulo U = 0, y como conse-
cuencia t® = constante. Este es el caso, por ej., de la pared de un
depésito de almacenaje de fluidos en el que se considere despreciable
el peso propio.

En cuanto a la tercera ecuacién de (8,1), introduciendo la cur-
vatura media de S

2H = — (¢33 + o)
puede escribirse

QHt = f, (8.5)
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De la relacién (8.3) se deduce inmediatamente una condicién
de compatibilidad necesaria para que pueda producirse en la mem-
brana un estado de tensiones del tipo que ahora venimos conside-
rando (N;, =0). En efecto, diferenciando externamente (8.3), y
expresando '

af; = [i101 + fia0s (8.6)
obtenemos

(foe — fo1) [0, 02] + f1doy + foda, =0
y en virtud de (4.4)
foe —far+ fig1+ 28, =0 (8.7)

condicién en la que solo intervienen las fuerzas exteriores y la forma

de la superficie a través de g;, g,.
Otras dos condiciones de compatibilidad, pueden obtenerse

inmediatamente diferenciando (8.5).

2tDdH + 2Hd (tD) = df,

y en virtud de (7.3), (7.6) y expresando

dH = H, 0, + H,50, (8.8)

se obtiene

(2tDH, + 2Hf,) o0, + @Q¢{DPH,, + 2Hfy) 0y = [3,101 + f3.50,

y en virtud de la independencia de oy, g5, y de (8.5)
fsnH =f3Hy +2Hfy,  f3.H=[fH,, + 2H?f, (8.9)

La obtencién de estas condiciones de compatibilidad (8.7), (8.9),
puede deducirse de la teorfa general de los sistemas diferenciales (*),
en la forma usual en aquella teoria. El sistema diferencial del estado

de tensiones puede resumirse

d(t D) = f100 + f20,
QHID = {, (8.10)

(*) Véase CARTAN [4], pags. 50 y sig.
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sistema al que hay que afiadir, seglin aquella teoria, las ecuaciones
obtenidas de éstas por diferenciacién exterior

0= (fo — for + fr&1 + f2&) [01, 03]
(2tPH, + Hf))oy, + 2tDPH,;, + 2 Hfy) 05 = f3,,01 + 350, (8.11)

ecuaciones que coinciden con las obtenidas anteriormente. El sistema
formado por las ecuaciones (8.10), (8.11) serd un sistema cerrado, al
que se le puede aplicar la teoria general en el caso de que las fun-
ciones sean analiticas. En especial, las condiciones de compatibi-
lidad (8.11) ademds de necesarias son suficientes, y caso de quedar
satisfechas se pueden aplicar los teoremas de existencia de CARTAN
y concluir por tanto la existencia de un estado de tensiones en las
condiciones exigidas.

Estos resultados de caricter general en el caso de funciones ana-
liticas, se pueden demostrar aqui con facilidad directamente, y subs-
tituyendo ademds la condicion de ser analiticas las funciones que
intervienen por la menos restrictiva de que sean diferenciables por
tratarse de un caso particular sumamente sencillo.

En efecto, supuestas verificadas las condiciones (8.11) la segunda
de ellas implica la coincidencia del 4(t®) deducido de la segun-
da ecuacién de (8.10) con el dado por la primera de alli (8.10) con lo
que ésta

1D = 2f—;[ (8.12)

satisface a todas las condiciones del problema. En conclusién (8.7)
y (8.9) expresan las condiciones mecesarias vy suficientes, para que
las tensiones interiores sean sélo presiones o tracciones, es decir Nyy = 0.
En este caso, el estado de tensiones @ y el espesor ¢ vienen ligados
por la sola condicién (8.12).

El caso particular en que se desee que la funcién @ se reduzca a
una constante, como ocurre en multitud de aplicaciones (tensién su-
perficial en los liquidos, estructuras de cemento delgadas y por tanto
débiles frente a esfuerzos cortantes), ha sido estudiado por no-
sotros en un trabajo anterior (*). La mayoria de resultados alli
obtenidos estan generalizados en este nimero al caso en que se pres-
cinde de la hipétesis de que @ sea constante. Afiadiendo esta con-

(*) Véase AUGE [5].

4 — Collectanea Mathematica.
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dicién, se obtienen los resultados alli consignados, salvo cambios
de notacién :

@ = constante, D, =0,=0
hWd="f, pP=f, 2HIDP=f, @didt=d4dU (8,13)

En particular si f3 = 0, es decir, las fuerzas exteriores no tienen
componente normal a la membrana, el equilibrio exige H = 0, es
decir, la anulacién de la curvatura media, por lo cual la superficie S
de la membrana serd una superficie minima, de acuerdo con la idea
intuitiva de lo que sucede en las membranas de jabén, o en general
en las debidas a la tensién superficial de los liquidos.

9. Forma paramétrica de las ecuaciones de equilibrio. Cuando
la superficie S estd dada en forma paramétrica v (¥, v), es decir,
dada por un vector dependiente de los dos pardmetros %, v, es
facil expresar las condiciones de equilibrio tomando como ‘variables
independientes a estos dos pardmetros. Basta para ello, partir de
las expresiones de los dos pfaffianos fundamentales oy, 05 :

o; = p; (u, v)du + gq; (4, v)dv; 9.1)
entonces, de la relacién

F

dF:Qu

P
du + C-)-}; dv =-F, 01 + F,y0,

se deducen las férmulas de cambio

oF oF

EZF’1¢>1+F’2¢>2 o =F, 0.+ Fsq, (9.2)

y las inversas

1 1
F’1=Z(F1¢92—Fu2b2)» F;2=A‘(_91Fu+?1Fv): 9.3)

A =019 — P01
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También estas férmulas de cambio pueden escribirse de otro
modo equivalente, teniendo en cuenta (6.2):

F’i - F“'M,i "I" F,,‘U,,-, 'i = 1,2 (9-4)
1/&,1:%, %!2=_—'q_AJ:J v.vl:_%za v:2=%]:

-De manera parecida podrian obtenerse las expresiones de las
derivadas de orden superior F,;, F iz, ... en funcién de las F,,, F,, ...,
que no escribimos porque no hemos de hacer uso de las mismas en
el presente trabajo.

Aplicando estos cambios a las dos primeras ecuaciones de equi-
librio (6.1), nos adoptardn la forma

(ENp)utt,y + N0y + ENg2)uthe + (EN12)ovis +
+ 828 (Nyy — Npo) — 281Ny =14
(E Nyg)utt,y + (EN1a)o vy + (£ Nog)uthsy + (¢ Nyp)o v, + (9.5)
+ 818 (Nyy — Nyp) + 28t Ny =,
€13 (EN1) + 2015 (E Nyp) + Cop (ENpp) = — [

También la dltima ecuacién puede transformarse expresando las
componentes del tensor ¢, en funcién de los parametros u, v, cosa
que no podri ahora conseguirse con las expresiones solas de ¢y, 0y, Por
no tener la tercera ecuacién caricter intrinseco. No especificamos mas
por no tenernos utilidad para los casos a los que haremos aplicacién.

En el caso particular de una membrana desarrollable, tomando
como haz g, = 0 el de las generatrices, las ecuaciones (7.4) se trans-
forman en

(ENwutty + ENo g + ENg) wthy + ENpp)o v =1
(tNyg)uttyy + (EN1)o vy + ENpg)uthsy + ENgo)ovo =1F2  (9.6)
tNyy = 7af3
Veamos ahora como de estas férmulas se obtienen en particular

las consignadas en los tratados para los casos mas extensamente
estudiados.

10. Membranas cilindricas. Suponemos ahora que la superficie
media S de la membrana es un cilindro; elegimos como lineas coorde-
nadas, de acuerdo con,la teorfa del n.° 7, las generatrices como curvas

Fid
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oy, = 0, y las directrices normales a ellas como curvas ¢; = 0. Tomamos

como pardmetros, el dngulo ¢ del plano tangente con uno fijo (en mu-

chos casos el horizontal), que serd también el dngulo de las normales,

y la distancia x a una directriz fija, tomada sobre las generatrices.
Con estos parametros ¢, %, el clemento lineal se expresa

dt = a;dx + ayrd e, o, = dx, oy = 7rd @ (10.1)

con lo que se calculan las cantidades de (9.3), (9.4), llamando ahora,
ademds, 7, = 7, puesto que 7, = o y no hay confusion :

u=%;, v=¢  p=1 ¢=0  p=0, g=7 d=v7

u,, =1, %, = 0, v, =0, V,p = %/ (10.2)
con lo cual, las ecuaciones de equilibrio (9.6) se escriben

) 190

a(th) + ;;p(tle) =5

o 10

a(tNm) +;5& ((Ng) =1 (10.3)
Ny ‘
— = fs

que coinciden con las ecuaciones més frecuentemente usadas en los

tratados, siempre que se tenga en cuenta el signo de las tensiones N,

que puede o no coincidir con el que hemos dado en el n.0 2.
Estudiemos en particular el caso tratado en el n.° 8, en el que no

existen esfuerzos cortantes en ninguna direccién, N, = N = 0,
N;; = Ny, = @. Las ecuaciones (8.10), (8.11), se escriben, teniendo
en cuenta (10.2), (9.4), 2H—- L om —0 0m, =121

rToQpr

A(tD) = frdx + fyrdg

t@:—-—i’f:;
194, _ ofs
rop  cx

Bl (10.4)
Yoh_ g2 1yl

rogQ - opr
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Las dos primeras ecuaciones son las que sustituyen ahora a las
(10.3) ; las tres ultimas son las condiciones de compatibilidad, que
no afectan a la presién @ ni al espesor ¢: dan las condiciones nece-
sarias y suficientes para que bajo las fuerzas f; el estado de temsiomes
generado, contenga solo presiones.

Consideremos en particular, el caso de mayor interés en las mem-
branas cilindricas : las fuerzas exteriores no dependen de x

o _

33 1=1,2, 3 (10.5)

entonces la pentltima ecuacién obliga a f; = 0, y el sistema (10.4)
se reduce a
tD = 7f,
d (10.6)
dg (rfs) = 71y

Aqui la segunda ecuacién es la de compatibilidad ; la primera
determina el estado de tensiones.

Veamos, por ejemplo, con detalle el caso en que la sola fuerza
exterior es el peso propio, siendo la membrana de material homo-
géneo y con las generatrices horizontales :

3 = — kicosg , = ki sen ¢ (10.7)

donde % es el peso especifico constante del material ; la 2.2 ecuacién
de (10.6)

a
P (— ktr cos @) = krt sen ¢

se reduce a

a
o bien ’
tr = ¢ (constante) (10.8)

y la primera ecuacién de (10.6) nos da
D = — 7k cos ¢ (10.9)

que define completamente la distribucién de tensiones en el interior
de la membrana.



54 J. Augé

En el caso en que se desee obtener una distribucién de presiones @(gp)
prefijada de antemano, la dltima ecuacién (10.9) nos da la ecuacién
intrinseca de la curva directriz ; para obtener su ecuacién cartesiana,
basta sustituir el valor del radio de curvatura 7 y del 4dngulo ¢
(1 +y 1

7 COS ¢ =

v = ———
oo v14y®

con lo que se obtiene la ecuacién diferencial de la curva meridiana

V' + 50+ yE) = (10.10)

‘S«‘Rﬂ

Integrando esta ecuacién, y tomando como condiciones iniciales

y(0)=y"(0)=0

se obtiene para la ecuacién de la curva meridiana

_ _f tg( [% O 10.11)

En particular, si se desea una presién uniforme en toda la mem-
brana (*), determinada por la resistencia del material a la compre-
sién, entonces @ debe tomarse constante igual a esta resistencia, y la
curva meridiana serd

kx
log cos —

Y=% )

El espesor £, viene dado entonces por (10.8), de la que se deduce

ck ck ¥ @
= — —cos p=——¢ c= ——

@ o k

donde £, es el espesor en el origen de coordenadas, y en definitiva

Ry
t=1tge®

es decir, ¢ sigue una ley exponencial en funcién de la altura.

(*) Véase AUGE [5].
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La anchura maxima L cubierta por una béveda continua de la
forma que estudiamos, vendrd dada por

=<z
@ <
es decir '
nd

L<T

siendo @ la resistencia del material a la compresién.

11. Membranas de revolucion. Como segundo caso particu-
lar estudiemos aquel en que la superficie S es de revolucién.
Tomaremos como haz fundamental de curvas coordenadas, el for-
mado por los meridianos (o, = 0) y paralelos (s; = 0). La curvatura
geodésica g, serd nula, porque los meridianos son geodésicas, y por
ser meridianos y paralelos las lineas de curvatura de la superficie S,
se verificard (7.1)

1 1
e = — 7,—1: Clg =Cy =0, €= — 7,—2 (11.1)

donde 7, es el radio de curvatura del meridiano, y 7, el segmento
de normal limitado por el eje de rotacién. Entonces las ecuaciones
(6.1) se escriben :

(tENy)y 4 ENw)e + €28 (N — Nyp) = f;

(N1 + (ENgp)y + 2822 Ny =[5 (11.2)
t_]\zu tNgp
'71—+ e =f3

Tomemos, ademds, como parametro # la longitud de arco S de
meridiano, y como v el dngulo 0 del plano meridiano respecto de otro
plano meridiano fijo. Las relaciones (9.1) se escriben ahora

oy = ds, oy =7d0 (11.38)

donde 7 es el radio del paralelo ; llamando ¢ al 4ngulo de la normal
con el eje de rotacién

1 7 dr or  Ory 07,
7 =7, Sen g, g_2=72tg(p=co_s'—q—>’ = '
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Las cantidades (9.4) valdrin ahora

=1, #,=0, v, =0, Vg = (11.4)

con lo cual las ecuaciones (11.2) toman la forma

t cos ¢

P) 10
a—s(tNll) +‘75‘9(tN12) —‘—7‘"' (N11_N22) =f1
o 10 2¢ cos _
55 6Nw) + 5 55 (Ng) + =T Ny, = (11.5)
tNy | tNgy _
7 + 72__f3

o bien multiplicando por 7, teniendo en cuenta’ (11.4), las dos pri-
meras pueden sustituirse por

o o
s (vt Ny) + 26 (tN1g) — t Ny, cos ¢ = 7/,

0 °)
3s (7t Nyp) + 30 (¢ Ngp) + t Nyp cos ¢ = 1/,

que es la forma usual contenida en los tratados, siempre que el signo
de las tensiones sea el que hemos elegido en el n.0 2.

No continuamos tratando estos casos contenidos en los tratados
siendo suficientes estos ejemplos para ver cémo pueden aplicarse
estos métodos a los problemas cldsicos de membranas.
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