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Considerada una funcidn :
p:Dc R* > RI

admitiendo un tnico minimo x*, el estudio de la convergencia de
ciertos algoritmos de minimizacién de tipo iterativo, puede ser redu-
cido a un problema de estabilidad asintética en un conveniente
semisistema dindmico discreto sin unicidad (SSDD.).

Uu primer trabajo en este campo es:

«An abstract formulation of minimization algorithms», G. P. Szrco,
G. TREcCANI (véase [3]).

Tin él se presenta la teorfa de semisistemas dindmicos discretos
sin unicidad y, mediante ella, se prueba, sin hipétesis de convexidad
para la funcién p, la convergencia de los algoritmos del gradiente y
de las direcciones fijadas.

Posteriormente G. TRECCANI en «A new axiomatization of mi-
nimization algorithms» (véase [6]) da un método para construir un
conveniente SSDD., para el particular algoritmo de FLETCHER-
REEVES con «resety («reanudacién») cada m pasos.

En el presente trabajo se introduce una nueva axiomatizacién
que permite probar la convergencia para una mds amplia familia
de algoritmos y en la cudl quedan incluidos de manera trivial todos
los del gradiente conjugado con «reset».
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Las principales ventajas de ella radican sobre todo en:
a) Como se ha dicho, su mayor generalidad.

b) Posibilidad de, mediante ella, obtener nuevos algoritmos
ciertamente convergentes.

¢) La minimizacién monodimensional adoptada para la deter-
minacién del paso es, al menos bajo ciertas hipdtesis acer-
ca de y, bastante facilmente realizable desde el punto de
vista practico.

1. — CONCEPTOS TOPOLOGICOS Y NOCIONES PREVIAS.

Sea X un espacio métrico localmente compacto y F (X) la fami-
lia de sus compactos no vacjos. Sea la aplicacién :

f:F(X)xF(X)—~ R+ definida por: (4, B)=Supp(r, B) xe¢4
Entonces, si:
Sg(d,7r)={BeF(X)|B(B, 4)<n
la familia:
B=1{S;(4,7)|4decF(X), r> 0
constituye la base de una topologia. Al correspondiente espacio to-

polégico le denotaremos por F,(X). Es de importancia tener en
cuenta que si:

X, =(X,0), X,=(X,4d)
donde p y d son métricas equivalentes, se verifica :

Fg(X,) = Fg(Xy)

Definicién 1. — Se denomina semisistema dindmico discreto sin
unicidad sobre X a la terna (X, I+, f) donde:

fiXxI+ > F(X)
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verifica :

i) f0)={x
i) fUf@ k), B =f(nk+h), VeeX, Vh kel*.

iii) fr:x e X - fr(x) = f(x, k) € F;(X) es, para todo ke [+,
continua.

Definicion 2. — Se dice que y : J - X es una solucién del SSDD.
por x si:

i)  JolIt.
i) x@)ef(yxkR), s —k), i >k
iii) 4 (0) = .

En lo referente a los conceptos de conjunto limite, atraccién,
estabilidad asintética etc., se remite al trabajo ya citado:

«An abstract formulation of minimization algorithmss.

Se ha comprobado la verificacién de los clasicos teoremas de
sistemas dindmicos que caracterizan, mediante funciones de Liapunov
la estabilidad asintética. Con demostraciones que sufren pocas varia-
ciones respecto de las ya conocidas para este tipo de teoremas en
sistemas dindmicos, se ha obtenido:

TEOREMA 1. — Sea M c X compacto y ¢ una funcién continua
definida en un entorno ¥V de M positivamente invariante, tal que:

i) ¢(x)=0sixeM,d(x)>0sixeV — M.

i) é(x(1)) < é(x) para xe V — M y cualquiera y por x.

iii) Para todo entorno U de M contenido en V existe f > 0 tal
que ¢ (x) > B, VxeV — M.

Entonces, M es asintéticamente estable.

TEOREMA 2. — Sea M asintéticamente estable, con regién de
atraccién 4 (M). Entonces, existe una funcién :

é:4 (M) > Rt

semicontinua superiormente, verificando las condiciones i), ii), iii)
del teorema 1, en el entorno V = 4 (M).

2 — Collectanea Mathematica
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Sea ahora y:D c R* — R! una funcién de clase uno, tal que:

i) Admite un conjunto de nivel compacto L. B
ii) Existe en L un tnico punto critico x*, del.que -se sabe que
es minimo.

Nuestro objetivo es la construccién de un conveniente semisis-
tema dindmico discreto sin unicidad, que permita probar la conver-
gencia de cierta familia de algoritmos de minimizacién para una
funcién en las anteriores condiciones.

2. — CONSIRUCCION DEL SSDD. ESTABILIDAD ASINTOTICA.
Dado un espacio métrico X y una aplicacién :
FCO DX ~ Fy(x)
continua, es posible construir un SSDD. ‘_‘ad()p‘:‘cé‘njclz(v) cv(‘)ullot.:v_ .

f: X % I -> F,) (X)

la definida por: : _ o
flx, k4 1) =f(f(x, k), 1)
Se comenzard por la construccién del espacio métrico adecuado.

Sea L el soporte del subespacio métrico de R*, L,y A, = Lx ..x L.
Fijado m € I, considérese el conjunto: -

2

Z='”14,\.;

i=1

Tintonces, si p; es una métrica definida en A4, acotada por .uno,

y equivalente a la del espacio métrico L X ... X L, se verifica:

TrorEMA 3. — La aplicacién o: 4 x A — R, definida por:

0% y) st xy €/Ti

e(x,y)={

1 si xed, ved;, i+#]

es una métrica y el correspondiente espacio, localmente compacto.
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El espacio métrico en el que se trabajara sera el:
X=&=(,..5)cd, s<m|p@Ey) <pH), 1 <s—1)

que evidentemente es, también, localmente compacto. Si X; es el

subespacio métrico de X que tiene como conjucto base 4, se puede
escribir:
X=X,U..UX,.

A la vista del particular espacio métrico utilizado, la construc-
cién de la antedicha aplicacién f(-, 1) se consigue con la de una:

f(-, 1): X, U ...UX,,_, - Fs(X)

continua. En efecto:

~

Para x=(x,....,%,), s<my k<m—s, sea f(x, B) =f(f(x, k — 1), 1).

Entonces, basta con adoptar:

f(;_c, 1) si x=(x ..,x) con s<m

f&, 1) = F m — 1) si %= (%1, ..., %)

(ue como se prueba trivialmente, resuelve el problema.
Sea ahora H' la esfera de R" de centro 6 = (0, ..., 0) radio I.
Sea H = H' U {6;.

Definicion 3. — Se denomina aplicacién de direcciones en el es-
pacio métrico X, a toda aplicacién:

F:X,U..UX, , - Fz(H)
continua.

Suponiendo, en lo sucesivo que una aplicacién de direcciones ha
sido dada, se procederd a la construccién de la aplicacién 7 (-, 1).
Como elementos auxiliares, fijense H > 0 y t¢ (0, 1) arbitrarios.

Dados X = (%1, ..., %), s<<m, y peF(x), serd utilizada la si-
guiente notacién :

G, =G p)={aeR|x +apel)

aeG — p(x, + ap) presenta en y }

o =z, = Inf 0,H ) g
“(x p) =% " {ye [ ] punto critico o minimo local en [0, H]

N = ta,, I, =[n, H]
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Entonces, la aplicacién :
FOe. ) XU UX, _ — Fz(X)

es la definida por:

F@E 1) = (#1005, ) |y = %+ avp, p e F (@)}

siendo :
°‘€Ip con p(y) <y (xs + %'P)
TrorEMA 4. — La aplicacién 7( , 1) es continua.

Demostracion: Si el teorema no fuese cierto en x, existirian
e>0y {xm tal que:

~ ~

>z y (A1), f(x 1) > &
Sea (@, #ef(#", 1), tal que (@ f(z 1) > ¢
Se denotari:

= (%], ..., Xs), X = (X, ..., %), 2" = (*], ..., 4%, 2")

A= {z](xy, ..., %, 2) ef(a?, 1)y

y para la sucesién {z"}, tltimamente, se tiene: p (2%, 4) > e,
Por construccién :

2" =x5 +oa*-p* con PpreF(x*), y con o'ely, H]

verificandose :
P2 ) < p (s 4 7). (Se ha escrito g, = ¢3 (3%, %)
Como {F (x")} f- F(x) vy [0, H] es con1pa¢£o, se puéde suponer;
Y > peF @), o > Fel0, H] |

Mediante un cédlculo bastante largo se demuestra que:

~ o~

(%1, s %y %5 + 2 p) e f(%, 1)
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lo que estd en contra de lo supuesto pues:
- 7 ) ”n ~ N
(o1, ..., &8, x5 + o P} —> (%1, ..o, %, X, + & D)

Al objeto de estudiar la estabilidad asintética, hay que conside-
rar una funcién de Liapunov. Se adopta la:

¥ : X — R1, definida por: 'P(a?) =9p(x) =Min {p(x;) |2=1, ..., 8
Definicion 4. — La aplicacién de direcciones F y, consecuente-

mente, el semisistema, se dice descendente para  cuando para todo
x e X, se verifica:

Tl 1) = [P < p) <= 5 # 2%

TEOREMA 5. — El compacto M = {(xy, ..., x,) e X | %,, = x*} es
globalmente asintéticamente estable.

Demostracién: Basta con tener en cuenta que la funcién:
¢:X, — Rl definida por: ¥(x) =y (x) — p (x*)

verifica las condiciones del teorema 1.

3. - APLICACION A ALGORITMOS DE MINIMIZACION.

. Se utilizard la construccién anterior para probar la convergencia
de un tipo de algoritmos de minimizaeién.

Hipétesis acerca de la funcion : Las enunciadas para la funcién p
(Nétese que no se hacen hipétesis acerca de su convexidad).

Algoritmo :  Considérese el algoritmo de minimizacién siguiente :

0 — _ o0
. . = —§
xF+1 = xk 4 oy ph siendo: {j)k"*l gt 4
. ' N Pt i '
y donde se ha denotado: py= Tk g = grad y(x%)
y donde B es uﬁa.fﬁncién real, continua, de x0, x1, ..., ¥¥+1, Cuando

se obtiene el punto x™~!, se detiene el anterior proceso y se inicia



24 Gerardo Rodriguez

de nuevo partiendo de x”~! como punto inicial. Si algin p* =0,
se inicia el algoritmo en x*.

Segtin la eleccién de los nimeros B, el algoritmo recibe nombres
diversos. Las elecciones més corrientes son :

(g, Gy
E = ey
Siendo G una matriz simétrica definida positiva y (.,.) el

producto interior en R*.

k+1
IT) By = ”ﬁgklln (Algoritmo de FLETCHER-REEVES).

k+1 __ ok k
1) B, = Aﬁ_@—kﬁ”g’ (Algoritmo de POLAK-RIBIERE).

Eleccion del paso o,. — Figense arbitrariamente H > 0y f¢ (0, 1).
Considerada la funcién:

9:PeG,C R — g (B) =y (x* + f¥) e RY,

se distinguen dos posibilidades:

1.0) Si ¢ admite en § = 0 minimo local o es creciente en dicho
punto, se adopta o = 0.

© 2.9) Supdngase que no estamos en el caso anterior. Determinese
y < H tal que en [0, y] no presente la anterior aplicacién minimo
local (podria existir en [0, ] punto de inflexién). Desde luego, ¢ es
decreciente en [0, y]. '
Sea ahora n =y —ty y P = {fy, ..., B} una particién de [y, H]
de norma menor o igual a 7. Témese el subconjunto de P,

P = {130’ ey ﬂh}J h<s,

de la siguiente manera:
a) Puede ser elegido P’ = P, es decir, 7 =ss.

b) Se podra elegir P’ # P, es decir 4 <s, si y sblo si existe
algiin criterio que permita afirmar que en [0, f,] exista punto critico
de ¢.
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Sea f§ ='f, = Méx {minimos absolutos de ¢ en P’} y: -

A_{mganwHﬁ=&4wﬁssiw>o
b= B si r=0

Considerada la pardbola pasando por:

@ @ (0), & +Bpn w(B),  (*+ Bpn ¢ (B)

supéngase que alcanza su minimo en g. Eutonces:

‘o= Arg Min {p(8) | B = B, B}

Observacion : Podria haberse tomado «;=f, sin efectuar la inter-
polacién parabdlica, y el teorema que sigue seria igualmente cierto.

TEOREMA 6. — Si {#"} es una sucesién generada por el anterior
algoritmo, se verifica:

lim {x"} = x*
h—>co .

Demostracién: Consiste en construir, a partir de los datos del al-
goritmo, una aplicacién ‘de direcciones, descentes para y, adecuada.
En el caso de los ejemplos mencionados se procede del siguiente modo:

Sea % = (29, ..., x*) ‘con' s < m — 1. Se definen recursivamente
(cuando sea posible) los vectores ¢9, ¢!, ..., ¢°, del siguiente modo :

P=—g°

Supédngase que ha sido construido ¢*~!. Si tiene sentido, en cada
caso, el nimero real: :

g SERGPTD g (g g
TG e T g Gl

se construye:
= —g —mag — =iz M08
y la aplicacién de direcciones F viene dada por:

gy si ¢ estd definido y ¢* +# 0

j: ) —
@ {H si ¢° no estd definido o ¢° =6
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Entonces, mediante los ntimeros H y ¢ utilizados en el algoritmo,
se construye el correspondiente semisistema. Para él, la sucesién
{x"}, proporciona la solucién:

v:I7 =X
definida por:

2(0) =9, x(1) = (20, &) ,..., x (m — 1) = (20, ..., 2™ 1)
2 (m 4 h) = (aBFUm= D) g me (2)  f3 0

Por aplicacién del teorema 5 concluye la demostracién.

BIBLIOGRAFTA

1. BHATIA N. P.; SzEGO G. P. Stability Theory of Dynamical Systems. Springer
Verlag, Berlin, Heidelberg. New York. 1970.

2. CEeA J. Optimisation theorie et algoritms, Dunod. Paris. 1971

3. KunN M. W.,; SzecO G. P. Differential Games and Related Topics. North-
Holland. 1971.

4. MicBAEL E. Topologies on Spaces of Subsets. Trans. Amer. Math. Soc.
71, 152-182. 1951.

5. ORTEGA J. M.; REEINBOLDT W. C. Iferative solution of nonlinear equations
in several variables. Academic Press 1970.

6. SzecO G. P. Minimization Algovithms. Mathematical Theories and Com-
puter Results. Academic Press. 1972.



