LLOS OPERADORES ACOTADOS EN RELACION CON UNA
DESCOMPOSICION DE VARIEDADES LINEALES
EN EIL ESPACIO DE HILBERT

por

Prpro J. BuriLro LOPEZ

Consideremos el espacio de HILBERT separable real o complejo H.

Sea A un operador lineal definido en una variedad lineal D densa
en H. Desde luego, es un hecho simple que si D se puede expresar
como suma directa topoldgica

D =D;®D, (1)

de dos subvariedades D; y D,, entonces 4 es acotado en D si y sélo si
las restricciones de A a D; y D, son acotadas. El problema que vamos
a abordar en este trabajo es estudiar bajo qué condiciones la descom-
posicién (1) se puede asegurar, para caracterizar la acotacién del
operador en términos de la acotacién en las subvariedades de dicha
descomposicién.

Dixmier (v. [1]) (*) da la definicién de variedades en posicién
simple respecto a una variedad de Julia, definicién que extenderemos
aqui para variedades cualesquiera:

DEFINICION 1. — Sea D una variedad cualquiera de H. Divemos
que dos variedades lineales cervadas Vi y V, de H forman una pareja
en posicion simple respecto a D si '

) D=V,®V,
i) D=(VinD)®(V,n D)

siendo la suma ii topolégica (la de i lo es trivialmente, pues Viy V,
son cerradas).

(*) Tos niimeros entre corchetes hacen referencia a la bibliografia,
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En un primer paso demostraremos que el problema de la descom-
posicién (1) es equivalente a encontrar dos variedades en posicién
simple respecto a D.

TEOREMA 1. — Sea D una variedad lineal densa en H. Entonces es
vdlida la descomposicion (1) para D si y solo si existe una pareja de
variedades lineales cervadas en posicion simple respecto a D.

Dem.: La condicién suficiente es trivial, pues (1) viene expresado
por ii). Para demostrar la condicién necesaria, sea D = D;@® D,.
Consideremos D; y D,. Desde luego, como « (D, D,;) > 0 (**) pues
o (D, D) > 0, la suma directa D; @ D, es topoldgica. Ademads

H=D =D ®D; =D ®D, @)
Demostraremos ahora que
D = (D, n D)@ (D, n D). (3)
| Sea para ello x ¢ D. Como D = D{ @ D,, se tiene que
X=y+2z con yeD,cD,, zeD,c D,
y al ser ye D A zeD resulta
x=y+z con yeDynD, zeD,nD.

En definitiva se deduce de (2) y (3) que D; y D, estin en posi-
cién simple respecto de D, c.q.d.

Dixmier, en la obra antes citada demuestra que siempre, para
variedades D de Julia se pueden encontrar pares de variedades en
posicién simple, con lo que segin el teorema anterior, el problema
de la descomposicién (1) queda resuelto favorablemente para el caso
de variedades D de Julia.

En lo que sigue, estudiaremos el problema de la descomposicién
(1) para el caso de variedades en general densas en H.

Dixmier llama nfticleo de una variedad lineal a cualquier sub-
variedad cerrada de infinitas dimensiones contenida en ella. Es obvio
que cualquier variedad lineal posee subespacios (cerrados). de di-
mensién finita. Segtin ésto, distinguiremos tres casos.

(**) Seguimos la notacién de dngulos « y f de DIXMIER (v. [1]).
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1. — Caso general.
— Caso en que D posee nticleos.

— Caso en que los {inicos subespacios cerrados de D son los
de dlmensmn finita.

1. — Caso general. Supondremos para fijar ideas que las varie-
dades D; v D, de la descomposicién (1) son ortogonales. En este
sentido demostraremos el

TEOREMA 2. — Sea D wuna variedad lineal densa en H. La condi-
cion necesaria v suficiente para que D = D| @ D, es que

i) Py D =D, ii) Pp,D = D,

designando con P el operador proveccion ortogonal en H.
Dem. :

Condicién necesaria. Si D == D; @ D, con D, L D,, segin el teo-
rema | sabemos que H = D, @ D,. Ademas es claro que D, L D>.
Sea y € Py, D. Entonces existe x e D tal que

x=y—}-l€’jjl@52

pero al ser xe D,

x=y +2eD;®D,cD @D,
con lo que
y:y'EDl
luego -
PE,DCDI ) (4)

Reciprocamente, sea y e D;. Construimos X ==y + z€ D{ @ D, con
ze D, cualquiera. Entonces ¥ ¢ D y se tendré

X =y 7 eD, ®D,
con lo que .
. y:_y'eP]—;l_D
es decir . .
Dyc Pp,D N )

De (4) v (5) se sigue la igualdad i). La demostracién de ii) es com-
pletamente analoga. '
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Condicion suficiente. Supongamos ahora que D; y D, son sub-
variedades ortogonales de D que verifican i) y ii). I.a evidente orto-
gonalidad de las clausuras D; y D, permite escribir

DicD} y D,c Dt (6)
| Sea pues xe D. Se tendrd
Xx=y+zeD ®Dt
XxX=y +2eD,® D}
de donde por i) y ii) se puede escribir
y = proyp, X € D, ™

y' == proyp,X€ D, (8)
Pero de (6) se tiene

x=1z+yeD}® D}
x=y +2 Dt ® D}
de donde z =y’ €D,. En definitiva, de (7) y (8) se tiene

x:y+Z€D1®D2
con lo que
D=D®D, c.q.d.

2.° Caso en que D posee niicleos.

TEOREMA 3. — St V es un miicleo de D, variedad densa, se tiene

con V=Dnvy

Dem. : Por ser V cerrado, se puede escribir H = V @ VL. Siendo
V=D nvT £ {oy se verifica que «(V, V) > 0 con lo que la suma
VTV es topoldgica.

Trivialmente, V@ V ¢ D. Para ver el contenido inverso, sea
x € D cualquiera, desde luego admitira la descomposicién

X=y+zeVOVL
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Como zZ=Xx —yeD, se tiene z€ Vv, quedando probado pues que
D=va®V.

3.er Caso en que los finicos subespacios cerrados de D son los de
dimensién finita. Se ha obtenido en este caso el siguiente resultado:

TEOREMA 4. — Se verifica la descomposicion D = [ay, ay, ..., a,] DV
con {ay, ay, ..., &,} ortonormales st y solo si V=D n E, stendo E un
subespacio cerrado de codimension finita n en H.

Demn. :

Condicién necesaria: Consideremos V y sea H = V @ VL. Segtin
la hipdtesis de la condicién, se verifica que

~

0(([31, a, ..., anj, ) > 0. (9)

Descomponemos ortogonalmente cada uno de los vectores

a, t=1,..,n, vy escribimos

—~
’

a,=a, |+ a ;e

<
<0

S

L i=1..,n

Trivialmente, a ; 70 Vi, pues a; ¢ vV por (9), y ademas forman un
conjunto de vectores linealmente independientes, pues si

o

n ~,
; zal=0

se tendria
” n —~
2 7»,-8,- = 2 )uia €
1

1

<

en contra de (9).
Sea ahora E la variedad complementaria ortogonal del subes-

pacio [a’y, &'y, ..., a",] € VL. Se tendrd

H=1[a a, .. a,]®E. (10)

Desde luego, E es cerrado y codim. E = #. Como ademds los elemen-

tos de V son ortogonales a a'y, a’5,...,a", se tiene

<)l

VeVcE
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de donde .
VeDneE. (11)

Sea ahora xeD n E. Podemos escribir

x=§—]—37e[a1, a, .. a|® 17

pero de . .
xeDnECE, §eE

se sigue que , ' 8 :

Xe [a;, a,,...,a,] n E.

Se podra tener -entonces

y como

se sigue que

» 22, =X - iackE
1 1

que junto con (10) nos asegura que 4, = 0 V ¢ y que por consiguiente
X = 0, resultando de ésto que

—~

=:~3’\EV

conlo que DnEcV, relacién que con la (11) demuestran comple-
tamente la condicién necesaria.

Condicién suficiente. Sea ahora E un subespacio cerrado de co-
dimensién finita # en H. Si consideramos V = D n E, se verifica
evidentemente que o

V # (o) |
V+#D (por deﬁsidad)

Demostraremos que se puede encontrar un 51stema {a teD -V
de vectores ortoriormales tales que ' '

i) D=1a, a..a]®V ~ i) [a, a5 ..,a]nV = {0).
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Para demostrar ii) procederemos por induccién: si # = 1, E es
hiperplano cerrado, existe un vector a unitario en D — ¥ verificando
fal n E = {0}. Supuesta cierta la propiedad para el valor n — I,
demostrarémosla para codim E = n: Sea para ello aeD — V. vy
consideremos el subespacio

E' = E®a]
que es cerrado (v. [2]) y de codimensién # —1 (a ¢ E). Por la hipé-
tesis de induccién, existe un sistema ortonormal a,, a,,...,a, , en
D — (D nE') tal que
[al: a, ... an—l] n E' = {0} ‘ (]2)

Entonces el conjunto de vectores linealmente independientes for-
mado por {a;, a,,...,a,_;, a} de D — V verifica

!’_‘al’ a2’ tee an—l) a-( n E = {0}’

pues si ¢ es un vector de la interseccién, se tendria

n—1

c=3 Xa + AaeE (2, no todos nulos)
1

de donde

n—1

YAia=—2a++cela]®E =E’
1

en contra de (12). Basta ahora ortonormalizar el sistema de vectores
{a;, a,,...,a, ,, a} obteniéndose {a;, a,, ..., a,} verificando ii).
Para probar i) es preciso demostrar primero que

H = E(—E [alx a, ..., an]'

En efecto, es sabido que H = E @ EL. Si xe H se puede escribir

X=X

+
a, =8 +yecE®E i=1,..,mn,

en donde {y;, ¥2, ..., V,} € E* son todos no nulos, pues a¢ E Vi,
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Siendo dim Et = codim E = n, los vectores ¥, ¥, Y2, - V)
son linealmente dependientes, pero a su vez los ¥y, ¥, ..., y, son

2
independientes, pues si 3 A, ¥, = o, se seguiria que
1

1

1
en contra de ii).
En definitiva se tendra

7= 24,
con lo que
X —Z:L:,ﬂiai=i —zj)ﬁiﬁ,;eE
luego

x=ﬁ—$maH4$mweE@mbuwum

es decir
H=E®]lay a,, ..., a,]. (13)

Demostremos ya i). Sea xeD: en virtud de (13) se escribe
X=X+7VeE®]ay, ay, ..., a,]
y al ser X e ¥ vectores de D, con su diferencia XeD n E = 17 luego
X=X+ ieI7 + [ay, ay, ..., a,]
con lo que queda probado que
D =[ay, a,,...,a,] + 174

siendo ésta suma directa algebriica. Para comprobar el cardcter de
suma directa topolégica, veamos que
«{[a;, a,,...,3;], V) > 0.
En efecto, si existiera xe [al,ma‘z, e 8,] A XE 17, como V c E
seria A
[a;, a5, ...,a,] N E # {0} en contra de ii).
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En ultimo término, se verifica que
D = [81, a, ..., a,,] @V c.q. d.

Una vez estudiado en todos estos casos el problema de la des-
composicién (1) planteado al principio, se puede caracterizar en cada
uno de ellos la acotacién de un operador lineal A en su dominio D
en términos de acotaciones de las restricciones de A a cada una de
las subvariedades de dicha descomposicién. Detallaremos aqui ésta
caracterizacién desarrollada dnicamente en el tercer caso expuesto,
caso que naturalmente es aplicable a cualquier variedad densa. En
este sentido, se demuestra el

TEOREMA 5. — Un operador lineal A definido en una variedad
lineal D, densa en H es acotado en D, si y solo st lo es en la intersec-
cion de D 4 con cualquier subespacio cerrado de codimension finita en H.

Dem.: I,a condicién necesaria es trivial. Para demostrar la
suficiente, supondremos que A es acotado en D\A = D, nE siendo E
cerrado de codimensién finita #» en H. En virtud del teorema anterior,
se tiene la descomposicién

D,=Tla,a,..,a8]®D, (14)
La hipétesis de la condicién suficiente permite asegurar que
|Ay|| <M ||§l| VyeD, (M constante fija).

Sea pues xe D, : la expresiéon (14) permite escribir

x=X+Fe(a, a..,3]®D,
de donde
AX = A% + Ay

vy de aqui
Ax]| < [[AX|| + [|A¥]| < [|AX]] + M [|¥]]. (15)

Pero las proyecciones de D, en [a,, a;,...,3,] ¥ D, son continuas
luego existen constantes fijas N’ y N'' tales que

X[ < N"-[Ix]l, v, [I¥FIl <N"-[x]|
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con lo que (15) toma la forma
iAx|| < [JAX|| + M N"-||x]}. (16)
Ahora bien, como Xe{a;, a,,...,a,] serd X == Z:] A;a;, y de aqui
n
AX = zl“, i Aa,

pero al ser

IKj2 = 3 |22 < (V- )1x]])2
1
resulta
JA<NXY] di=1l..m

de donde

n
1
i

AR < 2140l da) < (V'S (| 4a)-|ix]!
1 1

resultando pues en (16)

IAX]! < (N % | Aall + M N")-

x|, VxeD,

Luego 4 es acotado en D, c.q.d.
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