DUALITAT IN TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN
von

KARLHEINZ RUDIGER

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit einem Kegel stetiger
(F)-Halbnormen (s. 1) auf topologischen Vektorriumen. Das Ziel
dabei ist, Charakterisierungen von speziellen topologischen Vektor-
rdumen mit Hilfe von Elementen dieses Kegels anzugeben. Dazu
entwickeln wir zuerst eine allgemeine «Dualitdtstheorie» fiir topo-
logische Vektorrdume (s. 2). In 3. beschédftigen wir uns mit ultraton-
nelierten und quasiultratonnelierten Rdumen und zeigen, daB man
fiir diese Raumklassen dhnliche Charakterisierungen angeben kann,
wie sie fiir die entsprechenden lokalkonvexen Raumklassen bekannt
sind. In 4. entwickeln wir eine Dualitdtstheorie fiir lineare Abbil-
dungen, wie man sie von G. Koéthe in (5) und (9) fiir lokalkonvexe
Riume findet. SchlieBlich geben wir in 5. eine Charakterisierung der
nicht notwendigerweise lokalkonvexen B- und B,-vollstindigen Riu-

me an. Bemerken mochten wir, daB alle topologischen Vektorrdume
separiert sein sollen, sofern es nicht anders ausdriicklich gesagt wird.

Herrn Professor Dr. N. Adasch mochte ich fiir die Anregung und
Unterstiitzung zu dieser Arbeit danken.

1. (F)-HALBNORMEN AUF LINEAREN RAUMEN

DEFINITION: E sei ein linearer Raum {iber dem Kérper K (K = C
oder R). Eine Abbildung ¢: E — R heifit (F)-Halbnorm auf E, wenn
sie den folgenden Bedingungen gentigt: (a) ¢ (x) 2 0, (b) g(x + ) <
<qg(®) +q(y), () g(ax) < g () fiir |a| < 1, (d) g (sx) -0 fiir s—0.
g heiBt (F)-Norm, wenn aus ¢ (x) = 0 stets x = 0 folgt.

Mit E# bezeichnen wir dic Menge aller (F)-Halbnormen auf E. E#
ist ein Kegel im reellen linearen Raum aller reellwertigen Funktio-
nale auf E, d. 7. E# geniigt den Bedingungen E# 4 E# ¢ E#, sE¥ ¢
c E# fiir s > 0, E¥ n(— E#*) = {0}.
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(F)-Halbnormen auf einem linearen Raum haben folgende Ei-
genschaften die sofort aus ihrer Definition folgen:

(1) @ 1g(*) =g < g —y) () g(nx) < ng(x) fiir neN und
somit (0) g (x) < q(j% (@) aus q(x) =0 folgt ¢(x +) = a(5) (0
Sfur jedes. s € R gilt: g (sx) < (Is] 4+ 1) ¢ ().

E (T) sei ein topologischer Vektorraum (Abk.: TV R). Wir wollen
einen Zusammenhang zwischen stetigen (F)-Halbnormen auf E und
der linearen Topologie T herstellen. Die folgenden Begriffe sind fiir
die gesamte Arbeit von Bedeutung. Eine Folge (U,) von Teilmengen
des TVR heiBt Faden, wenn jedes U, kreisférmig ist, und wenn
U;s1 + Ujp1 ¢ U; gilt fiir jedes j € N. Der Faden (U,) heiBt ab-
sorbierend bzw. abgeschlossen bzw. gefrdBig bzw. topologisch, wenn
jedes U, absorbierend bzw. abgeschlossen bzw. alle beschrankten
Mengen absorbiert bzw. Nullumgebung ist. Ein absorbierender und

abgeschlossener Faden heift Ultratonne.

(2) E(7) sei ein TV R. Dann kann die lineare Topologie durch eine
Familie T-stetiger (F)-Halbnormen erzeugt werden (vgl. (11), (14)).

Beweis: Sei (U;) ein topologischer Faden und 7 eine positive

dyadische Zahl: » =%k +a; 2714 ... + a,27" + ... mit a; = 0 oder

1. Man setze: U = U+ ... + Uy (k-mal). Sei U(r) = U +

+ X a; ﬁi (dabei wird unter ¥ a; U; stets J Zﬂ‘, a; U; verstanden).
7 i meN j=1

Fiir ¥ € E definieren wir p (x) = {inf 7:xe UM}

Man sieht leicht ein, daB p (x) eine stetige (F)-Halbnorm auf E
ist. Aus der Konstruktion dieser (F)-Halbnorm folgt:

{er:p(x) <%,-}c Uc {er: P (%) s%,}=5f

Die aus einem topologischen Faden so kounstruierte (F)-Halbnorm
nennen wir eine (KF)-Halbnorm.
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2. ToprOLOGISCHE (F)-DUALSYSTEME, POLARITAT UND DEREN EIGEN-
SCHAFTEN.

E (7) sei ein TVR. Mit E# (T) bezeichnen wir den Kegel aller 7-
stetigen (F)-Halbnormen auf E (7). Das Paar (E (7), E# (7)) (manch-
mal auch nur (E, E#)) nennen wir ein topologisches (F)-Dualsystem
(Abk.: TFD). Es sei mit L (E#) = E#*(T) — E# (7) der von dem
Kegel E# (T) erzeugte lineare Raum bezeichnet.

Fir die weiteren Betrachtungen sind Figenschaften von ver-
schiedenen Polaritdtsbegriffen beziiglich des Paares (£, E¥) funda-
mental.

DErFiNITION: (E, E#) sei ein TFD.
(a) Fir M c E bezeichne MY} = {ge L (E#): g (x)] < 1 fiir je-

des x €M} die Polare von M in L (E%) und MO = MY n E# die Po-
lare von M in E#.

b) Fiir D c E# bezeichne D= {xeE: ¢ (x) < 1 fiir jedes ge D}
g q
die Polare von D in E.

(c) Sei U = (U;) ein Faden in E. Dann bezeichne
U = { geE* q|U,; < } die Fadenpolare von T in E#*,

(d) Fir D ¢ E# heiBt der Faden D% = (D) mit
D) = {x eE:q(x) < —27f1'ir jedes ¢ eD} = (2 D)°
die Kegelpolare von D in E.

Die Polaritatsbegriffe (a) und (b) haben #hnliche Eigenschaften
wie die Polarenbildungen in lokalkonvexen Riumen. Fiir die Pola-
ritdtsbegriffe (c¢) und (d) wollen wir einige Eigenschaften angeben,
die sofort aus ihrer Definition folgen:

(1) (Uy)uer et eine Familie von Fiden in E und (D,),.; eine Fa-
milie von Teilmengen von E*. Dawnn gilt:

(@) (U™ = U" (b) ((D°’<)°1’)°’< _ D%
@ Ut e (N U 1) =0’

()(UD —ﬂDOI‘
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Wir geben zwei wichtige Beispiele fiir die Faden und Kegelpo-
larenbildung:

(2) D c E* ser ein Teilkegel. Dann ist DOROF — DLL
Beweis: Da D ein Teilkegel ist, gilt:

D! = {er:q(x) < 1—} =Dt =N{xeE: q(x)= {0}
geD 2 "3
Es folgt:
DOKOF {geE:ngl < %7,]' =01, } = Dl

(3) M sei ein Teilvaum von E. M besitzt in natiirlicher Weise einen
Faden, ndhmlich M; =M, j =0, 1, .... Dann ist MK ein «Teilraum-

fadens von E und es gilt: (M°")] = MLL,

Beweis: Es ist M = {qu#:gUW,- < %; ,j=0,1, ; = ML Da

M* ein Teilkegel von E# ist, folgt mit (2): (M°F)) = MLL,

BeMERKUNG: Ist M ein Teilraum von E, so gilt M* c M9, wobei
die Inklusion echt sein kann.

Es sei (E, E#) ein TFD. Dann bezeichnen wir mit 7T (E) die Topolo-
gie der punktweisen Konvergenz auf L (E#). Offensichtlich gilt:
(4) (E, E*) sei ein TFD.
(a) Fiir D c E¥# ist D% ein T-abgeschlossener Iaden.
(b) Fiir M c E ist M° T, (E)-abgeschlossen.
(c) Ist U = (U,) ein Faden in E, so ist U°F T, (E)-abgeschiossen.

7
Es gelten die Bipolarensitze in der folgenden Form:
(5) (a) (Fadenbipolarensatz) Fiir jeden Faden U = (U,) in E gilt:
UFK =T, d.h (U] =T, j=0,1,...
(b) Fiir jede Teilmenge M c E gilt: M® = (KM)”. Dabei bezeich-
net KM die kreisformige Hiille von M.

Beweis: (a) Stets gilt: (7, c (U°)?. Angenommen es gibt ein
x€ (’L[OF)?\—UT,-. Dann gibt es eine T-Nullumgebung V mit (x + V) n
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NUH?+TV)=¢. Sei V= (V,) ein zu V= V gehdrender topo-
logischer Faden. Man setze: W, = (’UOF)g +V, B=0,1,... Sei
g, die zu dem topologischen Faden W = (W;) gehérende (KF)-Halb-

norm. Dann gilt wegen (x + V) n (U] + V) =¢: g, (¥) < ;_k

fir ve (U'H)), £=0,1,... und ¢, (x) > ;—7 Also ist ¢.e U’ und
somit x ¢ (U°H)}.

(b) beweist man dhnlich wie (a).

Ein einfaches Beispiel zeigt, daB der Bipolarensatz (b) (und somit
auch (a)) in der obigen entsprechenden Form fiir Teilmengen D c L#*

nicht gelten kann. Sei £ = R1 und ¢ (x) = %—[ |Arctan x|. Es ist g € E#,

{q}o — E und q 003 WT&(E)
#

Es sei M bzw. U = (U,) eine absorbierende Menge bzw. ein ab-
sorbierender Faden. Dann ist M° bzw. U°F T, (E)-beschrankt. Denn

ist x € E, so gibt es # € N mit g e M. Also gilt fiir jedes g € M©:

q(g)s 1 und daher 71_19 (x) < 1. Es folgt: %;MO e 3. Aus U ¢ UY

folgt die Aussage iiber absorbierende Fiaden. Andererseits braucht die
Polare DO einer T, (E)-beschrinkten Menge D c E# nicht absorbie-
rend zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei E = R! und D ¢ E#

bestehe aus den folgenden (F)-Halbnormen: p, (x) = 7_11 |Arctan nx].

Wegen p,(r) < 2 ist D T, (E)-beschrankt, aber es gilt D% = {0}.
Um dennoch lineare Topologien auf E vermoge der Kegelpolaren
erzeugen zu konnen, schrinken wir die Klasse der T, (E)-beschrink-
ten Mengen von E# ein:

DEFINITION: (E, E#) sei ein TFD. Eine Menge D ¢ E+ heilit T, (E)-
homogenbeschriankt (4bk.: T, (E)-h-beschrinkt), wenn fir jedes x e E
gilt: lim sup ¢ (sx) = 0.

s—0geD

Das obige Beispiel zeigt, daB eine T, (E)-beschrankte Menge nicht
T, (E)-h-beschrankt zu sein braucht, denn dort gilt: p, (x) =1 fiir

% = —. Umgekehrt ist jede T, (E)-h-beschrinkte Menge T, (E)-be-

R R
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schriankt. Einen Zusammenhang zwischen T (E)-A-beschriankten Men-
gen D c E# und Ultratonnen Y = (U;) in E gibt:

(6) Die Kegelpolare DX einer T, (E)-h-beschrinkten Menge D c E+*
ist eine Ultratonne. Die Fadenpolare UF einer Ultratonne U = (U))
ist T, (E)-h-beschrinkt.

Beweis: D c E# sei 7, (E)-h-beschrankt. Jedes DY ist T-abgeschlos-

sen und kreisférmig. Ist x € E, so gibt es s € R mit sup ¢ (sx) < %].,
peD

also sx € D}. D°¥ ist also eine Ultratonne.
Ist U = (U;) eine Ultratonne in E, so gibt es zu jedem x e Es € R

mit sx € U,. Es folgt g (sx) < 157. fiir jedes g e UF. Also ist U°F T, (E)-

h-beschrankt.
Gleischstetige Teilmengen D c E# lassen sich mit Hilfe der Fa-
denpolaren wie folgt charakterisieren:

(7) Eine Teilmenge D c E¥ ist genaw dann gleichstetig, wenn es
einen topologischen Faden U in E gibt mit D c UCF.

Beweis: D o E# sei gleichstetig. Dann ist fiir jedes j € N D} eine

T-Nullumgebung, U = (DY) also ein topologischer Faden und es
folgt: D c UOF. Gilt umgekehrt D ¢ U, so gibt eszu ¢ > O0einjeN

mit %7. < ¢ und es folgt g (x) < 151 < ¢ fiir jedes ge D und x € U,.

Wegen (7) ist insbesondere jede gleichstetige Teilmenge D c E#
T, (E)-h-beschrankt. Also ist p (x) = sup ¢ (x) eine (F)-Halbnorm auf
qe€D
E. D c E# ist also genau dann gleichstetig, wenn es eine stetige
(F)-Halbnorm p auf E gibt mit ¢ (x) < p (x) fiir jedes x € E und g€ D.
Dem Satz von Alaoglu-Bourbaki entspricht in einem TFD:

(8) U = (U,) sei ein topologischer Faden. Dann ist UF T, (E)-
kompaks. Insbesondere ist jede gleichstetige Teilmenge D c E¥ T (E)-
relativ kRompakt.

Beweis: Da D = UF T, (E)-h-beschrinkt ist, ist p (¥) = sup ¢ (x)

geD

eine stetige (F)-Halbnorm auf E und es gilt:
U¥ = (geE:q(x) < p(x), xeE}.
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Fiir xeE sei K, = {yeR: |y] < p(x)} und K = [[ K,. K ist kom-
z€E

pakt in der Produkttopologie. Die Abbildung A: U — K definiert

durch (49q) (¥) = (¢ (%)).er ist injektiv. Man sieht leicht ein, daB

dann 4 und A-' stetig sind und A4 (U°) in K abgeschlossen ist.

Um eine weitere Charakterisierung der gleichstetigen Teilmengen
von E+# angeben zu konnen, bendtigen wir den Begriff der soliden
Mengen in E#. Eine Teilmenge D ¢ E# heiBe solide, falls
D= {geE*:q(x) < sup ¢;(%), ;€D, x€E, ¢ = 1,..., n, n; e N}

gilt. Die Fadenpolare U eines Fadens U in E ist z.B. eine solide
Teilmenge von E#. Gleichstetige Teilmengen von E# lassen sich dann
auch wie fogt charakterisieren:

(9) D c E#* sei eime solide T, (E)-abgeschlossene Teilmenge. Dann
sind dquivalent.

(a) D st gleichstetig
(0) D ist T, (E)-kompakt und T, (E)-h-beschrinkt
(c) D st vollstindig und T, (E)-h-beschrinkt

Beweis: Zu zeigen ist nur (b) = (a) und (c) = (b)
(b) = (a) Sei p (x) = sup g (¥). p ist eine (F)-Halbnorm auf E, da
g€eD

D T, (E)-h-beschrankt ist. Da D solide ist, ist p schwacher Berithrpunkt
von D, also peD. Wegen ¢g(x) < p(x),x€E, geD, folgt, daB D
gleichstetig ist.
(c) = (b) (¢,)er sei ecin gerichtetes System auf D und p (x) = sup
-4

g, (¥). Da D solide ist, ist (g,),; ein Cauchynetz auf D und somit kon-
vergent.

3. ULTRATONNELIERTE UND QUASIUITRATONNELIERTE RAUME

Ein TV R heiBt ultratonneliert (quasiultratonneliert), wenn jede
Ultratonne (gefrdBige Ultratonne) ein topologischer Faden ist. Die
Theorie dieser Rdume wurde in N. Adasch (1), (3), S. O. Iyahen
(6), W. Robertson (10), L. Waelbroeck (14) entwickelt. Wir wollen
Charakterisierungen dieser Rdume mit Hilfe des Dualkegels E#
angeben,
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M sei eine Klasse von T (E)-h-beschrinkten Teilmengen von E#
mit: Sind M, M, e M, so ist auch M,y M, e M. Dann bezeichnen
wir mit T3¢ die von M erzeugte polare Topologie auf E. Eine Faden-
basis fiir Ty wird gegeben durch {M°%: M e M}. Dabei heiBt ein
System F Fadenbasis fiir eine lineare Topologie Ty, wenn zu UYD,
U e F es ein U e F gibt mit U ¢ U N YR, Ty braucht nicht
separiert zu sein.

DErFINITION: (E, E#) sei ein TFD.

(a) Sei M die Klasse aller T, (E)-A-beschriankten Teilmengen von
E#. Die von M erzeugte polare Topologie auf E heiBt starke
Topologie. Bez.: T, (E#). Analog bezeichnen wir die Topologie der
gleichmi Bigen Konvergenz auf allen beschrinkten Mengen Bc E
als die starke Topologie auf L (E#). Bez.: T, (E).

(b) Eine Teilmenge D c E# heiBt 7, (E)-A-beschrankt, wenn fiir
jede T-beschrinkte Menge B c E gilt: lim sup sup g (sx) =0
s—0 geD =x€B
Jede T, (E)-h-beschriankte Menge ist auch 7 (E)-beschrankt. Die
Umkehrung davon braucht aber nicht zu gelten.

T, (E)-h-beschrankte Mengen und T, (E)-h-beschrinkte Mengen
von E# lassen sich wie folgt charakterisieren:

(1) (a) D c E* 1ust genau dann T, (E)-h-beschrinkt, wenn es eine
Ultratonne U in E gibt mit D c U°F.

(b) D c E* ist genau dann T, (E)-h-beschrinkt, wenn es eine ge-
fripige Ultratonne U in E gibt mit D c UF.

Beweis: Wir zeigen nur Teil (a). Der Beweis von (b) verliuft
analog. Sei D c E# T, (E)-h-beschrankt. Nach 2. (6) ist D% eine Ul-
tratonne und es gilt D ¢ DO¥OF, Ist umgekehrt Uf eine Ultratonne in
E, so folgt aus dem Fadenbipolarensatz U = UK und UOF ist
nach 2. (6) T, (E)-h-beschrankt. Aus D c U°F folgt, daB D T, (E)-h-
beschriankt ist. '

Wir untersuchen nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen
eine T, (E)-h-beschrinkte Menge auch T, (E)-A-beschrinkt ist. Da
jeder topologische Faden auch ein gefridBiger Faden ist, ist somit
jede gleichstetige Menge D ¢ E# auch T, (E)-k-beschrankt.

Eine Menge B c E heifit semikonvex, wenn es eine Zahl & > 2
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gibt, so daB B + B c k B. E heiBt fastkonvex, wenn jede beschrinkte
Menge B in einer abgeschlossen, kreisférmigen beschrankten und
semikonvexen Menge liegt. Z. B. ist jeder p-konvexe Raum fastkon-
vex, p (0, 1]. Nach S. O. Iyahen (6) gilt:

(2) In einem separierten TV R absorbiert eime Ultratonne jede
kreisformige, folgenvollstindige, semikonvexe, beschrinkie Menge.

Damit gilt nun:

(3) Ist E ein quasi-folgenvollstandiger, fastkonvexer linearer Raum,
so ist jede T, (E)-h-beschrinkte Menge D c E¥ auch T, (E)-h-beschrinkt.

Beweis: D c E# sei T, (E)-h-beschrinkt. Nach 1. (a) gibt es eine
Ultratonne U in E mit D ¢ YF. Ist B c E beschriankt, so gibt es
eine abgeschlossene, semikonvexe, beschriankte Menge M mit Bc M.
Nach (2) gibt es eine Nullfolge (s;) mit s; Bc s;M c U,, also sup

7 7
meM

g (s;m) < ;-7 fiir jedes g € UO. Also ist D T, (E)-h-beschrankt.

Ultratonnelierte und quasiultratonnelierte Radume lassen sich mit
Hilfe des Dualkegels wie folgt charakterisieren:

(4) Ein TVR E ist genau dann ultratonneliert, wenn jede T, (E)-h-
beschrinkte Menge D c E+ gleichstetig ist.

Beweis: D c E# sei T, (E)-h-beschrinkt. Dann ist D% eine Ultra-
tonne, also ein topologischer Faden und wegen D c D%°F ist D gleichs-
tetig. Ist umgekehrt U eine Ultratonne, so ist U T (E)-h-be-
schrankt, nach Voraussetzung also gleichstetig. U =UKOF ist also
ein topologischer Faden.

Als Folgerung von (4) erhalten wir:

(5) Ist E ein ultratonnelierter Raum, so sind die folgenden Klassen
von Teilmengen in E¥ die gleichen:

(a) die gleichstetigen

(b) die relativ T, (E)-kompakten und T, (E)-h-beschrinkien

(c) die T, (E)-h-beschrinkten

(d) die T, (E)-h-beschrinkten
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Wir nennen den Dualkegel E# T, (E)-h-quasi-vollstindig, wenn
jede T, (E)-abgeschlossene, T, (E)-hA-beschrinkte Teilmenge D c E#*
vollstandig ist. Aus (4) und 2. (9) folgt sofort:

(6) Ein TVR E ust genau dann ultratonweliert, wenn E¥ T, (E)-h-
vollstindig ist.

(7) Ein. TVR E ist genau dann quasiultratonneliert, wenn jede
Ty (E)-h-beschrinkte Menge D c E# gleichstetig ist.

Beweis: Ist D c E# T, (E)-h-beschrinkt, so ist DX eine gefriBige
Ultratonne, also ein topologischer Faden und wegen D ¢ DOXOF jgt
D gleichstetig. Ist umgekehrt U eine gefrd Bige Ultratonne, so ist UF
Ty (E)-h-beschrankt, also gleichstetig. Wegen U = UK ist U
ein topologischer Faden.

Aus (2), (3) und (7) folgt nun (s. Iyahen (6)):

(8) Jeder separierter folgemvollstindiger, fastkonvexer, quasiuliva-
tonmelierter Rawm ist ultvatonmeliert.

Beweis: Sei U = (U,) eine Ultratonne. Nach (2) absorbiert sie
jede kreisférmige, folgenvollstindige, semikonvexe, beschrinkte Men-
ge. Da E folgenvollstandig und fastkonvex ist, ist UF nach (3) auch
T, (E)-h-beschrinkt und somit gleichstetig, da E quasiultratonneliert
ist. Wegen U = UOFOK ist U ein topologischer Faden.

In (14) findet man ein Beispiel von P. Turpin eines vollstindigen
quasiultratonnelierten Raumes, der nicht ultratonneliert ist.

4. I, INEARE ABBILDUNGEN

(E, E#) und (F, F#) seien TFD und A: E (T{) - F (T3) sei eine
linearen Abbildung. Durch (4# q) (¥) = ¢ (4 (x)), g F#*, xE, wird
eine Abbildung A# : F# — E#% definiert. A% heifit die zu A trans-
ponierte Abbildung. A+ kann zu einer linearen Abbildung A7 : L (F#)
— L (E#) fortgesetzt werden: Ist ¢ = q; — g, € L (F#), so setzen wir:

(A% g) () =(g(4 () =71 (4 (%) —q2(4 () =4* (g1 (x)) —4* (g2 (),
g; € F#*,

Die Stetigkeit einer linearen Abbildung 148t sich wie folgt cha-
rakterisieren;
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(1) Eine lineare Abbildung A:E (T\) — F(T,) 2t genau dann
stetig, wemn A¥ (F+) c E¥* gilt.

Beweis: A ist genau dann stetig, wenn fiir jedes ge F# go A4
stetig auf E ist, d.h. genau dann, wenn A#* o g e E# ist.

Ahnlich wie bei (1) erhilt man:

(2) ALE(Ty) =~ F(T2) sei eime stetige Abbildung. Dann gilt:
AT (L (F¥)) c L (E#)

(3) A:E(T))—~F (T,) sei eine stetige Abbildung. Dann sind A}
und A% schwach stetig. (E¥ bzw. F¥* versehen mit der Spurtopologie
von T, (E) bzw. T, (F)).

Beweis: Wir zeigen, daB A¥ schwach stetig ist; entsprechend
zeigt man die schwache Stetigkeit von A#.

Nach (2) gilt: AT (L (F¥))c L (E¥)- A7 (L (F¥)) sei mit der Spur-
topologie von T, (E) versehen. Seien xy,...,%,€E und X%:_ﬁ {pe

=1

AT (L(FD) : p ()] < 1, = 4 () und Y} =) e L (F?):

lg ()] < 1;. Es folgt: A¥ (Y?) c X2.
Ahnlich wie in der Theorie der lokalkonvexen Riume zeigt man,
daB fiir die Polarenbildungen die folgenden Rechenregeln gelten

(vel. (8), (9)
(4) A:E(Ty) — F(T,) sei eime stetige lineare Abbildung. Dann
gult:
(a) fiir jede Teilmenge M c E : A (M)0 = A#*~1(Mo)
(b) fiir jede Teilmenge N c F#* : (A% (N))0 = A%~ 1(No)
(c) fiir jeden Faden U in E : A%~ 1 (UYF) = (A (U))oF
(Q) fiir jede Teilmenge D in F# : A~—1(D) = (A# (D))o¥
Fiir die Kerne und Bildrdume einer stetigen linearen Abbildung
A E(Ty) -» F (T,) und ihrer Transponierten gelten die Beziehungen:

(5) (a) Ker A% = (A (E))* (b) (A* (F#))* = Ker 4 = (A% (F¥));,
j=o0,1,..,
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Beweis: (a) (A(E))* = {ge F#:q(4(x)) =0 f. jedes xeE} =
={geF*:(A%q) (x) = 0 f. jedes x € E} = Ker A%
(b) (A% (F#)t = reE: (A% q) (1) = 0 f. jedes geF#y—
={xeE:q(A(x) =0 f jedes ge F¥} =Ker 4 =
— (A% (F#)){j = 0,1, ... nach 2. (2).

Aus (5) folgt nun sofort:

(6) (a) A ist genaw dann injektiv, wenn A¥ (F#)*: = E# ist.
(b) A* st genaw dann injektiv, wenn A (E)**+ = F ist.
(c) (Ker A)r = (A% (F#))OKF (nach 2. (2))

Die Aussage 6 (b) konnen wir wie folgt verschirfen:
(7) A#* ist genan dann injektiv, wenn A (E) dicht in F liegt.

Beweis: Es gelte 4 (E) = F. Wegen 4 (E)L c A (E)o folgt, da 4 (E)*
ein Teilkegel von F ist: A (E)it = A (E)*0 5 A (E)oo = A (E) = F,
also F = A (E)t. Aus 6 (b) folgt, daB A# injektiv ist. Angenommen
A (E) liegt nicht dicht in F. Dann ist F [z ein separierter TVR.
© Sei ’q\ # 0 eine stetige (F)-Halbnorm auf F[;@ und K: F — F 75
der kanonische Epimorphismus.

Dann ist q=§oKeF# und ¢ # 0, aber g€ A (E)L = Ker A¥,

Fiir monomorphe Abbildungen gilt:

(8) Eine stetige lineave Abbildung A :E(Ty)— F (T,) ist genau
dann ein Monomorphismus mit dichtem Bildvaum, wenn A% bijektiv
1st.

Beweis: A sei ein Monomorphismus mit dichtem Bildraum. Nach
(7) ist dann A#* injektiv. Sei p € E#. Die Abbildung ¢:A4 (E) — R*
definiert durch ¢ (4 (x)) = p (x) ist eine stetige (F)-Halbnorm auf
A (E), da A offen ist. Da 4 (E) dicht in F liegt, 14Bt sich g eindeutig
auf F fortsetzen und es gilt p = A# q. — Ist A# bijektiv, so liegt
4 (E) nach (7) dicht in F. Da A# surjektiv ist, gibt es zu p € E# ein
ge F¥ mit p = A% ¢q. Man setze:

; und V, =

A(E)nV, also ist A offen. SEIEH %1, %€ E mit 4 (x; —x,) = 0.
Fiir jedes pe F# gilt: p (4 (x; — %)) =0, also (A% p) (x; —x,) =0.

U,={xeE:p(x) <

veF:q(y) < 2‘ Esfolgt: 4 (U;) =
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Da A+ surjektiv ist, folgt g (x; — x,) = 0 fiir jedes ge E#. Aus der
Separiertheit von E folgt x; = x,.
Als Folgerung von (8) erhalten wir, daB E und die vollstindige

——

Hille E (7) von E den gleichen Dualkegel besitzen.

Fiir den Dualkegel von Quotientenrdumen von E gilt:

(9) E(T) set esn TVR, M ein abgeschlossener Untervaum von E
und K:E - E/[, der kanonische Epimorphismus.

(a) Die Abbildung K* :(E[,)¥* — E* ist injekttv und es gilt:
K* ((E|y)¥) = M*. Identifiziert man (E [,,)* mit M*, so ist die Trans-
pomierte K¥* die Einbettung j: M+ — E#.

(b) Die gleichstetigen Teilmengen von (E [,,)% entsprechen den in

M+ gelegenen T-gleichstetigen Teilmengen von E*.

Beweis (a) Es folgt aus (7), daB K# injektiv ist. Nach Definition
der Quotientenraumtopologie ist eine (F)-Halbnorm g auf E/,, genau
dann stetig, wenn g o K = K# (g) stetig auf E ist. Duraus folgt aber

K# (q) e M*. Seien umgekehrt é\e ML, x,ve E mit x —yeM. Es

folgt /q\(x — ) = 0 und somit g (x) = g (y). Also ist E auf den Rest-
klassen von M konstant. Also ist die ([7)-Halbnorm ¢ (x + M) =

= /q\(y) (vex + M) aufE/[, wohldefiniert und stetig und es gilt:
goK =g, also g = K* (q).

(b) Sei H eine T-gleichstetige Teilmenge von (E [4)*. Es gibt einen
topologischen Faden Y = (U;) in E, so daB 3161}1; g (%) < %]. ist fiir
x € K (U;).

Es folgt: :1:15) (K#q) (x) < % fiir alle xeU; + M. Also ist K¥*ge
(U + M)°F = U nM*. Umgekehrt folgt fiir ein H c (E/,)¥* mit
K#(H)c UF n ML = (U + M)°F, daB H c (K (U))°F gilt.

Mit (9) kénnen wir nun zeigen:

(10) Eine stetige, lineare und surjektive Abbildung A :E (T) —
F(T,) ist gemauw dann emm Homomorphismus, wenn A% (F¥) =
= A% (F#)0K0F — (Ker A)L gilt.

Beweis: Esist 4 = 4 s K, wobei K: E - E [,, ; und A : E [, ; -
F bedeuten. Wegen (6) (c) gilt im allgemeinen A% (F#)c (Ker A)*
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—Im K# Wegen A% = K# o A% und da K#* injektiv ist, ist
A# (F¥) = (Ker A)* genau dann, wenn A# surjektiv ist. Wegen
A (E|g.,,) = Fist A# injektiv. Nach (8) ist A#* genau dann bijektiv,
wenn A ein topologischer Isomorphismus ist, wenn A also ein Ho-
momorphismus ist.

Bevor wir die faststetigen und fastoffenen linearen Abbildungen
charakterisieren konnen, bendtigen wir den Begriff des Definitions-
bereichs der transponierten Abbildung A#* (vgl. Kothe (9)):

A: E(T,) = F (J) sei eine lineare Abbildung. Ist A nicht stetig,
so wird zwar der Kegel F# auf einen Teilkegel aller (F)-Halbnormen
auf E durch 4# abgebildet, aber nach (1) F# nicht in E# abgebildet.
Die Menge derjenigen ¢q € F¥ mit A% ge E¥ bildet einen Teilkegel
von F#* der der Definitionsbereich von A# heifB3t. Man kann ihn wie
folgt charakterisieren:

(11) Fiir den Definitionsbereich D (A*) von A% gill: D (A%) =
U (A (U))°F. Dabei durchliuft U eine Fadenbasis von E.

Beweis: g ey (4 (U))% ist dquivalent mit gf, ., < ;—7 fiir einen
geeigneten topologischen Faden U = (U;) in E. Das ist dquivalent

mit (A*g)|y; < %1 und dieses ist dquivalent mit A% g € E+.

Im folgenden bezeichnen wir mit H den Definitionsbereich von
A#. Die Abgeschlossenheit des Graphens einer linearen Abbildung
148t sich wie folgt charakterisieren:

(12) Eine lineare Abbitdung A:E(T))— F(T,) hat genau dann
einen abgeschlossenen Graphen, wemn HOKOF = F# gilf.

Beweis: Es ist HO¥0F — F# genau dann, wenn HOKOFOK — HOF —
({0y) der Nullfaden ist. Aus (11) folgt:

H¥ = (y A (U)°F)X = n A (U)X = n 4 (U). Nach N. Adasch

(1) ist N 4 (U) = ({0}) genau danu, wenn A einen abgeschlossenen
Graphen hat. Wir benétigen noch das folgende Lemma:

(13) A E(T1) - F (T,) ser eine lineare Abbildung mait dichtem
Bildvaum. Dann gilt fiir jeden topologischen Faden U in F:

(A=1(U))°F = A* (H nU*).
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Beweis: Sei ge H N Y% und p = A#*q. Fiir xe U, gilt: p (471 (x))

= (4% ) (471 (x)) = g (8) < 3, also A% (H 0 UT) ¢ (4~1 (U))~.
Umgekehrt sei O.B.d.A. U = (U,) ein offener Faden und p €
(A= (U)°F dh. p(A-1 (%) < -; fiir xe U, n A (E). Durch q(y) = p

(A1 (y)) ist auf 4 (E) eindeutig eine stetige (F)-Halbnorm definiert,
da p auf Ker A verschwindet. Da A4 (E) in F dicht liegt, kann
. . - . 1
g eindeutig auf I' fortgesetzt werden und es gilt: g|y; < 5
Wegen g (A (x)) =q(y) = p (A7 (v) = p (x) fiir x € E, folgt
p = A%g und g€ H N Y also p € A¥ (H n Y°F).

Speziell folgt aus (13):

(14) Ist A eine stetige Abbidumg mit dichtem Bildvaum, so gilt
fiir jeden topologischen Faden U in I : (A~ (U))%F = A% (U°F).

Faststetige Abbildungen mit dichtem Bildraum lassen sich wie
folgt charakterisieren:

(15) Eine lineare Abbildung A :E (T,) — I (T,) mit dichtem Bild-
raum st gemau dawn faststetig, wemn A% (H 0 M,) c M, gilt, M,
bzw. M, die Klassen der gleichstetigen Teilmengen von E¥ bzw. F#.

Beweis: Die Faststetigkeit von A ist dquivalent damit, daB es zu
jedem topologischen Faden U in I’ einen topologischen Faden vV

in E gibt mit ¥ ¢ A~ (U). Das ist wegen (13) dquivalent mit: V°F >
> (A7H(U)OF = A* (H nU).

Als Folgerung zu (15) erhidlt man:

(16) Eine faststetige Abbildung A mit dichtem Bildvawm ist gema
dann stetig, wenn D (A%*) = F¥* ist.

(17) A E(Ty) = I' (T,) sei eine lineare faststetige Abbitdung mit
dichiem Bildvaum. Dann gilt fiir jedem topologischen Faden U in
F:H U = (H nUYOF)OKF g h. der Definitionsbereich H von A%
18t « fastabgeschlossen».

Beweis: Da A faststetig ist, folgt mit (15): 4% (H n Y°F) ¢ 7°F
V geeigneter topologischer Faden in E. Mit (11) folgt:
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H QU c A*~1 (V) = (4 (V))F c H, also

H nUY°F ¢ (H nUYO°F)OKOF ¢ (4 (V))°F ¢ H. Hieraus folgt

H n uOF c uOF n (H n UOF)OKOF c H n-uOF. Wegen H nuOFc "U’OF
gilt auch (H NUOF)OKF ¢ UYOF und somit H N UYF = (H n (TfOF)0K0r,

Fastoffene Abbildungen mit dichtem Bildraum lassen sich wie
folgt charakterisieren:

(18) Eime stetige lineare Abbildung A : E (T,) — I (T,) mat dichtem
Bildraum ist genaw dann fastoffen, wenn M| N L c A% (M,) gilt, M,
bzw. M, die Klassen der gleichstetigen Mengen von E¥* bzw. F¥* und
L = A#* (F#).

Beweis: Sei A fastoffen und M; e M, n L. Es gibt ein M, e M,

mit MY ¢ A (M3¥). Es folgt: A (MP)°" = A% = (M*F) ¢ M ¢
My, also My c A% (M55°") € A* (M,). Gelte umgekehrt M; n L ¢
c A#* (M;) und sei U ein topologischer Faden in E. Es folgt: 4 ()%
=A% (UF) = A+ (U  nL)c A*~' (A% (M,)), M, geeignet aus
M. Da A (E) dichtin F liegt, ist A# injektiv, also A#*~! (A#* (M,))
— M,. Es folgt: A (U) = 4 (U)°°% 5 M3¥, also’ die Fastoffenheit
von 4.

(19) 4: E(T1) = F (T3) set eine stetige fastoffene lineare Abbildung
und U ein topologischer Faden in E. Dann gilt fiir den Teilkegel L =
A#* (F#*) von E+:

(@) L nU%K = A# (A4 (U)F) (b) L nTU ist T,(E)-abgeschiossen
(c) Ist A (E) dicht in F, so gilt sogar:

L QYO = (L n UYOF)OKOF,

Beweis: (a) Seige L N UYF == g = A#* pund g|,,. < ;—7 p e F¥ <=

(A% Py <5 = pe AU = g e d® (A U,

(b) Nach Voraussetzung ist 4 (U) ein topologischer Faden in F#,
also ist 4 (U)°F T, (F)-kompakt. Da AF schwach stetig ist, ist AF
(A (U)°F) T, (E)-kompakt und somit L n UF = A* (4 (U)°F) T, (E)-
abgeschlossen.

() Mit (a) gilt: L nUT = A% (4 (U)°F) c (L NUOF)OROF — (4#
(A (U)°F)0KOF Wegen A* (A (U)OF)%K = A~1(4 (U)°FOK) folgt mit (14)
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A# (A ("U’)OF)OKOF — A—l (A (u)OFOK)OF — A:ﬂ: (A (U)OFOKOF) — A#‘A
(U)F). Es folgt: L nUF = A% (A (U)F) c (L N UOF)OKOF — A+ (4
(u)OF c (L n "u’OF)OKOF — A# (A (“U’)OF)

5. B,-UND B- VOLLSTANDIGE RAUME

In (1) fithrt N. Adasch in der Kategorie der topologischen Vektor-
rdume die Klasse der B,-und B- vollstindigen R#iume ein. Wir be-
nutzen eine Charakterisierung dieser Ridume zu ihrer Definition:

DerinrrioN: Ein TV R E (7,) heiBt B,-vollstindig, wenn jede ein-
eindeutige faststetige abgeschlossene lineare Abbildung 4 von einem
TVR F (T) auf E (Tp) stetig ist.

B,-vollstindige Riume koénnen wir wie folgt charakterisieren:

(1) Ein TVR E (To) ist gemau dann B,-vollstindig, wenn fiir
jeden Teilkegel H ¢ E¥ mut den Eigenschaften:

(i) HOXOF = E+ sowie (17) H N UF = (H N UY°F)OFX  fijy jeden
topologischen Faden U in E (Ty) folgt: H = E*.

Beweis: A: F (J)—E (T, sei eine eineindeutige, faststetige ab-
geschlossene surjektive lineare Abbildung. Nach 4. (12) und 4. (17)
geniigt der Definitionsbereich D (4#) von 4#% den Bedingungen (i)
und (ii). Also folgt D (4#) = E#*. Aus 4. (16) folgt, daB A4 stetig ist.

Sei umgekehrt E (Tp) B,-vollstandig und H ein Teilkegel von E#,
der den Bedingungen (i) und (ii) gentigt. '

Sei M = {H N U°F, UY: topologischer Faden in E (Tp)} und T; = Ty
die polare Topologie auf E. T} ist wegen HOX0F — E# eine separierte
Topologie. Denn sei B = N (H N UY°F)%X. Es folgt: B = (U (H n UF))%¥
= (H N U UF)K = (H n E#)0K — HOK — (HOKOF)OK — (E+)0K — ({0}).
(Ess gilt E# = U U°F, wobei U alle topologischen Faden von E durch-
lauft). Der Dualkegel von E (7) ist H. Nach Konstruktion von T
gilt: Hc E# (T,). Sei ¢ € E¥ (T;). Es gibt einen topologischen Faden

U in E (Jp) mit g (x) < %7 fiir x e (H nUF)) also g e (H n UY°")°°F

= H N U°F und somit g € H. Wegen UK ¢ (H nUYO°F)OK ist T; grober
als TJy. Sei Id: E (Tp) - E (7)) die identische Abbildung. Id ist stetig
und fastoffen, da fiir jeden topologischen Faden UY in E (Tp) gilt:

Id (U) = Ut = (H N U°F)°K. Also ist Id~1 faststetig und abgeschlos-

20 — Collectanea Mathematica
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sen. Da E (Jy) B,-vollstindig ist, ist Id—1 stetig und somit Ty = T;.
Es folgt: H = E*.

DerintrioN: Ein TVR E (T) heiBt B-vollstindig, wenn jede ste-

tige, fastoffene, lineare Abbildung 4 von E (7) auf einen TVR F (T)
offen ist.

(2) Evn TVR E(T) ist genaw dann B-vollstindig, wenn fiir jeden
Teilkegel L von E#* mit L 0 UYF = (L N UYOF)OKOF fiiy jeden topolo-
gischen Faden U in E (T) folgt: L = LOKOT,

Beweis: A: E(T)—> F (7)) sei eine stetige, fastoffene, surjektive,
lineare Abbildung. Nach 4. (19) (c) gilt fiir L = A#* (F#): L nY°F =
= (L n YOF)OKOF  also folgt nach Voraussetzung L = LO%OF Nach 4.
(10) folgt, daB A offen ist. Also ist E (7) B-vollstindig.

Sei umgekehrt E (7) B-vollstindig und L ein Teilkegel von E#
mit L N YF = (L N YOF)KOF Sei F = E [y, 9k = E[, L. F werde
mit der Topologie T versehen, die eine Fadenbasis aus den Mengen-
systemen K ((L N U°F)%X) besitzt, wobei K:E —E/[;L und U die
topologischen Fidden von E (7) durchlduft. 7, ist separiert, da gilt:
N (L n UF)°K = (U (L N Y°F)°K = (LN U UF)K = [9K = (LL), da
L Teilkegel von E# ist. Der stetige Dualkegel von F ist dann L.
Denn ist g eine Tj-stetige (F)-Halbnorm auf F, so gibt es einen

topologischen Faden U in E mit q[(L,WOF)? < %; Es folgt: ge (L N

TUOF)OKOF — [ n YOF, also g € L. Ist umgekehrt g € L, so folgt wegen
L=U(LNU%), geL nU°F fir einen geeigneten topologischen

Faden Y in E (7) und somit q](L,WOF)? < %1 Also ist g eine T,

stetige (F)-Halbnorm auf F-K ist wegen K~1(K ((L n UO°F)K))
> (L N UYOF)OK 5 YOFOK 5 Uf stetig und wegen der Charakterisierung
4. (18) fastoffen, da K#(L)NM;=L n M, gilt, M, die Klasse
der J-gleichstetigen Teilmengen von E#. Also ist K offen und somit
T, die Quotientenraumtopologie auf F. Nach 4. (9) (a) ist der Dual-
kegel von F aber Lil = [0KOF THg folgt L = LOKOF
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