AXIOMATISCHE DIFFERENTIALRECHNUNG

por

MARTIN WEHRLI

In den letzten Jahren sind die verschiedensten Bemiithungen un-
ternommen worden, die Differentialrechnung zu verallgemeinern und
neuen Anwendungen zuzufithren.

Als Beispiele seien etwa (1), (2), (3) genannt. In Richtung auf
eine Systematisierung geht (4), wiahrend (5) die Ansitze von (4) aus-
baut und in eine mehr oder weniger definitive Form bringt.

Weil (5) der Natur der Sache gemiss etwas lang ausgefallen ist, ist
seine Publikation auf Schwierigkeiten gestossen.

Die vorliegende Arbeit soll nun eine Zusammenfassung von (5)
liefern.

Weil das Manuskript lieferbar ist, werden wir hier auf die Wie-
dergabe einzelner Beweise verzichten.

§1. DIE KLASSISCHE DIFFERENTIALRECHNUNG

R sei die Menge der reellen Zahlen.

Fir jedes x € R bedeute D, (R, R) die Menge der Abbildungen von
R in sich, welche in x im iiblichen Sinn differenzierbar sind.

A (R, R) sei die Menge der R-linearen Abbildungen von R in sich.
Identifiziert man R und % (R, R) in der bekannten Art, so lasst sich
die Differentiation in x als eine R-lineare Abbildung D, von D, (R, R)
nach %A(R, R) auffassen. Demzufolge nennen wir die Elemente von
A (R, R) auch Ableitungen oder Ableitungsoperatoren.

x € R sei beliebig. Dann gilt:

1.) D,(R, R) ist bei iiblicher Definition der Operationen ein R-linea-
rer Raum. Dasselbe gilt fiir % (R, R)

2) D,: D,(R,R) - %(R, R) ist eine R-lineare Abbildung.
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3.) Es gilt die Kettenregel, d.k. genauer:

aus fe D, (R, R) mit f(x) =y und D,f=4 und aus ge D, (R, R)
mit D, g = B folgt fiir die Kompositionsabbildung ¢ = fag:

¢EDI(RJR)>D:¢¢=BOA

(o ist hier und auch spiter das Zeichen fiir Komposition).

4.) Es gilt die Inklusion % (R, R) € D, (R, R) Die Beschrinkung von
D, auf %A(R, R) ist die Identitit.

5.) D,(R, R) enthdlt alle konstanten Abbildungen von R nach R;
diese liegen sogar im Kern von D,.

6.) feD,(R, R) ist fiir die natiirliche Topologie N in R im Punkte
x stetig.

7.) Es sei feD,(R,R) und U eine beliebige N-Umgebung von x.
Fir ¢ : R - R gelte:
@|U = flU (der vertikale Strich bedeute stets Beschrinkung,
d.h. hier von ¢ bzw. f auf U).

Damn ist ¢ €D, (R,R) und D, 9o =D, f

Fir 6.) sagen wir lapidar, dass differenzierbare Abbildungen stetig
(in N) sind, fir 7.) dagegen, dass die Differentiation (in N) lokal sei.
Unter Verwendung dieser Ausdrucksweise gilt nach (5), Satz 2.1:

Sind in einer Hauptidellimitierung 7 in R die differenzierbaren
Abbildungen stetig und ist in T die Differentiation lokal, so ist T = N
oder aber T ist die indiskrete Topologie.

Weiter gibt es nach (5) ausser der diskreten Topologie und den
eben genannten keine Hauptideallimitierungen, in denen differen-
zierbare Abbildungen stetig sind.

Es muss also grundsitzlich méglich sein, die Topologie N durch
die Mengen %(R, R) und D,(R, R) zu charakterisieren. Hierauf ge-
hen wir unten ein.

Unter Verwendung der obigen Feststellungen 1.) bis 5.) wollen
wir nun zeigen, in wie fern man Differentiation als Aproximation
durch lineare Abbildungen betrachten kann:

Es sei feD,(R,R),y=f(), A=D,f.
Fiir z e R, beliebig aber fest, sei

o,: R = R durch g, (h) = z + % definiert.
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Fiir alle # € R ist offenbar ¢, D, (R, R) und D, o, = #d, wo id die
identische Abbildung von R in sich bedeutet.
Wie folgt definieren wir »: R - R:
Y = Q_yOfogx ——Dxf,d.h.
r(f) =f(xA4h) —f(x) — (D f)h
Offenbar ist # (0) = 0 und 7€ Dy (R, R) mit Dy7r = 0.

Es sei R(R, R) die folgende Menge von Abbildungen ¢ von R in
sich:

R(R,R)={0eDyg(R,R):0(0) =0 und Dgo = 0}

Elemente aus R(R, R) nennen wir Restglieder. Wir koénnen nun
schreiben:

fl+h)=f) + (D f)h A7 (h),
beliebig wo 7 ein Restglied ist.

Wir setzen nun uingekehrt voraus:
Die Abbildung g: R — R lasse sich in dieser Weise zerlegen, d.A.
es gelte fiir x € R fest, A beliebig:

g (v + ) =g (3) -+ Ah +7 (3) mit
Aeu (R R) und e R (R, R)

Man verifiziert:
ger (R' R)» ng =4

Die Zerlegung ist damit eindeutig.

Etwas ungenau kénnte man sagen:
fx 4+ h) — f(x) ist linear in A

(bis auf den «Ungenauigkeitsterm« 7).

§ 2. ALGEBRAISCHE DIFFERENTIALKALKULE (1)

In (5) wird die eben demonstrierte und natiirlich wohlbekannte
Zerlegbarkeit der differenzierbaren Abbildungen in Ableitung und
Restglied als wesentlich betrachtet, obschon sie nicht immer gegeben

(!) Infolge eines Irrtums wurde statt einem Index G fast durchgehend
der Index @ gedruckt. G und & sind also voéllig dquivalent.
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ist (vgl. etwa das Beispiel der Differentiation von Massen im Sinne
des Satzes von Radon Nikodym in (6)).

Allerdings wird im Anhang von (5) auf Probleme dieses Zusam-
menhanges eingegangen.

Es bezeichne nun auch noch X die Menge der reellen Zahlen. Statt
%A (R, R), R (R, R), ... schreiben wir nun auch % (X, X), R (X, X), ...

Soll nun f: X — X in x e X differenzierbar sein, so muss also
fiir alle 2 e R gelten:

S+ X)=(Ah"+7h) + f(X)

Soll diese Gleichung sinnvoll sein, so ist es nicht wichtig, dass X
algebraische Strukturen besitzt. Etwa das folgende reicht aus:

"R operiert als (additive) Gruppe auf X.
A e (X, X) ist ein Gruppenhomomorphismus von R nach R

r € R(X, X) ist eine Abbildung von R nach R, die (#.4.) das Neu-
tralelement erhilt.

Unter diesen Umstdnden ist die obige Gleichung bereits sinn-
voll, Begriffe wie Differenzierbarkeit etc. lassen sich dann auch
leicht in einer solchen, verallgemeinerten Situation definieren (vgl.
Definition 2 unten).

Zu diesem Zweck wird in (5) der Begriff des allgemeinen alge-
braischen Differentialkalkiils eingefithrt, dessen Definition wir nun
in spezieller Form wiedergeben (vgl. (5), Def. 2.4. und Def. 4.2.):

Defimition 1: Wir sprechen von einem allgemeinen algebraischen Dif-
ferentialkalkiil G (kurz ADK), wenn folgendes gegeben ist:

1. Eine Klasse von Mengen X, Y, Z, ... die wir Objekte von G nennen.

2. 7Zu jedem Objekt X von G eine Gruppe Gy (Transformationsgruppe
von X), welche auf X wirkt (das Neutralelement e als Identitit;
fiir g,y € Gx sei stets fir alle x € X (gy) v = g (y x)).

3. Zu jedem geordneten Objektpaar (X, Y) zwei Mengen %; (X, Y)
und R (X, Y) von Abbildungen von Gy nach Gy. Dabei ist je-
des 4 €e¥%;(X,Y) ein Gruppenhomomorphismus, wihrend jedes
7 € Rg (X, Y) das Neutralelement erhdlt. Wir sprechen von Ablei-
tungen und Restgliedern.

Weiter gelten die unten aufgefithrten Axiome I, 2, 4, 5, 6.
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Gilt auch Axiom 3, so sprechen wir von algebraischem Differen-
tialkalkiil oder ADK mit eindeutiger Differentiation (dieser Name
wird unten sofort einleuchten).

In (5) wird noch ein Operatorenbereich betrachtet; die Gy sind
dort Monoide, welche noch von je einem x € X abhingen konnen.

Vor der Einfithrung der Axiome gehen wir auf einige zusétzliche
Begriffe ein:

G sei ein ADK, X, Y beliebige Objekte von (.

Definition 2: f: X — Y heisst in x € X algebraisch (-differenzierbar,
wennes 4 € %; (X, Y) und 7 € R (X, Y) gibt, so dass fiir alle g € G
gilt:

flgx) = (Agr (g) f (%)
A heisst G-Ableitung von f in x, » das zu A gehérige Restglied.

Unter algebraischer G-Differentiation von f in x verstehen wir die
Zuordnung samtlicher G-Ableitungen von fin x zu f.

D¢ (X, Y) sei die Menge der in x algebraisch G-differenzierbaren
Abbildungen von X nach Y.

Ist fe n D&(X, Y) =D (X, Y)

veX

so nennen wir f iiberall algebraisch G-differenzierbar.

In naheliegender Weise wird durch die algebraische (-Differen-
tiation in x eine Relation von

D¢ (X, Y) nach %, (X, Y) vermittelt.
Diese Relation bezeichnen wir mit DZ,.

Fiir fe D (X, Y) ist also Dg.(f) die Menge der G-Ableitungen
von fin x.

Wo keine Gefahr von Verwechslungen besteht, lassen wir Indices
und Beiworter G weg.

Als Beispiel zu den Definitionen 1 und 2 sei etwa auf die Diffe-
rentialrechnung in normierten Riumen verwiesen. Bevor wir auf die
Axiome eingehen, wollen wir aber noch ein anderes nicht ganz so
naheliegendes Beispiel betrachten:

11 — Collectanea Mathematica
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Der ADK (5 enthalte als einziges Objekt X die Menge der reellen
Zahlen. Gy sei die multiplikative Gruppe, welche aus den Zahlen 4 1
und — 1 besteht und welche durch Multiplikation auf X wirke.
R (X, X) enthalte nur die Abbildung 7:G, - G,, die durch

r(+ 1) =r(—1) =+ 1 erklart ist.

Ug (X, X) bestehe aus den beiden einzigen Homomorphismen
A und B von Gy nach Gx, wo B =7 und A die identische Abbildung
von Gy in sich sei.

Die unten aufgefithrten Axiome des ADK sind hier erfiillt. Soll
nun f: X - X in ¥ € X = R algebraisch G-differenzierbar mit Ablei-
tung A bzw. B sein, so folgt:

f(=%) = —fx) bzw. f(—x) =[(*)

Ueberall mit G-Ableitung 4 (bzw. B) algebraisch differenzierbar sind
nur die ungeraden (bzw. geraden) Funktionen.

Die Giiltigkeit der unten hergeleiteten Kettenregel lduft darauf
hinaus, dass die Komposition von geraden Funktionen gerade, von
ungeraden ungerade etc. ist. Im Falle von f(x) = 0 ist die Ableitung
von f(x) in x nicht eindeutig bestimmt; Bedingung zur algebraischen
g-Differenzierbarkeit ist dann f (— x) = 0. In 0 ist jedes f algebraisch
G-differenzierbar.

Wir nennen nun die Axiome. (G sei ein ADK, X, Y, Z beliebige Ob-
jekte, x € X beliebig.

Axiom 1: Ug (X, Y) enthdlt den trivialen Homomorphismus, der
Gy auf das Neutralelement e von G abbildet.

Axiom 2: Ry (X, Y) enthilt ebenfalls den trivialen Homomorphismus
von Gy nach Gy.

Fiir 71,75 € R (X, Y) ist auch das in {iblicher Weise erklérte
Produkt 7; 75 in Rg (X, Y)

Axiom 3: Sei fe D (X, V). Aus 4 € D (f) und B e D (f) folgt
stets A = B.
Axiom 4: Aus 4 € U (X, Y) und B ey (Y, Z) folgt Bo 4 e Uy (X, Z)

Axiom 5. Aus A ey (X, Y), 7e R (X, Y) und o€ Ry (Y, Z) folgt
0o (A7) e R (X, Z).
(Ar das in iiblicher Weise erkliarte Produkt).
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Axiom 6: Aus B e Uy (Y, Z), 7 e Ry (X, Y) folgt Bore Ry (X, Z)

Der Name «4DK« mit eindeutiger Differentiation ist jetzt wohl
sofort verstdndlich. Die etwas ungeschickt wirkende Numerierung der
Axiome (Axiom 3 in der Mitte) rithrt daher, dass in (5) unsere Defi-
nition in zwei Teile zerlegt worden ist.

Im Uebrigen sind wegen der grosseren Allgemeinheit der Be-
griffsbildungen in (5) die Axiome dort z.7. etwas anders formuliert.

Satz 1: (Kettenregel):

Sei f €Vl (X, ¥), /(2) =3, 4 € Dige (1)

und geDg, (Y, Z), BeDg,(g), dann ist (g0 f) € Dg: (X, Z)
und B A eDg:(g f)

Der Beweis ist eine einfache Verifikation.

Zu jedem ADK (G kann man einen ADK F (G) konstruieren, mit glei-
chen Transformationsgruppen, Ableitungen und Restgliedern, dessen
Objekte aber die Transformationsgruppen von G sind, die auf sich
selber wirken. Der Begriff der algebraischen (-Differenzierbarkeit
iibertrigt sich damit auch auf die Transformationsgruppen. Vgl
hierzu (5), S. 59.

G und @G’ seien zwei ADK mit gleichen Objekten und gleichen
(auch gleich wirkenden) Transformationsgruppen. Ist stets

Ug (X, V) € %y (X, Y) und Ry (X, Y) € Ry (X, V),

so umfasst der (' entsprechende Differenzierbarkeitsbegriff den @
entsprechenden in einem anschaulichen Sinne.
Wir sagen:

(' ist algebraische Erweiterung von (. Wenn die Objekte von (
eine Menge bilden, gilt:

Satz 2: Die Menge aller ADK (' mit gleichen Objekten, gleichen
und gleich wirkenden Transformationsgruppen wie G bildet unter
dem Gegriff der algebraischen Erweiterung einen vollstindigen Ver-
band.

Man vgl. (5), Kapitel 3 und 4.
Auf den Beweis gehen wir hier nicht ein.
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§ 3. GATIUX'SCHE UND FRECHET SCHE DIFFERENTIALKALKULE

Das Objekt X des ADK ( trage eine Limitierung A. Hier und auch
spater bezeichne ¥(A) die zu A gehoérige Hauptideallimitierung.
Liegt eine Menge U in allen Filtern, welche in A nach xe X
konvergieren, so wollen wir U eine A-Umgebung von x nennen.
Wir werden in Zukunft folgende Ausdrucksweisen gebrau-
chen:

Definition 3: In A ist die algebraische G-Differentiation lokal, wenn
fiir alle Objekte Y und alle x € X gilt:
Ist fe Dgv (X, Y) und gilt fiir die Abbildung ¢: X - Y ¢|U = f|U,
wo U eine beliebige A-Umgebung von x ist, so folgt ¢ € D&x (X,7Y)
und D, (¢) = D (f). Trégt nun jedes Objekt X von G eine Limi-
tierung A und folgt aus fe Dg: (X, Y) stets, dass fin x fiir 4 in X
und Y stetig ist, so sagen wir:

Algebraisch (-differenzierbare Abbildungen sind in A stetig.

Gelten diese beiden Aussagen in /A, so natiirlich auch in ¥(4).
A, sei in jedem Objekt X von G die durch die Transitivititsgebiete
von Gy erzeugte Topologie.

In den A, ist die algebraische G-Differentiation lokal und alge-
braisch (-differenzierbare Abbildungen sind stetig.

Diese Aussage gilt auch fir die indiskrete Topologie A,,,. Nach
Lemma 2. 23 in (5) gilt:

Satz 3: Jedes Objekt des ADK ( trage eine Limitierung A;, in wel-
cher die algebraische (-Differentiation lokal ist.
Weiter trage jedes Objekt von ( eine Limitierung A,, sodass alge-
braisch (G-differenzierbare Abbildungen /,-stetig sind.

Dann gilt:
Wenn nicht ¥(4,) in allen Objekten indiskret ist, so ist ¥(A4;) stets
grober oder gleich ¥(A4,).
Ist also A, nicht stets gleich 4,,, so sind A4, und 4;,, die einzigen
Systeme von Hauptideallimitierungen, in welchen algebraisch G-dif-
ferenzierbare Abbildungen stetig sind und die algebraische G-Diffe-
rentiation lokal ist.
Es wire aber verfriiht zu schliessen, dass ein ADK nur dann topolo-
gisch interessant sei, wenn in seinen Objekten stets 4., = 4, gilt.
G sei ein ADK. Das Objekt X von G trage eine Limitierung A.
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Definttion 4. Wir nennen die algebraische G-Differentiation im er-
weiterten Sinne lokal in A, wenn fiir jedes x € X und jedes beliebige
Objekt Y das folgende gilt:

Ist fe D« (X, Y), U eine beliebige A-Umgebung von xin X und ist
o|U = fiU, wo ¢ : X — Y eine A, stetige Abbildung ist, dann gilt:

¢ € Dggs (X, Y) und Dg. (p) = D« (f)

Diese Definition wird uns helfen, davon loszukommen, dass
algebraische (-differenzierbare Abbildungen Transitivitdtsgebiete er-
halten.

In jedem Objekt X von (G gibt es eine feinste Hauptideallimi-
tierung A;, in welcher die algebraische (-Differentiation im erwei-
terten Sinne lokal ist.

Mit den iiblichen Bezeichnungen sagen wir (in Def. 2 sprachen
wir von algebraischer Differenzierbarkeit):

Definition 5: f: X — Y heisst in x € X (-differenzierbar, wenn es
@ € D (X, Y) gibt und eine A,-Umgebung U ¢ X von x € X mit
fIU = olU.

Die Menge der in x (-differenzierbaren Abbildungen von X nach
Y sei mit Dgx (X, Y) bezeichnet.

Jedes A € D (p) nennen wir G-Ableitung von f in x. Dy (f)
sei die Menge der ®-Ableitungen von f in x.

Diese Menge hidngt nicht von ¢ ab.

Dg (X, Y) sei durchz ch Dgx (X, Y) erklart.

Die durch D, vermittelte Relation von Dg. (X, V) nach %g (X, Y)
nennen wir G-Differentiation.

Auch hier lassen wir wo moglich Beiw6rter und Indizierungen
G weg.

Aussagen, wie «die G-Differentiation ist lokal« oder «G-differen-
zierbare Abbildungen sind stetig« verstehen wir in Analogic zu den
Definitionen 3 und 4.

Nach (5) Satz 5.3 gilt:

Satz 4: Jedes Objekt X von G triagt eine Hauptideallimitierung ..
In den Ay sind G-differenzierbare Abbildungen stetig.
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In allen Objekten ist A, nicht feiner als Az

Sind die G-differenzierbaren Abbildungen stetig fiir ein System
von Limitierungen A in den Objekten von @, so ist ¥(A4) entweder
stets indiskret oder aber stets nicht gréber als Az.

Weil Satz 4 auch in F (®) gilt (vgl. die Satz 1 folgenden Ausfiih-
rungen), existieren /4; und Ay entsprechende Limitierungen A, und
A; in den Transformationsgruppen Gy von §; wir beschranken uns
hier darauf, deren Existenz festzustellen.

Wir fragen, wann A, = A, gilt.

Ist diese Gleichung in G und in F (®) richtig, so muss G (und auch
F (g)) im Prinzip ein Géateaux’scher Differentialkalkiil sein, an deren
Behandlung wir jetzt gehen:

Definition 6: Ein ADK (G heisst allgemeiner Gateaux’ scher Differen-
tialkalkiil oder GDK, wenn die beiden folgenden Axiome 7 und 8
gelten (X, Y, Z,... wie stets, Objekte, beliebig):

Axiom 7. M c Gx habe die folgende Eigenschaft:
- Fiir jedes Objekt Y und jedes c € G, gibt es 7 € R (X, Y) mit
rI M =c.
Dann existiert zu jedem Z und jeder Abbildung y:M — G,
ein g € R (X, Z) mit o |M = 9.

Axiom 8: Es seien 7|, 73 € R (X, Y). Die Abbildung ¢ :Gx — Gy
habe folgende Eigenschaft:

Aus ge Gy und o(g) # 7 (g) folgt o (g) =2 (g).

Dann ist g € Rg (X, Y).

In Axiom 8 wird etwas mehr gefordert, als fiir die Gleichheit
Ay = Ap in F(6) und G notig ist.

Die Definition des GDK ist in (5) etwas allgemeiner gefasst als
hier.

Wenn G GDK und gleichzeitig ADK mit eindeutiger Differen-
tiation ist, so nennen wir G Gateaux’schen Differentialkalkiil oder
GDK mit eindeutiger Differentiation.

Der grobste in A; zum Neutralelement von Gy konvergierende
Filter sei mit Uy bezeichnet.

Definition 7. Wir nennen den GDK @ reguldr, wenn es mindestens
ein Objekt X von G und ein x € X gibt, so dass der durch Uy x er-
zeugte Filter nicht bereits durch die Menge Gy x erzeugt wird.

Bei gleichen Bezichnungen gilt:
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Satz 5. G sei ein regulirer GDK. In G ist A, = Ay und A, = A,.
Der durch Uy x erzeugte Filter ist der grébste in A; nach x konver-
gierende Filter.

Man vgl. (5) Satz 5.8.
Es stellt sich die Frage, wann die A, Gruppenlimitierungen (und da-
mit Topologien) und wann die (Gx, 4,) auf den (X, A4;) stetig operie-
rem.

Definition 8: Wir nennen den reguliren GDK (5 einen allgemeinen
Fréchet’schen Differentialkalkiil oder FDK, wenn die A, stets Grup-
pentopologien sind.

In (5), Satz 5. 14 werden die FDK durch Axiome charakterisiert.
Ein FDK mit eindeutiger Differentiation ist in naheliegender Weise
erklart.

In einem FDK wirkt jeweils (Gx, 4,) auf (X, 4;) stetig. 4; ist Topo-
logie.

Es sei moglich, in die Transformationsgruppen des reguliren GDK (
je eine Gruppenlimitierung A, einzufithren, sodass in F(®) in 4,
die Differentiation lokal und die F (&)-differenzierbaren Abbildungen
stetig sind. Entweder ist dann in allen Objekten ¥(A,) = A; oder
aber stets ¥(A4,) = A

Definition 9: Im ersten Fall nennen wir G zusammen mit den A4,
einen verallgemeinerten FDK und schreiben (&, 4,).

In verallgemeinerten FDK’s kann man Limitierungen 4 in die
Objekte einfithren, sodass jeweils (G, 4,) auf (X, A) stetig wirkt,
in A differenzierbare Abbildungen stetig sind und die Differentiation
lokal ist. Dabei gilt:

¥ (A) = 4.

Betrachtet man alle FDK (bzw. verallgemeinerte FDK) mit gleichen
Objekten, gleichen und gleich wirkenden Transformationsgruppen,
fiir welche die Limitierungen A, (bzw. A,) iibereinstimmen, so bilden
diese unter dem Begriff der algebraischen FErweiterung einen voll-
stindigen Verband, sofern die Objekte eine Menge bilden.

Fir GDK ist diese Aussage im Allgemeinen falsch.
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§ 4. HOHERE ABLEITUNGEN

Wir beschrinken uns hier auf die Behandlung zweiter Ableitun-
gen in verallgemeinerten FDK. Eine vollstindige Darstellung des
ganzen Problemkreises findet sich in (5), Kapitel 6.

X, Y seien Objekte des verallgemeinerten FDK (G, A,); ebenso sei
dies %g (X, Y).

Definition 10: f: X — Y sei in jedem Punkt einer A;-Umgebung U
von x € X (G-differenzierbar.

Weiter existiere g1 X — %g (X, Y) mit ¢ € D« (X, U (X, Y)), s0
dass in jedem ze Ug(z) € Dg: (f) gilt.

Wir nennen dann f in x zweimal oder zweifach G-differenzierbar.

Jede G-Ableitung in x von jedem solchen ¢ nennen wir zweite
G-Ableitung von f in x.

Wo moglich lassen wir Indices und Beiwdrter (G weg.

Die ILokalitit der zweifachen G-Differentiation sei in Analogie
zu Definition 3 erkldrt. Dann gilt:

Nach (5), Satz 6.1. ist in 4, die zweifache G-Differentiation genau
dann lokal, wenn A; Topologie ist.

Ist Agy (X,Y) kein Objekt von (5, so entsteht die Aufgabe, es
ohne Verdnderung des Differenzierbarkeitsbegriffes in G aufzunehmen.

Auch im klassischen Zusammenhang stellt sich das Problem in
dieser Weise:

Die gewéhnlich in L (E, F), der Menge der stetigen linearen Ab-
bildungen von E nach F eingefithrte Topologie bzw. Limitierung
ist nur ein Hilfsmittel hierzu. Sobald diese Topologie nicht mehr
in kanonischer Weise existiert, wird die klassiche Theorie der hoheren
Ableitungen unbefriedigend.

Wir analysieren nun die Situation im Spezialfall des FDK G
der klassischen Differentialrechnung in endlich dimensionalen reellen
Vektorrdumen, wo also stets X = Gy gilt und die Wirkungsweise
von Gy durch Addition erklirt ist.

E, F seien also zwei endlich-dimensionale, reelle Raume. % (£, F)
ist hier die Menge der linearen Abbildungen von E nach F. Offenbar
ist auch % (E, F) Objekt. R(E, F) ist in naheliegender Weise erklart.
Die Abbildung f: E — F sei nun der Einfachheit halber tiberall dif-
ferenzierbar.
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Ordnet man jedem x € E die Ableitung von fin x zu, so definiert
dies eine Abbildung f’ von E nach % (E, F).
Die Abbildung f’ sei in x e E differenzierbar. Es existieren also
Be¥(E,4(E, F)) und pe R (E, U (E, F)), so dass fir jedes he E
die folgende Entwicklung gilt:

f' &+ R) =B+ o () +f (1

f'(x + k), Bh, o (h), f’ (x) sind Elemente aus ¥ (E, F); man kann
sie auf jedes k2 € E anwenden und erhilt:

FrleA R k= (BR) ko) k+f (3)k

Fir alle ze€ £ und k e E ist f'(z) & Element von I'. Man wird die
Definition der zweiten Differenzierbarkeit nur dann als verniinftig
betrachten, wenn die (hier natiirlich erfiillte) Bedingung gilt:

Wenn f in x¥ zweimal differenzierbar ist, so ist fiir jedes £ dic
Abbildung f'(z) & von E nach F in x differenzierbar. Damit muss
folgende Entwicklung gelten:

FrE+m = Ay () + r(h) 4 f () b
Man verifiziert, dass 4, und 7, linear von & abhiangen. Es folgt dann:
Bhk + o (h) k= Ay (h) -+ 7, (h)

Sinnvollerweise wird man sogar die hier natiirlich gegebene Giiltig-
keit der beiden folgenden Gleichungen erwarten:

Bhk = A, (h)
o)k =r(h)

Damit folgt:
Bhk ist bei fixiertem £ Element von % (E, F) (bei fixiertem % ist das
ohnehin richtig), wihrend p (%) 2 bei festem & zu R (E, F) gehort.

Diese Betrachtungen verlieren in einem ADK, etc. jeden Sinn,
wenn nicht Gy xy) € % (X, Y) ist.

Umgekehrt erméglicht eine solche Inklusion erst, dass zweifache
Differenzierbarkeit {iberhaupt etwas mit der Regularitit einer Ab-
bildung zu tun hat.

(G, 4,) sei ein (verallgemeinerter) FDK, X, Y, ... Objekte wie stets.



170 Martin Wehrli

By (X, Y) sei die Menge aller 4 e %g (X, Y) fiir welche 4 (Gx)
im Zentrum von Gy liegt.
Bg (X, Y) kann nicht leer sein.

Voraussetzung: 1). Unter den in {iblicher Weise erklarten Operationen
ist Bg (X, Y) cine Gruppe.

2) Fir A €3y (X, Y), Bedy (X, Y) gilt fir das Produkt 4 B:
ABeuy(X,Y)

Diese Voraussetzungen seien bis zum Ende dieses Paragraphen
erfiillt.

U,V,W seien Mengen, F(V, W) eine Menge von Abbildungen
von V nach W, f: U - F(V, W) eine Abbildung.
Tir uelU,vel setzen wir

Flw,0) = (f (@) (@) e W

Hierdurch wird eine Abbildung von U X V nach W erklirt, welche
wir die zu f assoziierte Abbildung nennen.
S, und S, seien Bedingungen, welche fiir Abbildungen von Gy nach
Bg (X, Y) sinnvoll sind, wo X und Y Objekte eines verallgemein-
erten FDK (G, 4,) sind und die iibrigen Bezeichnungen wie stets
aufzufassen sind. S ist das Paar (S, S;). Fiir Beispiele von S; und
S, vgl. unten.

Definition 11: In (G, A,) sind von X nach Y zweite Ableitungen
S-kanonisch fiir S == (S, S,) erklart, wenn gilt:

1) %g (X, Y) ist Objekt von G. Seine Transformationsgruppe ist
3@ (X, Y), das in natiirlicher Weise wirkt.

2.) Die Abbildung 4 :Gx — Bg (X, Y) gehort zu Ag (X, %y (X, Y)),
wenn es die Bedingung S| erfiillt und wenn die assoziierte Ab-

bildung 4 :Gy X Gy -Gy in jedem Argument Element von
Ay (X, Y) ist.

3.) Die Abbildung 7: Gy - 3 (X, Y) ist genau dann Element von
R (X, A (X, Y)), wenn es die Bedingung S, erfiillt und wenn die

assoziierte Abbildung 7 von Gy X Gy -» Gy im ersten Argument
Element von Ry (X, Y) ist.
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Die S-Bedingung S = (S, S,) ist vor allem zur Sicherung von Ste-
tigkeiten wichtig.
Wir nennen Beispiele von S-Bedingungen:

1) S; = S, heisse Stetigkeit im Neutralelement, wenn 8 (X, V) mit

der sogenannten Limitierung der stetigen Konvergenz bzgl. der
A, in Gy und Gy ausgeriistet ist.

2.) S, fiir eine Abbildung A: Gx — Bg (X, Y) heisse: Fiir alle Objekte
U von G und alle C, E € %y (U, X) und alle 7, p € R (U, X) ist

(A(Cg.78)) (Ego(g) als Funktion in geGy, Element von
Rg (U, Y).

Im Fall U = X bleibe diese Aussage richtig, wenn man (Cg . 7(g))
bzw. Eg . o(g) bzw. beide durch g ersetzt.

S, stimme mit S; {iberein.

Die Bedingung heisst so etwas wie «quadratische Abbildungemns
haben Ableitung 0 im Neutralelement:

3.) S; bedeute gleichzeitiges Gelten von den Bedingungen
Sy in 1) und in 2)).
S, stimme mit S; iberein.

Es sind noch andere Beispiele denkbar. Man iiberlege sich ins-
besondere, zu was fiir einer S-Bedingung in der klassischen Differen-
tialrechnung hohere Ableitungen S-kanonisch erklirt sind.

Definition 11 ermdglicht nun, die Mengen %g (X, Y) in einem

anschaulichen Sinne an (G zu adjungieren d.h. zweite (und dann
anschliessend hoéhere) Ableitungen einzufiihren.

Sind in einem verallgemeinerten FDK (G, A,) zwischen keinen
zwei Objekten zweite Ableitungen erkldrt, so kann man 2z B. fir
die obige S-Bedingung 1.) bzw. 3.) zweite Ableitungen zwischen
beliebigen Objekten S-kanonisch einfithren.

Dies gilt entsprechend fiir die hier nicht betrachteten hohern Ablei-
tungen.

Unter einer kleinen Zusatzvoraussetzung ist im Falle der obigen
S-Bedingung 3.) die Komposition 2-fach differenzierbarer Abbildun-
gen wieder 2-fach differenzierbar (vgl. (5), Satz 6.2). Diese Aussage
ist natiirlich auch fiir die hier nicht betrachteten hohern Ableitungen
richtig.
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§ 5. SCHLUSSBEMERKUNGEN

In (5) werden noch partielle Ableitungen, Differentialgleichungen
und Mannigfaltigkeiten betrachtet, auf deren Behandlung wir hier
nicht eingehen konnen.

Die Entwicklung der wichtigsten Begriffe und die Losung der
rein technischen Fragen kann im Wesentlichen als abgeschlossen
betrachtet werden. Im Grossen und Ganzen liegt unserm Vorgehen
eine weitgehende Zwangsldufigkeit zu Grunde. Wenn Differential-
rechnung iiberhaupt verallgemeinert werden soll, dann muss es
sicher in dem Sinn geschehen, wie wir es getan haben.

Unserer Ansicht nach ecrgibt bereits diese Zwangsldufigkeit eine
geniigende Motivation fiir unser Unternehmen.

Natiirlich kann man sich auch auf den verstindlichen, aber nicht
unbedingt fruchtbaren Standpunkt stellen, eine solche Entwicklung
verdiene erst Interesse, wenn sie ihre Brauchbarkeit gezeigt habe,
etwa dadurch, dass mit ihrer Hilfe ein noch offenes Problem gelost
wird. Dies koénnen wir im Augenblick nicht bieten, obschon wir
handfeste Griinde zur Annahme haben, dass sich unsere Theorie als
niitzlich erweisen wird. Aber leider ist fiir uns ein weiteres Forschen
auf diesem Gebiet nur in sehr beschrinktem Umfang moglich.

Wir schliessen nun mit einem kleinen Beispiel ab (vgl. (5), Kap.
8, Abschnitt B, Beispiel 3):

G sei eine Gruppe. Wir betrachten die Menge aller GDK (j, wel-
che G als einziges Objekt haben; dabei sei G noch selbst die zuge-
horige Transformationsgruppe und wirke durch Multiplikation von
Links.

Diese Menge bildet unter dem Begriff der algebraischen Erwei-
terung einen vollstindigen Verband X(G). Dasselbe gilt fiir die Teil-
menge W(G) von X(G), die alle GDK ( enthilt, fiir welche %g (G, G)
nur aus einem einzigen Element besteht.

W (G) kann man nun in natiirlicher Weise als kontravarianten
Funktor von der Kategorie der Gruppen in diejenige der Verbdnde
betrachten.

Fir isomorphe Gruppen G und G’ folgt u.a. damit
W(G) = W(G') (was auch an sich klar ist).

L(G) sei der zu G gehorige Verband der Untergruppen. In bekann-
ter Weise kann auch L als kontravarianter Funktor betrachtet
werden. Von L nach W existiert dann eine natiirliche Transforma-
tion, welche L in W einbettet.
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G ist natiirlich genau dann endlich, wenn W(G) dies ist, was wir

jetzt voraussetzen wollen:

Dann folgt aus W(G) = W(G'):

1.) G und G’ haben gleiche Ordnung

2.) Vou L(G) nach L(G') existiert ein Verbandsisomorphismus, der

Untergruppen von G in solche von G' mit gleicher Ordnung
iiberfithrt.

3.) Sind G und G’ abel’sch, so folgt ¢ = G’ Wir nehmen an, dass

(1)

(2)

3.) allgemein gilt.
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