FUNCIONES VECTORIALES CASI CONVERGENTES
por

F. BomBal, GorboN vy G. VERrRA Bori

INTRODUCCION

Lorentz [8] introdujo el concepto de casi convergencia para su-
cesiones acotadas de ntdmeros reales o complejos en términos de
limites de Banach, y caracterizé las sucesiones casi convergentes
como aquellas cuyas trasladadas son uniformemente (C, 1)-suma-
bles, es decir,

. 1
im = (%1 - o+ %yp) = 4,
p—>00

uniformemente en #. Esta nocién se extendié también al caso de
funciones reales acotadas sobre un semigrupo que posee una media
invariante a la izquierda (semigrupos «amenablesy en la terminolo-
gia inglesa), obteniéndose caracterizaciones semejantes a la de Lo-
rentz (véase p. ej. Day [3] y Granirer [5]). Posteriormente, algunos
autores han estudiado el caso de sucesiones acotadas de vectores en
espacios localmente convexos, definiendo también una nocién de
casi convergencia y caracterizando las sucesiones casi convergentes
(véase Deeds [4], Kurtz [7] y Vera [14]).

En este trabajo se extiende el concepto de casi convergencia
para funciones vectoriales sobre un semigrupo que admite una me-
dia invariante a la izquierda. Se estudia el espacio de las funciones
casi convergentes y se obtienen teoremas de caracterizacién andlogos
a los conocidos en el caso de funciones reales. Como consecuencia,
se demuestra la existencia de una tnica media invariante sobre las
funciones vectoriales débilmente casi periddicas, completando algu-
no de los resultados obtenidos en [1].

Finalmente, se obtiene una versién bastante general de algunos
teoremas de tipo Kojima-Schur y Toeplitz-Silverman, sustituyendo
el semigrupo de los ndmeros naturales por un semigrupo «amena-
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ble» S. Se consideran matrices infinitas de aplicaciones lineales con-
tinuas entre dos espacios localmente convexos con indices en dos
semigrupos distintos y se dan condiciones necesarias y suficientes
para que dichas matrices transformen funciones convergentes o casi
convergentes definidas sobre un semigrupo, en funciones convergen-
tes o casi convergentes definidas sobre el otro. Para ello se da previa-
mente una nocién general de convergencia en un semigrupo, que
incluye las nociones mdés usuales empleadas en la literatura.

NOTACIONES

Sea S un semigrupo y E un espacio localmente convexo separado.
Denotaremos por B (S, E) el espacio de todas las funciones acota-
das de S en E; cuando E = R, escribiremos B (S) en lugar de
B (S, R). Si E estd dotado de la topologia localmente convexa T,
definida por la familia de seminormas (p;), designaremos por T*
la topologia sobre B (S, E) definida por la familia de seminormas
(p7), donde

pr(f) = Sup :(f(s)) : s €S}

Para cada fe B(S, E) y s €S, designaremos por ,f (resp. f;) la apli-
cacién de B (S, E) definida por ¢ — (,f) (¢) = f(st) (resp. ¢ = (f) (t) =
= f(ts)). Si X es un subespacio de B (S, E), una media sobre X es

una aplicacién lineal u4 de X en E tal que u(f) € co [f(S)], donde
co [f(S)] designa la envoltura convexa de f(S) (véase [1]). Si ade-
mds X es invariante a la izquierda (es decir, ;fe X siempre que
feX yseS)y u(f) =pu(f) para cualquier fe X y se S, se dice
que u es invariante a la izquierda. Si T es cualquier topologia so-
bre E compatible con la dualidad (E, E’), entonces p es continua
respecto de T* y 7.

Designaremos por Ms el conjunto de medias invariantes a la
izquierda sobre B (S), vy por X c B(S)’ el conjunto de medias
finitas, es decir, combinaciones convexas de medias puntuales
o 1 f 6s(f) = f(s).

En todo este trabajo, supondremos que S es un semigrupo tal
que Ms # ¢. Se sabe [5] que entonces existe una red (4;) de medias
finitas tal que

(a) 11111 HLq Ai - )-,H =0
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para cada s €S, siendo L, 2 la media definida por f — 4(,f). Supon-
dremos en lo que sigue que (4;) es una red fija de medias finitas que
cumple (a). Si AeX estd definida por

o) = X mels) peBO)

designaremos por 7 la media vectorial definida por

n
-~

Af) = X of(s), feB(S, E).

i=1

1. DEFINICION. f:S — E es cast convergente a xe€E si
feB(S, E) y se cumple

1.1. wulf, 2') ={x, %), para todo ' € E' y ue M en donde
{f, ") denota la funcién s - {f(s), x).

Lscribiremos f(s) <> x y designaremos por X, (E) el conjunto
de todas las funciones casi convergentes. Es inmediato comprobar que
X (E) es un subespacio vectorial invariante a la izquierda de B(S, E)

Las funciones reales casi convergentes estdn caracterizadas por
el siguiente teorema :

2. TrorREMA. Una funcion real ¢ sobre S es casi convergenie a o.
si y solo si

lim (4 (p) — @) = 0
1
uniformemente en s.
DEMOSTRACION. Véase Granirer [5], teorema 7.
Es inmediato generalizar el teorema anterior para medias vec-

toriales:

3. TrROREMA. Umna funcion f: S — E es casi convergente a x € E
st y sélo si

tim % (f) =,

uniformemente en s, para la topologia débil o (E, E’).



144 F. Bombal Gordéon y G. Vera Boti

DEMOSTRACION. Si f es casi convergente a x, entonces para todo
¥ € E' la funcién (f, ¥') es casi convergente a (¥, ¥'). En virtud
del teorema 2, se tiene que

Alfo xy = i (f), )

converge a (¥, ') uniformemente en s.

Reciprocamente, si lim 4;(f,) = ¥ uniformemente en s para
o (E, E’), resulta que para cada x’ € E’ las funciones

s > (L (f), &) = L (fo &)

convergen a la funcién constante {x, x> en B (S). Por tanto, si
u e Mg, resulta

&) = (¢ &) = lim [ (4 %)) =
lim u(f, 2y = ulf, %),

y por tanto f(s) <> x.

Sea K (E) (resp. K) el subespacio de B (S, E) (resp. B (S)) engen-
drado por las funciones f — ;f, donde fe B (S, E) (resp. fe B(S)) ¥
s € S. Se sabe que K es el conjunto de las funciones casi convergentes

a 0 (véase [3]), y por tanto que X, (R) = K @ R. El siguiente teorema
extiende este resultado al caso de funciones vectoriales:

4. TEOREMA. Sea K (E) la adherencia de K (E) para la topologia

o* de B (S, E), asociada a la topologia débil de E. Entonces K (E)
es el subespacio de X (E) formado por las funciomes casi convergen-

tes a 0. Por tanto X, (E) = K (E) ©E.

DEMOSTRACION. Sea f casi convergente a 0 y U un o¢*-entorno
de 0 en B (S, E), que podemos suponer de la forma

U={g:|{g@ts), %/ > <e VseS, k=1,2,..,n,

donde x,' € E’ son linealmente independientes. Cada funcién real
{f, %4> es casi convergente a 0, y por tanto existen funciones ¢, € K
tales que

l@e (s) — {f(s), x'Y| < e VseS.
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Sean x; € E (1 < j < n) tales que (x;, ;') = J,;,. Entonces la funcién

g(s) = k};l AOEN

pertenece a K (E) y se cumple que

[<g(s) —f(s), %)l < e
para todo seSy k=12, ..,n5

5. TEOREMA. Existe una dnica media invariante a la izquierda
sobre X (E).

DEMOSTRACION. Sea fe X (E) y f(s) <> x. Si definimos
7 (f) = %, es inmediato que 7 es lineal e invariante a la izquierda.
Ademads, para todo x' € E' y ue M, se cumple

(f), 8" = ulf, ")y < Sup {{f(s), ') : s €S},

lo que prueba que 7 (f) € co[f(S)]. Asi pues 7 es una media sobre
Xc (E).

Sea p otra media invariante a la izquierda sobre X (E). En vir-
tud del teorema 3, las funciones s — 4, (f,) convergen a x en B (S, E),
para la topologia o* asociada a la topologia débil de E. Como o es
continua para esa topologia, resulta

T(f) =% = o (¥) = o lim % (f)] = lim o, (% ()] = ¢ (/).
Por tanto, v = o.

6. TrorEMA. Si E es completo, X, (E) es cerrado en B (S, E)
para la topologia asociada a la de E.

DEMOSTRACION. Sea

la extensién por continuidad de la tnica media invariante a la iz-

quierda, 7, sobre X (E). Si fe X (E), existe una red (f)) c X, (E)

10 — Collectanea Mathematica
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que converge a f en la topologia inducida por la de B (S, E). Por
definicién de t*, se tiene entonces

v (f) = lim 7 (f).
Para cada x’ € E’, las funciones (f;, ') convergen a (f, ') en B (S),
luego para toda u e Ms se tiene

ulf %) = wllim (i )] = tim u(fi 2y =
—tim (x(f), #) = (* (f), %).

Esto prucba que f es casi convergente a t*(f) y, por tanto, que

X (E) = X¢ (E).

Aplicacion a las funciones débilmente casi periddicas.

Si G es un grupo, designaremos por W (G, E) al subespacio de
B (G, E) formado por las funciones débilmente casi periédicas, es
decir, tales que el conjunto {f:s e G} sea relativamente compacto
en la topologia débil de B (G, E). Se sabe [6] que cualquiera que
sea G, existe siempre una unica media invariante a la izquierda v,
sobre W (G) = W (G, R). En [1] hemos demostrado que si E es casi
completo para la topologia de Mackey, », induce sobre W (G, E)
una media invariante a la izquierda, », por la fé6rmula

vo ([, %) = v (f), ),

para todo ' € E' y fe W (G, E). Si ademas se supone que M; # ¢,
la férmula anterior prueba que f es casi convergente a v (f), ya que »,
es la restriccién a W (G) de cualquier u € M. Por tanto, en este caso,
W (G, E)c X (E). El teorema 3 permite entonces obtener el siguiente

7. TrorREMA. Si E es cast completo para la topologia de Mackey
v Me 7 ¢. existe una unica media invariante a la izquierda sobre
W (G, E).

DEMOSTRACION. De la observacién precedente y del teorema 3,
se deduce que si fe W (G, E), las funciones

S — 1\; (fs)
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convergen a »(f) en B (G, E), para la topologia o*. Es claro que
estas funciones pertonecen a W (G, E), ya que son combinaciones
convexas de trasladadas a la izquierda de f. Por tanto, si ¢ es otra
media invariante a la izquierda sobre W (G, E), razonando como en
el teorema 3 resulta

()= ol (1] = a.llim A (f)] =lim &[4 (f)]=e(f).

Convergencia en un semigrupo.

Las nociones usuales de convergencia en B (S) tienen la propiedad
de que el conjunto de funciones convergentes es un subespacio vec-
torial de X (R) y el limite de una funcién convergente, coincide
con su casi limite. A continuacién se define una nocién general de
convergencia en B (S, E) que cumple estos requisitos y que, como se
ve en los ejemplos, incluye la mayoria de las nociones usuales de
convergencia para el caso £ = R.

Sea S un semigrupo tal que M5 # ¢ y F una base de filtro conte-
nida en el filtro de todas las partes H ¢ S cuya funcién caracteris-
tica yr es casi convergente a 1.

8. DErFINICION. Diremos que fe B (S, E) es F-convergente a
xekE si
lim f= x.
F

Designaremos por F X (E) el subespacio vectorial de B (S, E) for-
mado por las funciones F-convergentes.

9. EJEMPLOS.

a) Si S es un semigrupo que 1o posee ideales a la izquierda fini-
tos, entonces la funcién caracteristica de cada conjunto finito es casi
convergente a cero. Si S U {=} es la compactificacién de Alexan-
drov de S, dotado de la topologia discreta, y F el filtro de los com-
plementarios de las partes finitas de S, las funciones de F X (R) son
precisamente aquellas para las que existe

lim f(s)

§—=>00

(Véase P. F. Mah [9]).
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b) Sea S un semigrupo topoldgico localmente compacto en el que
la funcién caracteristica de todo compacto es casi convergente a
cero (1). Sea F la base de filtro de los complementarios de los com-
pactos. Entonces F X (E) estd formado por las funciones fe B (S, E)
para las que existe

lim f(s)

S—>00

siendo S U {} la compactificacién de Alexandrov de S.

c) Sise verifica que #S N¢S # ¢ para todo u, t €S, y se define
s 2 Sp siy sblosiexiste ueS tal que s=syu,

es facil comprobar que (S, >) es un conjunto dirigido y que la fun-
cién caracteristica de cada seccién es casi convergente a 1. Si F es
la base de filtro de las secciones de (S, =), resulta que el concepto
de F-limite coincide con el concepto usual de limite de una red con
indices en el conjunto dirigido S.

d) Cuando F es el filtro de todas las partes de S cuya funcién
caracteristica es casi convergente a 1, resulta la nocién de S-conver-
gencia, utilizada por Ching Chou y P. Durdn en [2] para el caso
E = R.

10. ProprOSICION. F X (E) es un subespacio vectorial de X (E)
y si F-limite de f es x, entonces f es casi convergente a x.

DrEMOSTRACION. Es inmediato que F X (E) es un subespacio vec-
torial de B (S, E). Bastara probar la segunda parte de la proposicién
para E = R, puesto que si &’ € E’ se tiene

lim (f, ") = {dim f, ¥
F F

para todo feF X (E). Sea entonces p € FX (R) y ¢ = lim ¢. Dado
F
e> 0, sea FeFtal que |p(s) —c¢| < & para todo se F. Sea

M = Sup {|¢(s) —c|:s€eS}.

(1) Esta hipétesis se verifica siempre que G es un grupo localmente com-
pacto. Véase [1].
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Entonces como

lg(s) —cl < exer(s) + M yer (s)
resulta

I,u((P) _CI <eg

para toda u e Ms, ya que u(ycr) = 0. Como e es arbitrario, resulta,
que u(p) =c.

11. ProposicioN. Si¢ E es completo, FX (E) es cerrado en
B (S, E) para la topologia T* asociada a la topologia T de E.

DEMOSTRACION. Sea (f;) una red en FX (E) que converge a f,
y %. = F-limite de f;. Entonces (x;) es una red de Cauchy en E. En
efecto: Si U es un entorno de 0 en E, sea ¥ un entorno equilibrado
de 0 tal que V' 4+ V + V c U. Como (f;) converge a f, existe un j
tal que si 4, j > jj se tiene f;(s) — f;(s) € V, para todo seS. En-
tonces si F;, F; € F son tales que

fi(s) —x eV, VseF;; fi(s)—xeV, Vsel,
para un se€ F; n F; se cumple
% — %= % —fi () + (fi() =f; )+ (fi(s) —x) eV +V +VeUl.
Sea x = lim x;. Si V es un entorno de 0 en E, existe j; tal que
para ¢ = 7 s;, cumple
% —x€e€V; fi(s) —f(s)eV para todo seS.

Entonces si IF; € F es tal que f;(s) — x;€V para todo se F;, se
tiene

fG) —2=(f(s) = fi(s) + (fi(s) —x) + (i —x) eV +V +V,
para todo s € F;. Esto prueba que F-limite de f es «.

12. OsservacioN. El subconjunto de B (S, E) formado por las
funciones constantes y por las que tienen su soporte contenido en

el complementario de algin conjunto de F, es un conjunto total en
FX (E). En efecto, sea fe FX (E), VunentornodeOen Ey FeF
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tal que f(s) —x eV si s € F. Entonces la funcién g = ycr (f — %) + %
verifica f(s) —g(s) e V para todo se€S, y g — x tiene su soporte
contenido en el complementario de F.

Matrices regulares de aplicaciones lineales.

Un tema importante de la teoria de sumabilidad, es el estudio
de las matrices infinitas escalares que transforman sucesiones numé-
ricas en otras, conservando la convergencia o la casi convergencia.
Si en un semigrupo se da una nocién de convergencia, se pueden es-
tudiar problemas andlogos. Asi, en [9] Mah trata con detalle estas
cuestiones para la nocién de convergencia indicada en el ejemplo
9 (a). Dos teoremas bdésicos sobre este tema son el de Kojima-Schur,
para la conservacién de la convergencia, y el de Toeplitz-Silverman,
para la conservacién de la convergencia y limite. Algunos autores
han extendido estos resultados a sucesiones en espacios de Banach
[10], [12] y espacios de Fréchet [11].

A continuacién, trataremos de problemas andlogos para los con-
ceptos de convergencia y casi convergencia introducidos en este
trabajo.

Sean E y F dos espacios localmente convexos separados, S y T
dos conjuntos y{A (s, t) : (s, f) € Sx T} una familia de aplicaciones
lineales continuas de E en F. Para cada fe B (S, E), denotaremos por
A f la funcién de T en F definida por

Af@e) =X A (s 0f(s),

sES

cuando esta suma converja en F, entendida como limite de la red
Ru(f) = X A (s, ¥) f(s), donde d recorre el conjunto dirigido D de
sed

las partes finitas de S.

13. TrorREMA. Sea X c B (S, E) un subespacio vectorial tonelado,
casi completo que contiene las funciones con soporte finito. Una condi-
cién necesaria y suficiente para que A f exista v pertenezca a B (T, F)
para todo fe X, es que se cumplan :

1. Para cada fe X, el conjunto de funciones

{Y A, 8)f(s):deD}

scd

sea acotado en B (T, F).
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2. Para cada [ de un conjunto denso de X, A [ existe y pertencce
a B(T, F).

Ew estas condiciones, la aplicacion A : X — B (T, F) es continua
y lineal.

DrmosTrACION. Con las notaciones anteriores, es claro que para
todo teT y de D, la aplicacién lineal R,; : X — F es continua.

a) Necesidad: La condicién 2 es evidente.
Por hipétesis, existe lim Ry, (f) para cada fe X y teT. Es fécil
d

ver que para cada €T, la red (Ry);cp estd puntualmente acotada,
pues si g; es una seminorma continua en F y dyeD es tal que
{g:[Ra(f)] : 4 D dg} es acotado, para todo 4 € D se tiene

Ry (f) = Ry (f) — Ry (f)’

donde d'ody vy d'cdy v {Ru(f):d" cdg es finito.
En virtud del teorema de Banach-Steinhaus, la aplicacién

(*) f = R(f) =1lim Ry(f)

es lineal y continua para todo e 7. Como por hipétesis la funcién
AfeB(T, F), y Af(t) = R,(f), resulta que [R,:¢e€T} estd pun-
tualmente acotado, y por tanto también estd acotado para la topo-
logia en £ (X, F) de la convergencia uniforme sobre los acotados de X,
puesto que X es casi completo [13]. Sea fe X. Como el conjunto
{fs: d Dy, donde f;(s) = x4s(s) f(s), es acotado en X, resulta que

{Rp(f) :deD, teTy

es acotado en I, y por tanto se cumple 1.

b) Suficiencia: Sea fe X. De (1) se deduce que para cada te T
el conjunto {R,(f) : 4 €D} es acotado en F. Como existe el
lim R, (f) para todo f de un conjunto denso de X, en virtud del

d

teorema de Banach-Steinhaus resulta que el limite anterior existe
para todo fe X y que la aplicacién R,: X — F definida en (*) es
lineal y continua.
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Para todo fe X, el conjunto {R,(f):¢e7T} estd acotado. En
efecto, si ¢; es una seminorma continua en F, de la hipétesis (1) se
deduce que existe K > 0 tal que

;(Ru(f)) <K, VteT, VdeD.
y por tanto

q: (R, (f)) < K, para todo teT,

luego A fe B(T, F).

Ademés, A : X - B (T, F) es continuo. En efecto, el conjunto
{R;:teT} es equicontinuo, por estar puntualmente acotado. Por
tanto, si V es un entorno de 0 en F, existe un entorno de 0, U, en
X tal que si ge U, R,(g) e V para todo e T. Entonces,.si (f;) es
una red convergente a 0 en X, existe un ¢y tal que fie U si ¢ > 4,
y en consecuencia R;(f;) = Af;(f) eV para todo te T, es decir,
Afi—0en B(T, F).

14. OBSERVACION. Notese que en la parte a) de la demostra-
cién del teorema anterior, se ha probado una condicién mds fuerte
que (1). En efecto, la acotacién del conjunto {R, : ¢ € T} para la topo-
logia de la convergencia acotada en L (X, F), demuestra que si H
es un conjunto acotado en X, la familia

{YA(s,0)f(s) :deD, feH}

sed

es acotada en B (T, F).

Supongamos en lo que sigue que S v 7T son semigrupos que ad-
miten medias invariantes a la izquierda, y sean F y G dos bases de
filtro en S y T, respectivamente, formadas por conjuntos cuya fun-
cién caracteristica es casi convergente a 1. La familia {4 (s, #) : (s, ¢) €
€ Sx T} de aplicaciones lineales continuas de E en F, diremos que
es (F, G)-regular (resp. F-casi regular)) si para todo fe FX (E), 4f
estd definida y pertenece a G X (F) (resp. X, (F)). Supondremos
ademds que S no posee ideales finitos por la izquierda, con lo cual
resulta que las funciones con soporte finito son F-convergentes a 0.

Obsérvese que si la funcién caracteristica de todo punto de S es
F-convergente, pueden suceder dos cosas: O bien existe a €S tal
que g, es F-convergente a 1, en cuyo caso se tiene sa = a para todo
se€S y la tinica media invariante sobre S es la evaluacién en a, o
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bien la funcién caracteristica de cualquier punto de S es F-conver-
gente a 0, y entonces S no puede poseer ideales finitos por la izquierda
(Véase Mah [9], Teorema 3.1)

15. TreOREMA. Sean E v F completos v F X (E) tonelado. Una
condicion mecesaria y suficiente para que la familia {A (s, t)} sea
(F, G)-regular es que se cumpla :

1. Para cada feF X (E), el conjunto de funciones

{Y A, 8f(s):deD}

sed
sea acotado en B (T, I).
2. Para cada x € E, }ls,fl (s, &) x existe vy define una funcion
de G X (I). -

3. AfeGX (F) para todo feFN (E), conjunto formado por las
Sfunciones cuvo soporte estd contenido en ¢l complemento de algim con-
junto de F.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 11, FX (E) es cerrado en
B (S, E), y por tanto completo. Por lo indicado anteriormente,
F X (E) contiene a las funciones con soporte finito. Segtin se indicé en
la observacidn 12, el conjunto formado por las funciones constantes
v las de F N (E), es denso en FX (E). En virtud del teorema 13, las
condiciones indicadas son necesarias y suficientes para que A4 f exista
y pertenezca a B (T, F), para todo fde FX (E). Si se verifican I,
2y 3, como G X (F) es cerrado por la proposicién 11, 4 es continua
y transtorma un subconjunto denso de FX (E) en G X (F), resulta
que para todo fe FX (E), AfeGX (F). La necesidad de las con-
diciones, es inmediata en virtud de lo dicho anteriormente.

16. TrorEMA. Sean E v I' completos v F X (E) tonelado. Una
condicion necesaria y suficiente para que la familia {4 (s, t)} sea F-casi
vegular, es que se cumpla :

1. Para cada feF X (E), el conjunto de funciones

(YA, t)f(s) :deD}

se€d

es acotado en B (T, I).
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2. Para cada x € E, Y, A (s, {)x existe y define una funcion
SES
de X (F). ‘
3. AfeX (F) para todo feFN (E).

DEMOSTRACION. Es andloga a la del teorema 15, utilizando el
teorema 6 en lugar de la proposicién 11.

En las condiciones de los teoremas anteriores, vamos a estudiar
ahora cudndo la aplicacién que hace corresponder al F-limite de una
aplicacién de F X (E), el casi limite o G-limite de su transformada.
Para ello, utilizaremos el siguiente teorema

17. TEoREMA. Sean E v F espacios localmente convexos, L tone-
tado, v X un subespacio vectorial cervado de B (S, F), sobre el que existe
una media u.

St {T,:s€S8) ¢s una familia dec aplicaciones lineales continuas
de E en F, puntutalmemte acotada vy tal que para todo x de un subcon-
junto denso Egc E, la funcion s — T, (x) pertenece a X, entonces se
cumple :

1. Para todo y € E, la funcion s — T (Y) pertenece a X.

2. La aplicacién lineal x — T (x) = u (T (%)), es continua.

DEMOSTRACION. Sea y € E v U un entorno de 0 en F. De las
hipé6tesis resulta que {7, :s eS} es equicontinua, luego existe V,
entorno de 0 en E, tal que T (x) € U, para todo s€S y xeV. Sea
xeEyn (v + V). Entonces T,(y) — T, (x) € U para todo seS, lo
que prueba que la funcién s — T, (Y) pertenece a X = X.

Por la equicontinuidad de {7, :seS}, la funcién de I en X,
definida por x —f,, con f,(s) = T, (x), es lineal y continua. Como
T (x) = p(f,), ¥ p es continua, resulta 2.

18. TEOREMA. En las hipdtesis del teorema 15 (vesp. 16), si ade-
mds se cumple :

i) Para todo fe FN (E), lim Af=0 (resp. 1(4df) = 0, donde =
G

es la vnica media invariante a la izquierda sobre X, (I)).
Entonces existe una aplicacion lineal continua T : E — F tal que

T (lim f) =1lim A f (resp. T (lim f) = v (4f)),
F G F

para todo fe FX (E).



Funciones vectoriales casi convergentes 155

DemosTrACION. Con las notaciones del teorema 13, sea

T(f) = uRi(f) =t (4f)

Por el teorema 17, T es una aplicacién lineal continua de F X (E)
en F. Silim f = x, entonces lim (f — x) = 0. Por tanto, existe una
¥ ,’F

red (g,) en FN (E) que converge a f — x. En consecuencia T(g,») con-

verge a T(f— xX) = f(f) — f(x). Como por hipétesis T (g;) = O,
resulta

T =T(f)=1(4)).

Teniendo en cuenta la proposicién 10, el teorema resulta tomando

como T la restricciéon de T a E.

19. OBSERVACIONILS.

a) Si E y F son espacios de Iirechet, entonces también lo es
FX (E), y por tanto es tonelado. Si S=T = N y F es el filtro de los
complementarios de las partes finitas de N, F X (E) es el subespacio
de las sucesiones convergentes, y F N (E) estd formado por las suce-
siones con un ndmero finito de términos no nulos. Teniendo en
cuenta la observacién 14, los teoremas | y 2 de Ramanujan [11]
se deducen de los teoremas 15 y 18.

b) Si E=F =R, S es un semigrupo sin ideales finitos a la
izquierda, y F es el filtro de los complementarios de las partes finitas
de S, el teorema 4.2 de Mah [9] resulta del teorema; 16.



L6

(7

18]

(9]

(1o:

(11}

[12]

[13]

14

i

BIBLIOGRAFIA

BomBAL, F. y VERA, G. — Medias invariantes en espacios localmente
convexos y semi-veflexividad. Coll. Math., XXIV (1973), 3-31.

CuING CHOU y PETER DURAN, J. — Multipliers for the space of almost-

convergent functions on a semigroup. Proc. Am. Math. Soc. 39 (1973)
125-128.

Dav, M. M. — Semigroups and Ainenability. Proceedings of a Symposium
on Semigroups held at Wayne State University, Iiditado por K. W.
Folley. Academic Press, New York, 1969.

DEEDS, J. B. — Summability of vector sequnces. Studia Math. 30 (1968),
361-372.

GRANIRER, Ii. E.— Functional analytic properties of extvemely amenable
semigroups. Trans. Amer. Math. Soc. 137 (1969), 53-75.

GREENILEAF, F. P. — Invariant means on topological groups. Van Nostrand
Reinhold Co. New York, 1969.

Kurrz, J. C.— Alinost convergent sequences. Tohoku Math. J. 22 (1970),
493-498.

LorENTZ, G. G. — A contribution to the theory of divergent sequences. Acta
Math. 80 (1948), 167-190.

MaH, P. F. — Summability in amenable semigroups. Trans. Amer. Soc.
156 (1971), 391-403.

MELVIN-MELVIN, H. — Generalised k-transformation in Banach spaces.
Proc. London Math. Soc. 53 (1951), 83-108.
RAMANUJAN, M. S. — Generalised Kojima-Toeplitz wmatrices in certain

linear topological spaces. Math. Ann. 159 (1965), 365-373.

ROBINSON, A. — On functional transformations and summability. Proc.
London Math. Soc. 50 (1950), 132-160.

SCHAEFER, H. H. — Topological vector spaces. Macmillan Co. New York,
1966.

VERA, G. — Limites generalizados en A-mddulos. Tesis. En prensa.

Universidad Complutense de Madrid
Departamento de Teoria de Funciones.



