ALGUNOS RESULTADOS SOBRE COMPLETITUD
EN ESPACIOS I,OCALMENTE CONVEXOS (¥)

por

M. Varpivia

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre
el cuerpo K de los ndmeros reales o de los ntimeros complejos. En
lo que sigue la palabra espacio» significard «espacio localmente con-
vexo separado». Dado un espacio E representaremos por E’ su dual
topolégico y por ¢ (E, E'), f(E, E') y u(E, E’) las topologias débil,
fuerte y de MACKEY sobre E, respectivamente. Si consideramos E
sumergido en su bidual E” y A es un conjunto de E, entonces A° es
la clausura de 4 en E' para la topologia ¢ (E”, E’). Si B es un con-
junto de E, acotado absolutamente convexo y cerrado, representa-
remos por Ep la envoltura lineal de B con la norma asociada a B.
Sea B una clase de conjuntos de E, acotados, absolutamente con-
vexos y cerrados; decimos que B es saturada si se cumplen las si-
guientes condiciones: 1) Si BeB y A es un subconjunto de B, ab-
solutamente convexo cerrado, entonces A pertenece a B. 2) Si BeB
entonces A B eB para cada AeK. 3) Si By y B, pertenecen a B,
existe un BeB tal que Biu B, c B.

En ([3], p- 249) se demuestra que si 4 es la envoltura absoluta-
mente convexa cerrada de una sucesién debilmente convergente al
origen en un espacio sucesionalmente completo E, entonces 4 es
débilmente compacto. En nuestro Lema 1 damos una propiedad mds
general que el resultado anterior.

LEMA L. Sea {x,}r-1 una sucesién débilmente convergente en el es-

pacio E. Sea A la envoltura absolutamente convexa cervada de {X,}n—1-
Es condicién necesaria y suficiente para que A sea débilmente compacto
que E, sea un espacio de Banach.

(*) Subvencionado en parte por el (Patronato para el Fomento de la
Investigacién en la Universidad».
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Demostracién: Si 4 es débilmente compacto entonces A es com-
pleto y, por lo tanto E, es un espacio de BANACH. Supongamos,
ahora, que E  es un espacio de BANACH. Sea x, el limite débil de
la sucesién {x,}n—1. Sea

B={ Y o, (%, — %) w, €K, mn=1, 2, ..

Veamos, primero que B es débilmente compacto. Si |
en E,. entonces

*|| es la norma
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de donde se deduce que Y, a,(x, — %) estd bien definido.
n=1

Sea Il el espacio de las sucesiones {o,};—; de K tales que ¥, |a,| < o

n=1

con la norma Y |a,|. Sea ¢ la aplicacién de /! en E tal que
1

n=
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Si U es la bola unidad cerrada de /! es inmediato que ¢ (U) = B.
Si ¢y es el espacio de las sucesiones {B,)s—1 de K tales que
{B,)°-1 converge a cero, con la norma sup {|f,|:#=1,2,..} en-
tonces Il es el dual fuerte de ¢;. Veamos que ¢ es continua de

I[o (I, co)] en E[o(E, E')]. En efecto, sea {{op}m-1:7€l, >} una
red en Il [o (1, ¢g)] que converge al origen. Si v es un elemento de E’
se tiene

7.8

. o
(v, %(:) (2, — %)) = Y a
n=1 n=1

i
B (v, %, — xp).

Puesto que {x, — %gln—1 converge débilmente al origen se tiene que
{{(v, %, — Xo)}m—1 Pertenece a ¢y y, por lo tanto,

lim{z o (v, %, — x> 1i el >}=0.

n=1
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Puesto que U es ¢ (ll, cp)-compacto resulta que B es débilmente
compacto.

Sea ﬂl:{z ay (X — %) T, 2 0,m=1,2, ... Za,,=1}. En-
1

ne
tonces M es un conjunto cerrado en B vy, por lo tanto, M es débil-
mente compacto. De aqui

A/I_{XOL" Xn %20,%:1,2,...,2%:1}
) n=1

es débilmente compacto. Obviamente 4 es la envoltura absoluta-

mente convexa cerrada de xy | M, y, puesto que xy 4 M es conve-
xo, resulta, ([3], p. 242-243), que A es débilmente compacto. c. q. d.

TEOREMA 1. Dado un espacio E sea B una familia saturada de
conjuntos absolutamente convexos, acotados y cerrados ew E’ [0 (E', E)],
de manera que E' = U{B:Be€B} vy, para cada B e B, E'p es un
espacio de Banach. Sea F la topologia sobre E de la convergencia uni-
Sforme sobre los conjuntos de B. Sea S la topologia sobrve E de la conver-
gencia uniforme sobrve los conjuntos o (E', E)-compactos de E' que per-
tenecen a B. Supongamos que existe en E una clase numerable de con-
juntos absolutamente comvexos y débilmente compactos, cuya union es
densa en E [F]. Si E[F] es completo, entonces E [S] es completo.

Demostracién: Supongamos que E [§] no es completo. Sea x un
punto de la compleccion de E [S] que no esté en E. Puesto que E [F]
es completo aplicamos el teorema de Grothendieck, ([3], p. 270), y
obtenemos un B en B tal que x~! (0) n B no es cerrado en E’ [u (E’, E)].
Sea {4,}m=1 una sucesién expansiva de conjuntos débilmente com-
pactos y absolutamente convexos, de E, cuya unién es un subespa-
cio G denso en E[F] y sea u un punto de B que pertenezca a la
u (E, E)-clausura de x~1(0) n B, tal que u ¢ x~1(0). Si A, es el con-
junto polar de A, en E’, tenemos que (# + Am) n B nx~1(0) # 4.
Tomamos #, en (# + 12) NnBnx1(0). La sucesién {u,{,-, con-
verge a u para la topologia o (E’, G). Si F es el dual topoldgico de
E [F] entonces E’ es un subespacio denso de F [o (F, E)]. Si Bes la
clausura de B en F[o(F, E)] se tiene que B es o (F, E)-compacto
y, por lo tanto, las topologias o (F, E) y ¢ (F, G) coinciden en B, de
aqui la sucesién {u,},-, converge a u para la topologia ¢ (E’, E).
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En E'[¢(E’, E)] sea M la envoltura absolutamente convexa cerrada
de {u,{n—1. Puesto que E’p es un espacio de BANACH, aplicamos el
Lema 1 y obtenemos que M es o (E’, E)-compacto. Por otra parte,
x71(0) n M no es cerrado en M para la topologia o (E’, E) vy, por
lo tanto, x no pertenece a la compleccién de E [S], y llegamos a una
contradiccién. c. q.d.

CororariO 1.1. Dado un espacio E sea B la familia de todos los
conjuntos B (E’', E)-acotados absolutamente comvexos o (E’, E)-cerrados.
Supongamos que para cada B e B, E'y es un espacio de Bamach. St
E[B(E, E')] es separable y completo entonces E [ (E, E')] es completo.

Demostracién: Puesto que en E'[§(E’, E)] existe un sistema fun-
damental de entornos del origen, que son cerrados en E’[o (E’, E)],
entonces, si A es un conjunto acotado en E’'[B(E’, E)] y 4 es su
clausura en E’ [0 (E’, E)] se tiene que A es  (E’, E)-acotado, de aqui
que B (E, E') es la topologia sobre E de la convergencia uniforme
sobre cada elemento de B. Basta, ahora, aplicar el Teorema | para
tener la conclusién. c.q.d.

Nota. En [1] se demuestra que si E es un espacio tal que
E'[B(E', E)] es completo y E[B(E, E')] es completo y separable,
entonces E [u (E, E')] es casi-completo. Dicho resultado se puede
obtener de nuestro Corolario 1.1.

TEOREMA 2. Sea E um espacio completo que posee una familia
numerable se subconjumtos absolutamente convexos vy débilmente com-
pactos con union densa en E. Sea G un subespacio de E” que contiene
a E. Sea F la topologia sobrve G de la convergencia umiforme sobre los
conjuntos absolutamente convexos o (E’, G)-compactos de E’' que son
equicontinuos en E. St E es de codimension finita en G, entonces G ['F,
es completo.

Demostracién: En E’ sea B la familia de todos los conjuntos ab-
solutamente convexos, o (E’, E)-cerrados, que son equicontinuos en E.
Para cada BeB, Ez es un espacio de BANACH y, puesto que G
estd contenido en E’, los elementos de B son o (E’, G)-acotados.
Aplicando el Teorema 1, la demostracién quedard concluida si mos-
tramos que G es completo para la topologia § de la convergencia
uniforme sobre cada elemento de B y que G tiene una familia nume-
rable de conjuntos absolutamente convexos, o (G, E’)-compactos,
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cuya unién es densa en G [§]. Puesto que E es un subespacio comple-
to, de codimensién finita, de G, se verifica que G[S] es completo.
Sea M la envoltura absolutamente convexa de una cobase de E en
G. Para cada par de ntimeros naturales m y % sea P, = #M -+ A,
siendo {4,}m-1 una sucesién de conjuntos absolutamente convexos
y débilmente compactos de E, cuya unién es densa en E. Ahora es
inmediato que {P,, :m,# =1, 2,...} es una familia de conjuntos
absolutamente convexos, o (G, E’)-compactos, de G, cuya unién es
densa en G[§]. c. q.d.

TEOREMA 3. Sea E un espacio que tiene una familia numerable de
conjuntos absolutamente convexos y débilmente compactos, cuya unidn es
densa en E. Sea G un subespacio de E'" que contiene E. Si E [u (E, E')
es completo, entonces G (u (G, E')] es el limite inductivo de una familia
de espacios de Mackey completos.

Demostracién: Sea F la familia de los subespacios vectoriales
de G tales que F € F si, y sélo si, la codimension de E en F es finita.
Sea

G={F[u(F, E)]: FeF}

Los espacios de (G son completos, de acuerdo con el Teorema 2, y
es inmediato que G[u (G, E')] es el limite inductivo de la fami-
lia G. c.q.d.

Para la demostracién del Lema 2 necesitamos el siguiente resul-
tado que hemos dado en [4]: a) Sea F un subespacio de codimension
uno del espacio E. Sea B una familia de conjuntos de E que satisface
las siguientes condiciones: 1) Si B € B entonces B es acotado, cervado
v absolutamente convexo. 2) Si B, B, € B existe un BeB tal que
ByuBy,c B. 3) St BeB entonces A BeB, para cada A€ K, 2 # 0.
Si en E existe un conjunto M € B tal gue M n F no es cerrado, enton-
ces dado cualquier P € B existe un Q €B tal que P estd en la clau-
sura de Q n F.

LEMA 2. Dado un espacio E sea G un subespacio de' E” que con-
tiene E, tal que E es de codimension finita en G. Si A es un conjunto
acotado de G o (G, E')] existe un conjunto acotado B en E, tal que la
clausura de B en Glo (G, E')] contiene A.

Demostracién: Sea M = {x{, %,, ..., x,} una cobase de E en G.
Puesto que M estd contenido en E” existe en E un conjunto P,
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acotado y absolutamente convexo, cuya o (E"’, E’)-clausura P contie-
ne M. Ponemos Go= E y G, la envoltura lineal de E U {xy, %3, ..., %},
p=12,.,n—1 Puesto que G, es de codimensién uno en G,
v PnG, no es o(G,.q, E')-cerrado en G,.4, p=0, 1, ..., n — 1,
aplicamos el resultado a) y obtenemos un conjunto 4A; en G,_j,
o (E"”, E')-acotado cuya o (E", E’)-clausura contiene A. También
obtenemos un conjunto A4, en G,_,, o(E", E')-acotado, cuya
o (E"”, E')-clausura contiene A;. Siguiendo asi obtenemos en E un
conjunto acotado B cuya o (E", E')-clausura contiene 4,_;. Obvia-
mente la o (G, E’)-clausura de B en G contiene 4. c.q.d.

LeMA 3. Sea E un espacio que tiene una familia numerable de
conjumtos absolutamente comvexos y débilmente compactos, cuva union
es densa en E. Sea G un subespacio de E' que contiene E, de manera
que la codimension de E en G es finita. Sea F la topologia sobre G de
la convergencia uniforme sobre los conjuntos de E’ [o (E’, G)] absoluta-
mente convexos y compactos, que son equicontinuos en E. Si u es una
forma lineal sobre E' y E es la compleccion de E, entonces 1 pertenece
a la compleccion de G [F] si, v sélo si, u pertenece a E +G.

Demostracion: Sea B la familia de los conjuntos absolutamente
convexos y compactos de E’[o (E’, G)], que son equicontinuos en E.
Ponemos G; = E + G. Si B € B entonces es equicontinuo en E y,
por lo tanto, B es ¢ (E’, Gi)-compacto. Sea U la topologia sobre G,
de la convergencia uniforme sobre los elementos de B. De acuerdo
con el Teorema 3 resulta que G;[U] es completo. Aplicamos el teo-
rema de GROTHENDIECK, ([3], p. 270), y obtenemos que # pertenece
a la compleccién de G [F] si, y sblo si #~1(0) n B es o (E’, G)-cerrado
para cada B € B. De aqui es obvio que G;[U] es la compleccién
de G[F]. ec.q.d.

TEOREMA 4. Sea E un espacio que tiene una familia numerable
de conjuntos absolutamente convexos y débilmente compactos, cuya union
es densa en E. Sea G un subespacio de E' que contiene E de manera
que la codimension de E y G es finita. Sea F la topologia sobve G de la
convergencia uniforme sobre los conjuntos de E' [0 (E’, G)] absolutamente
convexos y compactos, que son equicontinuos en E. St E es casi-completo
entonces G [F] es casi-completo.

Demostracién: Supongamos que G [F] no es casi-completo. Sea x
un punto de la complecién G de G [T] tal que x no estd en G. Supon-
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gamos que hay un conjunto acotado 4 en G [F] tal que x estd en la
clausura en G de A. De acuerdo con el Lema 2 podemos encontrar
un conjunto acotado B en E de manera que su o (G, E')-clausura
contenga A y, por lo tanto, x pertenece a la o (E”, E’)-clausura de
By asi x pertenece a E”. Si E es la compleccién de E, x pertenece
aE + G, de acuerdo con el Lema 3. Si {xq, %5, ..., X,} es una cobase
de E en G tenemos que

n
X =z -+ El%xt» 2€E, a,eK, p=1,2,..,m,
p=

y por lo tanto z € E”, y puesto que x ¢ G tenemos que z¢ E. Asi z
no pertenece a la O‘(E, E')-clausura de un conjunto acotado de E,
puesto que E es casi-completo. Por lo tanto, z no pertenece a E”
y llegamos a una contradiccién. c. q. d.

CoroLARIO 1.4. Sea E un espacio sepavable. Sea G un subespacio
de E" que contiene E, de manera que la codimension de E en G es finita.
St E[u(E, E')] es completo entonces G [u (G, E')] es completo.

Nora 2. En [2] F. C. JaMEs da un ejemplo de un espacio de
BANACH E, de codimensién uno en E’’. Dado un niimero entero #,
no negativo, un espacio E es casi-semi-reflexivo de orden # si E es de
codimensién # en E’'. Un espacio E es casi-reflexivo si es casi-semi-
reflexivo y tonelado. Dado un entero positivo # es facil construir un
espacio de FreECHET E casi-reflexivo de orden #, que no sea un es-
pacio de BANACH, para lo cual es suficiente tomar £ = IT {E; : j =
=1,2,..,%n, n + 1{ de manera que E;, E,, ..., E, son espacios dc
BanacH iguales al ejemplo dado por JAMES, [2], y E, .1 es un espacio
de FrecHET reflexivo que no es espacio de BANACH. En el Teorema
5 daremos un método para construir espacios casi-semi-reflexivos de
cualquier orden.

TEOREMA 5. Sea E un espacio tonelado completo. Sea n un entero
positivo. St E no es casi-reflexivo existe en E' una topologia F mds fina
que u (E', E) tal que E' [T] es un espacio casi-semi-reflexivo de orden n.

Demostracién: Tomamos en E’’ los vectores xq, %, ..., %, tales
que la codimensién de E en la envoltura lineal G de E U{x;, %2, ..., %,}
es #. Ponenos T = u (E’, G) y veamos que E'[F] es un espacio casi-
semi-reflexivo de orden #. Consideramos los elementos de E’ como
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formas lineales continuas sobre G [o (G, E’)]. Si p es un namero
entero positivo tal que p < #, sea u, la forma lineal sobre G tal que
wy (%p) = 1, u, (xg) =0,9g=1,2,..,p—1,p+1,..,n u,(x) =0,
% € E. Puesto que E es un subespacio cerrado de G[8(G, E')] te-
nemos que #u, pertenece al espacio I dual topolégico de G [ (G, E')].
Si uwe F existe un elemento v € E’ que coincide con u sobre E. Si

por lo tanto, u,

S

"
{w — v, x,) = a,. entonces u = v + 1:)—‘1 a, i, y

Uy, ..., U, €s una cobase de E' en F. c.q.d.

TEOREMA 6. Si E es ume spacio casi-semi-veflexivo, entonces
E'[B(E’, E)] es tonelado.

Demostraciéon: Si 4 es un conjunto acotado de E" [g (E", E'):
entonces aplicamos el Lema 2 y vemos que existe un conjunto aco-
tado B en E tal que la ¢ (E”, E’)-clausura de B en E’ contiene A
v, por lo tanto, A es equicontinuo en E’'[B(E’, E)]. c.q.d.
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