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INTRODUCCION

El teorema de STONE sobre la representacién de un dlgebra de
Boole de conjuntos como dlgebra de los conjuntos abiertos-compac-
tos de un espacio localmente compacto separado y totalmente dis-
conexo, es esencial para la demostracién del teorema de KAKUTANI,
que establece la existencia de un isomorfismo isométrico entre los
espacios L? (2, u), siendo u una medida abstracta sobre el conjunto

Q,y L* (3, %), en donde 0 es un cierto espacio localmente compacto

y 7 es una medida de Radon sobre £. Este teorema sirve de unién
entre la teoria de la medida «abstracta» y la de medidas de Radon
sobre un espacio localmente compacto. En las obras de DINCULEANU
[1] y DUNFORD-SCHWARTZ [2] se pueden ver sendas demostraciones
del citado teorema de STONE que, aunque distintas, consisten en
dltimo término en sumergir el dlgebra de BooLE E, en cuestién en
un conjunto de partes de E, (ultrafiltros en [1]; ideales maximales
de E\ en [2]), al que se dota de una topologia adecuada.

En el presente trabajo, se da en primer lugar un método general
de representacion de un inf-semirreticulo como familia de partes de
un conjunto. Posteriormente, se introduce la nocién de g-inf-semirre-
ticulo y se utilizan las técnicas anteriores para obtener condiciones
necesarias y suficientes para la representaciéon de un g-inf-semirreticulo
en las partes compactas de un espacio topolégico. Como consecuen-
cia se obtienen, entre otros resultados, el citado teorema de STONTE,
el teorema de compactacién de WALLMAN, y un teorema general de
inmersién de un reticulo de partes de un conjunto X en un cierto
reticulo de compactos de un espacio localmente compacto separado E,

que contiene a X, y tal que X = E (Proposicién 26 de § 2). Se estudia
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el caso de reticulos completos y se dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que las representaciones conserven supremos e infimos
de familias arbitrarias. Finalmente, se discute el problema de la uni-
cidad de la representacidn.

§ 1. REPRESENTACION DE INF-SEMIRRETICULOS EN LA
COLECCION DE PARTES DE UN CONJUNTO

1. DEFINICION. Sea E, un inf-semirreticulo con primer ele-
mento 0 y no reducido a éste. Entonces una base de ideal (propio)
en Ej es un subconjunto a de E, que satisface:

1.1. a es no vacio.

1.2. 0¢a.

1.3. Para todo par x, y de elementos de a, existe un z € ¢ tal
que 2 < ¥ A Y.

Una base de ideal a en E, se dice un udeal (propio) cuando
cumple :

14, Six <y y xe€a, se tiene y € a.

Denotaremos por @ la coleccién de las bases de ideal en E,.

2. PROPOSICION. Para toda base de ideal existe un ideal minimo
que le contiene.

DEMOSTRACION. En efecto, si & es una base de ideal es facil
comprobar que

a={xecky:Adyebrx =y

es un ideal que contiene a b. Ademds, si a’ es un ideal que contiene
a b, resulta que 2 c a’ en virtud de 1.4.

3. PROPOSICION. La coleccion D tieme las siguientes propiedades :
3.1. SixeE, el conjunto {x} pertenece a D si y sélo si x # 0.
3.2. @ es no vacia.

"
33. Staedy x, x,, ..., %, Son elementos de a, entonces .Alxi # 0.
=

DEMOSTRACION. FEs inmediata.
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4. DrrINICION. Denotaremos por E la coleccién de los sub-
conjuntos # de E, tales que:
4.1. 0 ¢u.
42, Six, yewu, se tienex Ay € u.

4.3. Si x ¢ u, existe un y € u que satisface x A y = 0.

5. ProPOSICION. Los elementos 1 de E son justamente los idea-
les maximales de E\.

DEMOSTRACION. En primer lugar, todo # € E es un conjunto
maximal de @ y, por tanto, un ideal maximal en virtud de la pro-
posicién 2. En efecto, sean w € E y ac E, tales que # ca # u.
Entonces hay un xe€a —u y por 4.3 existe un y e n tal que
x Ay =0. Por tanto, como #, yea y x Ay=0, a ¢ P por no
verificar 3.3. Reciprocamente, si # es un conjunto maximal de @,
u pertenece a E. Desde luego, entonces # verifica 4.1. Ademds, como
de la proposicién 2 resulta que # es un ideal, si x, y € # se deduce
que ¥ A y € u por existir un z € # que satisface z < x A y. Final-
mente, si x e Eg y ¥ Ay # 0 para todo yeu y

a={yeEy: 3dzew y=zx A2
se tiene ae®, adu y xea y, por tanto, a =u y x € u.

6. DEerFINICION. Designaremos por ¢ la aplicacién de E, en el
conjunto P (E) de las partes de E definida asi:

p(x) =meE:xeu (x € Ey).

7. PROPOSICION. La aplicacion ¢ tiene las siguientes propiedades :
7.1. ¢(0) =@.

72. U{p(x):xeEp} =E.

73. g)ce(y) si x < y.

74. o(x A y)=¢®) ne(y) para todo par x, v de elementos de E.
DEMOSTRACION. 7.1. Evidente.

72. Si E= es claro. Si E #J y uekE, existe un xeu y,
por tanto, u € ¢ (¥) segtin la definicién de ¢.
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7.3. Siu € g@(x) se tiene x € u. Por consiguiente, como # es un
ideal, si ¥ < y se tiene que yeu y u € ¢ (¥).

7.4. De 7.3 resulta ¢ (x A ¥) c@(*¥) n@(y). Por otra parte, si
ue@(x) ng(y), entonces x, y eu y, en virtud de 4.2, se deduce
x ANyeu, luego uegp(x A Yy) segun la definicién de ¢.

8. PROPOSICION. Son equivalentes :
8.1. E, tiene las propiedades :

Py, Six # 0 existe un u € E tal que x € u.

P, Six<<yexisteun 20 tal que 2 <y vy x \ 2 =

8.2. o(x)ce(y) sty sdlo si x < y.

8.3. @ es una aplicacion inyectiva.

DEMOSTRACION. 8.1 = 8.2. Por 7.3 basta probar que ¢ (x) ¢ ¢(v)
si x ¢ y. En efecto, si x v entonces x A y < x y, por P,, existe
un z #% 0 que satisface 2 < x y x Ay A 2= 0. Por P; existe un
ueE tal que z e u. Como z < ¥ y u es un ideal, de 1.4 se deduce

que x €. Por otra parte, y Az=x Ay A 2=0, luego y ¢ u.
Por tanto, existe un u € ¢ (x) que no pertenece a ¢ (y) y resulta que

¢ (*) E o).
8.2 =~ 8.3. Evidente.

83=28.1. Py:Six#0es ¢(x) #¢(0)=0, si ¢esinyectiva.
Entonces existe un u € ¢ (x) tal que x € u.

P,: Six <yresulta p(x) co(y) vy ¢(x) # ¢(y) si @ es inyectiva.
Entonces existe un # e@(y) \ ¢ (¥) y, por tanto, y eu, x ¢ u.
Por 4.3 hay un 2"’ €eu tal que 2 A x=0. Si 2=y A 2’ se tiene
zeu, 2#0,2<yy x ANz2=0.

9. OBsERVACION. La propiedad P; es equivalente a que, para
todo x # 0 de Ey, se tenga ¢ (x) # &.

10. D=rrINICION. Se dice que x € E, es un dfomo si satisface:

10.1. x #0.

10.2. Para todo y € Ej se tiene x <y 6 x Ay = 0.

11. PROPOSICION. Ewntre las proposiciones :
11.1. x es un dtomo.

11.2. El comjunto w = {y e Eg:y > x} pertenece a E.
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11.3. Existe un tinico uw € E tal que x € u, es decir, ¢ (x) = {u},
hay las siguientes velaciomes: 11.1 y 11.2 son equivalentes y cada una
de ellas implica 11.3. Si ademds ¢ es inyectiva, las tres proposicio-
nes son equivalentes.

DEMOSTRACION. 11.1 = 11.2. Es evidente que u verifica 4.1 y
4.2 si x es un 4tomo. Si ademds y ¢ u, se tiene y » x y, por tan-
to, x A ¥y = 0. Como x € #, esto prueba que # cumple 4.3.

11.2 = 11.1. Evidentemente, si se verifica 11.2, ¥ es distinto
de 0. Si ademds y » %, se tiene y ¢ u = {z € E : z > x}. Como por
hipdtesis u € E, por 4.3 existe un zeu tal que y A2=0 y se
deduce que ¥ A y = 0.

11.2 = 11.3. Supongamos que x € v y v € E. Entonces, por ser v
un ideal, de 1.4 resulta que v2{y € Eg:y > x} = u, de donde en
virtud de la proposicién 5 se deduce que v = u si u € E.

Finalmente, vamos a probar que 11.3 = 11.1 si ¢ es inyec-
tiva. En primer lugar, si se supone 11.3, resulta x #% 0 por ser
x €u. Si ademds y p x, se tiene x A ¥y << x y, por consiguiente,
px Ay)co®) = v ¢ ANy) # {u} si ¢ es inyectiva. Por
tanto ¢ (v A y) = = ¢ (0), de donde de nuevo por la inyectivi-
dad de ¢ resulta x A y = 0.

12. COROLARIO.

12.1. St x es um dtomo y x < z € Ey, se tiene ¢ (2) # ©.

12.2. St para todo x = 0 de Eq existe un dtomo z, < x, Se verifica
la propiedad P;.

DEMOSTRACION. Evidente.

13. PROPOSICION. Son equivalentes :
13.1. Para todo a € D, existe uw u € E tal que a C u.

13.2. E verifica la propiedad P y la siguiente :

Py. Si (%);er € Eg v, para toda parte finita J de I, existe un
uy € E tal que x; € u; para cada @ € J, existe un u € E que satisface
x; € u pava todo iel.

13.3. S (%)ier € Eg es tal que, para toda parte finita y no vacia
J de I, se tiene Ax; # O, existe un u € E que satisface x; € u para

ie]
todo 1 €1,
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DEMOSTRACION. 13.1 = 13.2. Es claro que P; resulta de 13.1
tomando a = {x} para ¥ # 0 y que P;3 se verifica trivialmente si
I =(). Seaahoral #* @ y (x;);e;1 € Ey tal que, para toda parte fini-
ta J de I, existe un u; € E con x; € u; para 1 € J. Entonces, si ] es no
vacia, u; eigj ox) =9 (é&lxi) en virtud de 7.4 y resulta ¢ (Ax;) #

i ieJ
v Ax; # 0. Sea
ieJ

a = {A«x;: J parte finita y no vacia de I}.
ie]

Es evidente que a € @. Entonces, por 13.1, existe un » € E tal que
a c u, de donde se deduce que x; € para 7 e l.

13.2 = 13.3.  Si (x;);cr es tal que, para toda parte finita y no

vacia J de I, se tiene A x; # 0, por P, resulta que existe un u; € E
ieJ

que satisface A x; eu;, de donde se deduce x; €u; para todo i€ [
ieJ

por ser u; un ideal. Entonces, por P; existe un # e E tal que x;, e

para todo 7 el.

13.3 = 13.1. Supongamos 13.3 y sea a € @. Entonces, para toda

familia finita y no vacfa (x,);.; de a se tiene Ax; # 0, de donde
ie]

por 13.3 se deduce que existe un % € E tal que x e # para todo x € a,

es decir, a c u.

14. PROPOSICION. Son equivalentes :
14.1. El axitoma de eleccién.
14.2. El axioma de Zorn.

14.3. Cualguiera que sea el inf-semirreticulo E, todo ideal propio
(o base de ideal propio) estd comtenido en un ideal maximal.

14.4. Cualgquiera que sea el reticulo E,, con primer elemento 0
v distinto de {0}, existe al menos un A-ideal maximal en E,.

DEMOSTRACION.

14.1 = 14.2. Resultado bien conocido.

14.2 = 14.3. Basta tener en cuenta que el conjunto de los idea-
les propios de cualquier inf-semirreticulo E,, ordenado por inclusién
es inductivo y, por tanto, todo ideal propio (o base de ideal pro-
pio) estd contenido en un ideal maximal.
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14.3 = 14.4. Evidente.

14.4 = 14.1. Sea (A;);¢; una familia de conjuntos no vacios y
sea E; el conjunto de las aplicaciones x, definidas en alguna parte
finita J de I y con valores en 4 ='L11Ai’ de modo que x (¢) € 4; para

1€

todo 7 € J. Entonces, si 0 es un conjunto no perteneciente a E; y orde-
namos Ey = E; U {0} de forma que ¥ < y para todo yeEysix =0
0 x es una extensién de y (e Eg) si x #~ 0, resulta que Ly es un re-
ticulo con primer elemento 0 y distinto de {0}. Supongamos ahora que
en Ey hay un A-ideal maximal #. Si 7 € I no perteneciese al dominio
de ninguna de las aplicaciones x € # y se define y en {} de forma que
v (7) € 4;, cosa posible por ser 4; # (J, resultaria el absurdo de que
x ANy #0 para todo xe€u con y¢u. Por tanto, para todo 7€l
existe algtin x e # tal que 7 pertenece al dominio de x. Ademds, si
¥, ¥y €u e 1 pertenece a los dominios de x ey, se tiene x (7)) = y ()
por ser x A ¥ (54 0) una extensién de x e y. Entonces, si definimos f
de manera que f(i) = x () para todo ¢ perteneciente al dominio de
algiin x €, se obtiene una aplicacién f de I en A tal que f(i) € 4;
para todo 7 eI (1).

15. OBSERVACION. En contraste con la proposicién 14, desta-
camos que en la axiomdtica de ZERMELO-FRAENKEL el axioma de
eleccién no es equivalente al siguiente:

15.1. ‘Todo ideal propio de un 4lgebra de BOOLE estd contenido
en un ideal primo (o maximal) (2).

16. PrROPOSICION. Sea Eo un rveticulo com primer elemento 0
y distinto de {0y. Enfonces, entre las proposiciones :

16.1. Six Nz2=0=y A 2z, se tiene (x \/ y) A 2= 0.

16.2. SiuecE y x\ yeu, se tiene xcu o yeu, es deciy, todo
A-ideal maximal en Eq es primo.

16.3. ¢(x Vy) =¢( uge),
existen las siguientes velaciomes: 16.1 implica las otras dos, 16.2
y 16.3, que son ademds equivalentes. Si E verifica la propiedad P, de

(1) Una demostracién aniloga ha sido dada por Scott [6] para probar que
14.4 implica el axioma de maximalidad de Hausdorff para cadenas.

(2) Véase v. Dalen y Monna [8], pags. 34 y 61, y Rodriguez-Salinas y
Bombal [5].
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la proposicion 8, las tres son equivalemtes. Si @ es imyectiva, cual-
quiera de las tres proposiciones implica que Eq es distributivo.

DEMOSTRACION.

16.1 = 16.2. Sea weE. Si x¢u, y¢u por 4.3 existen x’, ' eun
tales que x A ' =y A ¥ =0. Entonces 2=x" AV euyz \x=
=0=2z A v, de donde por 16.1 resulta z A (v V ¥) = 0 y, por
tanto, x V v¢u ya que zeu.

16.2 = 16.3. Por 7.3, g(x) U@ (y) cop(x V y). Si uep(xV ¥y)
se tiene x \/ yeu, de donde, en virtud de 16.2, resulta xeu o
veu, es decir, ueg(x) U ¢ ().

16.3 = 16.2. Si weE, x\/ yeu y se supone 163 resulta

wep(xVy)=¢(* Ue(y) v, por tanto, nep(x) o wep(y), es
decir, xeu o y en.

Si Ey verifica P; vamos a ver que 163 = 16.1. Sea x Az=0
=y A 2z, entonces

eV N =9V nel) =[Fue®nel
=lp@ ne@E@]ulp() ne()]
=ex AUy N2 =0
v, por la observacién 9, se deduce (x \V y) A 2= 0.

Por dltimo, si ¢ es inyectiva y se verifica 16.3, segtin hemos pro-
bado anteriormente se tiene

plxVy) ANZdl=pE A2)ue(y A2)=9lx A2)V (¥ A 2L

y de la inyectividad de ¢ resulta (x V y) Az=(x A2)V (¥ A 2).
Anglogamente se prueba (x Ay)Vz=(xV 2) A (v V 2).

17. PROPOSICION. Sea E, un inf-semivveticulo completo que ve-
rifica 13.3 (v, por tanto, 13.1 y 13.2). Entonces son equivalentes :

17.1. Para toda familia (x,);c; de elementos de E,, se tiene
¢ (l'jcxzx'.) - ire]l(p ().

17.2.  Si (x;);e; s tal que, para toda parte finita y no vacia J de I,
se tiene A x; # 0, resulta A x; # 0.

ieJ icl
17.3. Para todo ueE, Au= A {x:xcu} pertencce a u.

17.4.  Para todo u € E, existe un dtomo x, € Eg tal que u={x:x > x,}.
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DEMOSTRACION.

17.1 = 17.2.  Si (x,);¢; € E, es tal que para toda parte finita y no

vacia J de I, se tiene A x; £ 0, en virtud de 13.3 existe un # € E que
i€l
satisface x; e # para todo e l. Por tanto ue ¢ (x;) = ¢ (Ax,) si se
iel el
supone 17.1, y en consecuencia A x; 3£ 0.
iel

17.2 = 17.3. Sea u e€E, entonces x = Au 7 0 si se supone 17.2,

de donde resulta que a = {yeEy:y > x} pertenece a @ v adu

y, por tanto, x € a = u seglin la proposicién 5.

173 = 174. SiueE y Aueu, es obvio que A% es un dtomo y
u={xeky:x > Auy.
17.4 = 17.1. Como ¢ (A x,;) c ) @ (x;) segin 7.3, basta probar que
iel iel

N¢ () co(Ax). En efecto, si #e[) ¢ (x), se tiene x; € # para todo
iel iel i€l

i el. Entonces, si se supone 17.4, existe un 4tomo x, tal que
u={xeEy:x > x,) y, por consiguiente, x, < x; para todo i€l y

%, < Ax;, de donde resulta Ax;eu v uep(Ax,).
iel iel iel
Obsérvese que s6lo se ha usado 13.3 en la demostracién de
1.17 = 17.2.

18. PROPOSICION. Sea E, un inf-semirreticulo numerablemente
completo que verifique 13.3. Entonces son equivalentes :

18.1. Para toda sucesion (x,) de elementos de E se tiene

18.2. Para toda sucesion no creciente x; = Xy > ... con %, # 0
. co
para todo neN, se tiene A x, # 0.
1

18.3. Para todo we E y toda sucesion (x,) de elementos de u, se

00
tiene A x, €u.
1

DEMOSTRACION.
18.1 = 18.2. Se prueba como en la proposicién 17 utilizando 13.3.
18.2=18.3. Sea ueE y (x,) una sucesién de elementos de u.

Siy, = A % (€ u), es obvio que y, # 0 para todo # € N. Entonces,
1



76 B. Rodriguez-Salinas y I*. Bombal Gordén

de 18.2 resulta Kx,, = A v, % 0. Por tanto, Kx,, # 0 para toda
1 1 1

sucesién de elementos de . Sea

o0
a={Ax,:x,eu YneN};
1
es facil ver que a € ® y a o u. Por tanto, segtn la proposicién 5, se

oo
tiene a = u y A x, €u para toda sucesién (x,) de elementos de .
1

18.3 = 18.1. Trivial.

§ 2. REPRESENTACION DE INF-SEMIRRETICULOS EN LAS
PARTES DE UN ESPACIO TOPOLOGICO

1. DEFINICION. Sea Eun inf-semirreticulo con primer elemento
0 y no reducido a éste. Entonces se dice que E es un g-inf-semirre-
ticulo si o es una relacién binaria en E, que satisface:

1.1. Para todo x e E,, existe y € Ey tal que xgy.

1.1". Para todo x € E,, existe y € E, tal que yox.

1.2. Si xgy, se tiene x < v.

1.3. Six <yeypz setiene xgz.

1.3, Sizxpyey <z setiene xpz.

1.4. Sixoy y xoz se tiene xo(y A 2).

1.5. Sixogy, existe ze Eg tal que xp2z y zpY.

1.6. Six Ay =0, existe z€E, tal que xgz ey A 2=0.

2. OBSERVACION. Si ¢ satisface las condiciones precedentes
excepto 1.1’ y 1.3/, se ve facilmente que la relacién binaria g’, de-
finida poniendo x ¢’y cuando x = 0 6 cuando existe un zeE, tal

que xpz v z < ¥y, satisface todas las condiciones sin excepcién y
ademds se tiene x o'y si xpy.

3. PrOPOSICION. Ewn fodo g-inf-semirvveticulo Eq se verifican :
3.1. Opx para todo x € E,.
32. A e AY)sixox, yeoy'.

33. Si x Ny =0, existen x', y' €E tales que x0x', yoy' ¥
¥ ANY =0,
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DEMOSTRACION.

3.1. Es consecuencia inmediata de 1.1' y 1.3.

3.2. En efecto, como x Ay <xyx AY <y, de xp%x", yoy',
1.3 y 1.4 resulta (x A y) o(x" A YY)

3.3. Efectivamente, si x A y = 0, de 1.6 se deduce que existen
%', ¥ € Ey que satisfacen x9x', y Ax' =0, yoy', " Ay = 0.

4. EjEmpros: 4.1. Todo inf-semirreticulo E, con primer ele-
mento 0 y distinto de {0} se puede considerar candnicamente como
un g-inf-semirreticulo para la relacién binaria ¢ definida mediante :

xo0y siy sélosi x <y.

4.2. Si X es un espacio normal y E, es el reticulo de los con-
juntos cerrados de X, ordenado por inclusién, entonces E; es un
o-inf-semirreticulo para la relacién ¢ definida por:

xo0y sy sélosi yesun entorno de x.

4.3. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y E,
es el reticulo de los conjuntos compactos de X, ordenado por inclu-
sién, entonces Ey es un p-inf-semirreticulo para la relacién p defi-
nida por:

xpy siysé6losi y esun entorno de x.

5. PROPOSICION. Sean, Eq un o-inf-semirreticulo, E el conjunto
de los ideales maximales de Eq v ¢ la aplicacion definida en § 1.6.
Entonces,
V.= 35 cusx’ox (weE)

es uma base de entornos de u para una topologia T, sobre E, univoca-
mente determinada por ser la menos fina de las topologias tales que
@ () es un entorno de ¢ (x') si x" o x.

DrmosTRACION. En primer lugar, en virtud de 1.1 7V, es no
vacia para cada ueE.

51. Si ¢ (%) eV, se tiene ueg(x). En efecto, como entonces
existe ¥’ en que verifica 4" 9x y, por 1.2, ¥ < x, se deduce que
xeuy uee(x).

52. Si ¢(x), (v)eV,, se tiene ¢ (x) N (y)eV,. En efecto,
como existen x’, ¥’ eu tales que " px e y’ oy, por la proposicién 3.2
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resulta (¥" A ¥') ¢ (x A ¥). Entonces, por ser " A ¥ €u, se deduce
que p(x) N@(y) =¢(* Ay) €V

5.3. Sig(x)eV,, existe ¢ (y) € V, tal que, para todo veg (y), se
tiene ¢ (y) € V,. En efecto, como hay un zew tal que z ¢ %, en vir-
tud de 1.5 existe y € E que verifica zpy e y px. Entonces ¢ (y) € V,,.
Ademds, si veg(y) se tiene ¢ (x) € V, puesto que yev e yox.

La tdltima parte de la demostracién de 5.3 prueba también que
@ (x) es un entorno de ¢ (x') si ¥" g x. Finalmente, si 7' es una topo-
logia sobre E tal que ¢ (x) es un entorno de ¢ (x') cuando x" o x, y si V,/
es el sistema de los entornos de # en (£, T'), resulta evidentemente

V. ofpk) :3x euss’ oxy =7,

para todo # € E y, por tanto, T, es menos fina que 7",
Noétese que no se ha utilizado 1.6 en la demostracién.

6. PROPOSICION. El espacio topoligico E o (E, T,) es un espa-
cio T’y en el que todo ¢ (x) es un conjunto cervado.

DEMOSTRACION.  6.1. (E, T,) es un espacio de Hausdorff. Sean
u, v dos puntos distintos de E. Entonces existe x’ € % tal que &’ ¢ v.
Por tanto, hay un y’ ev que verifica x° A y" = 0. Por 3,3 existen x,
vekE, tales que " px, vV oy y x Ay=0. Luego ¢ (%) €V, ¢ (¥) €V,
Yyo@ne()=¢x Ay)=0, y (E, T, es un espacio de Hausdorff.

6.2. Todo ¢ (x) es un conjunto cerrado. En efecto, si # ¢ ¢ (x) hay
un yeu tal que x A y = 0. Por 1.6 existe un ze€E, que verifica
yozy xA\Nz=0. Por tanto, p(2) eV, vy ¢ (¥*) N (2) = y se con-
cluye que ¢ (x) es cerrado.

6.3. (E, T,) es un espacio regular. Por la definicién de V,, basta
tener en cuenta que, segun 6.2, todo ¢ (x) es un conjunto cerrado.

7. DEFINICION. Sea Ey un p-inf-semirreticulo y %, y e Ey. Si
existe un elemento y’ < x tal que:

7.1. 2ANY =0y 2<%
es equivalente a
7.2. 20y Y Z <KX,

designaremos a y’ por x — 0.
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8. OBSERVACION. 8.1. Si Ej es el g-inf-semirreticulo del ejem-
plo 4.2 6 del ejemplo 4.3, existe siempre x — ¥0 y coincide con
x \ Int (y).

8.2. Si Ej es un dlgebra de Boole (con o sin elemento unidad),
x — y0 coincide con x — x A ¥.

9. PROPOSICION. Sea Eyun g-inf-semirreticulo. Entonces, si existe
Y =x — 40, se tiene

e(¥) =@/ \NUlp@ 20y, 2 <53 =0 \Ne)0
en donde AO es el interior de A.
DEMOSTRACION. Sea y' =x — 0. Si 29y y 2z < x, por la defi-
nicién 7 se tiene 2 A ¥ = 0 y 2z < x. Por tanto,
rENe)=¢@EAY)=0 v ¢@ce®),

y resulta

¢ (@) ce®) Ne()
y
Ulp@):zoy, 2 <x3co®) \Ne(y).

Reciprocamente, si #e@(¥) \ ¢ (y), x€u e y" ¢ u. Por tanto,
existe 2’ eu tal que ¥ A2 =0. Si z2=x A 2/, se tiene zeu, z < x
y 2z Ay =0, luego negp(z), 20y ¥y 2 < ¥y, por consiguiente,

g Ne)cUp) 2oy 2 <x
y por tanto

¢()=e@\NUW@E: 20y, 2 <n
puesto que v’ < x. Ademds es fdcil ver que
g neo=UlpR:z0v, 2 <.

10. CoROLARIO. Sea Ey un o-inf-semirrveticulo. Entonces, si ¢ es
inyectiva, se verifican :

10.1. Existe a lo mds un elemento y' = x — 0.

10.2. Six) < %y ey > vy y existen xp — ¥ v x5 — VY, se tiene

xp =¥y < % — 9.
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10.3. S¢ existe x — Y0, se tiene x — 30 £ 0 st y 3 x e incluso
cuando y > x st @ (x) ¢ @ (y)0.

DEMOSTRACION. 10.1. Evidente.

10.2. Como

(1 —2) =@ ) ()0 o (x) N @ (¥2)° =@ (x2 — ¥9),
de la inyectividad de ¢ y de la proposicién 8 de § 1 resulta

=3 < 1 — 5
10.3. En efecto,
g(xr =) =@ \Ne()P’o20(®) \Ne) #D
sivyexy @ es inyectiva, y
gl —30) =g \Ne0) #D

si g (%) cf ¢ ()

11. DEFINICION. Si %, y, ¥ € Ey, designaremos por v (¥, ¥, ')

el conjunto de todos los elementos ¥° < x de E que satisfacen:

11.1. " Ay =0.
11.2. Siz A4 =0y 2 <x, setiene z <.

12. PROPOSICION. Sea E, um g-inf-semirreticulo. Entonces, si
v'oy yexiste x' =x — 0, se tieme ¥ € (%, y, V).

DrmosTRACION. Es evidente puesto que z < y si z9y.
13. PROPOSICION. Si x'ey(x, v, y'), se tienc ¢ (x)co(x')Up(y).

DEMOSTRACION. Bastard probar que si xeu y &' ¢ u se verifica
v ew. En efecto, si x en y x" ¢ u, existe un 2’ e tal que " A 2" = 0.
Entonces z=x A 2’ eu y se deduce, sucesivamente, que z A ¥' = 0,
2<% 2y eyeun

14. PROPOSICION. Sea E, um veticulo distributivo. Entonces
2 eyp(w, y,y) si se verifican :

141. s Ay =0
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142, x<x'Vy y x <2
Reciprocamente, st @ es imyectiva y x' ey (x,y,y"), se cumplen
14.1 y 14.2.

DEMOSTRACION. Supongamos que se verifican 14.1 y 14.2. En-
tonces, ¥’ <xy ¥ Ay =0ysizAx =0y 2z<x se tiene

=2 N SZN@VY)=EAX)VEAY)=2AY

y, por tanto, z < y.
Reciprocamente, si 2’ ey (x, v, ¥'), se verifican 14.1, 2’ < x v,
por la proposicién 13,

pFceE)ue() cel Vy),

de donde por la proposicién 8 de § 1 resulta x < " \/ y si se su-
pone ¢ inyectiva.

15. PROPOSICION. Sea E un veticulo distributivo com primero y
ultimo elemento: O v e, vy tal que si x \ y = 0 existen dos elementos
x', v e Ey que satisfacen :

151, x A4 =0,y Ay =0, 2"V =ec

Entonces, si o es la relacion binaria definida en I mediante :
15.2. xo0y ==>3dz2eEysx AN2=0, yV z=c¢,

Ey es un g-inf-semirreticulo con la propiedad de que v (x,y,y') # O
sty Y.

DemostrACION. En primer lugar, vamos a comprobar las con-
diciones de la definicién 1:

1.1. Para todo x € Ey, xoe.

1.1'. Para todo x€Ej Oogx.

1.2. Sixpy se tiene ¥ < y. En efecto, si xpy existe un ze E,
que satisface x A 2 =0y 2V ¥ = ¢ y, por tanto,

x=xNe=@FA)V @EAY=2AY

«
R
N

2

6 — Collectanea Mathematica
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1.3. Six <yeyoz setiene xpz. En efecto, si ¥ <y e ypz,
existe un seEy tal que y A s=0 y sV z=¢ y, por tanto,
x Ns=0,sVz2=c¢cyxpz

1.3, Sixoy ey <z setiene xpz. En efecto, sixpy e y < 2,
existe un seEj tal que * A s=0y sV y=¢e ¥y, por tanto,
x ANs=0,sVez=ey xoz

1.4. Si x0y y x0% se tiene xp(y A 2). En efecto, si xpy y
%z, existen y', 2 € Ey que satisfacen ¥ A ¥ =0, vy V y = ¢,
x N2 =0y 2V z2=cey,portanto, para ' =y’ \/ 2’ se verifican

FAE=(EAY)V (5 AZ)=0
v
AV AD=E VI AEY )=

de donde resulta xp (v A 2).

1.5. Si xpy existe z€ E, tal que xpz y z0y. En efecto, si
x oy existe 2’ € Ey que verifica ¥ A 2’ =0y 2"V ¥v=c¢ y, por tanto,
por 15.1 existen %', ze€ Ey que satisfacen x A 8’ =0, 2 A 2 =0
v 'V 2= ¢ y, por consiguiente, xpz y z0Y.

1,6, Six Ay=0, existe un z€ E; tal que xpz ey A 2=0.
En efecto, si ¥ A ¥y = 0, en virtud de 15.1 existen %', y’ € E; que
verifican x A ' =0, y Ay =0y 2"V ¥ =e y, por tanto, xpz
ey Az=0 para z=1".

Finalmente, p (x,y,y") # @ si 3" oy. En efecto, si ' oy, hay un
seEqgtalque y’ A s=0y sV y=cey, por tanto, para ' =% A s
se tiene 2" Ay =0, s’ <xy

YNVy=EFEVIIAGSVI)=2VYy

y,siz AN =0y 2 < x, resulta

<AV EAY)=2AEVY)=2AE Ay =
=EZAX)VEAY)=2AY <Y

16. EJEMPLOS :

16.1. Sea e un espacio seminormal con una base de Wallman E
para los conjuntos cerrados de e, caracterizada por las condiciones:

a) Ej, es un reticulo para la ordenacién por inclusién.
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b) Para todo entorno w de cada p ee existe un x € Ey tal que
peEXY xCw.

¢c) Si x, yekE, son disjuntos, existen x’, y'€E, tales que
xnx'=0,yny =0y xuy =e

Entonces Ejy es un p-inf-semirreticulo para la relaciéon
nida por 15.2, en donde y(x,y, ') % si ¥ oy.

Si e es un espacio seminormal 7'y y si Ey’ es una base de Wallman
para e es facil comprobar que la colecciéon Ej de los conjuntos x que
son unién de un conjunto x’ € Ey’ y de un conjunto finito es una base
de Wallman. Por consiguiente, no hay inconveniente en suponer
que una base de Wallman E» contiene los conjuntos finitos.

o defi-

<

16.2. Sie es un espacio completamente regular de Hausdorff, la
coleccién E de los conjuntos {p € e : f(p) =0} de los ceros de las fun-
ciones reales continuas f sobre ¢ es una base de Wallman y, por tanto,
E, es un g-inf-semirreticulo para la relacién ¢ definida por 15.2 (3).

16.3. Si e es un espacio regular stoniano, esto es, tal que el in-
terior de todo conjunto cerrado es también cerrado, entonces la colec-
cién E de los conjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados
es una base de Wallman y, por tanto, E; es un g-inf-semirreticulo
para la relacién o definida por 15.2.

<

17. PROPOSICION. Sea E o-inf-semivreticulo en el que todo ideal
(propio) esté comtemido en um ideal maximal. Entonces, si x€Ey y
(%, v, ') es no vacio siempre que y' 0y, el conjunto ¢ (x) es compacto.

DEMOSTRACION. Sea (U,);cs un cubrimiento abierto de ¢ ().
Sea 4 = {(u;, x/, y;, /') 11 €I} el conjunto de todos los sistemas
tales que u, €@ (x), ¥, ' €u;, v, 0y, ¢ () esté contenido en algin U,
v % ey(x,y;, ;). Es claro que, para todo u ep(x) existe un ¢(y) eV,
contenido en algin U, y hay dos elementos %', y' € Ey que verifican
y'eu, v oy y x ey v, ) por ser por hipdtesis este conjunto no
vacio y, por tanto, # = u; para algtn 7€ 1.

Supongamos que @ (x) no se puede cubrir mediante un ndmero
finito de U, y, por consiguiente, ¢ (x) cf 'U]rp (y;) para toda parte

1€

finita J de I. Entonces, como segun la proposicién 13 se tiene
@ (%) Do (®) \\ @ (y:), resulta

@ ({’C_\inl) = ijp *)oe ) / iyj‘P (v:) #O

(3) Véase Willard [9], pags. 142 y 143.



84 B. Rodriguez-Salinas y F. Bombal Gordén

y A] %, # (0 para toda parte finita y no vacia J de I. Como por
i€

hipétesis todo ideal estd contenido en un ideal maximal, de las pro-
posiciones 2, 5y 13 de § 1 se deduce que hay un » € E que satisface
% €u para todo i€l y, por consiguiente, xeu y u € (x) por ser
%; < x. Como por otro lado, segiin hemos probado anteriormente,
existe un 7el tal que u = u;, resulta x/ A ¥, €u lo que es ab-
surdo puesto que x;” A ¥y’ = 0 por ser x;' €y (¥, ¥;, ¥;'). Luego ¢ (x)
se puede cubrir por un ntmero finito de U, y se deduce que es
compacto.

18. PRrOPOSICION. Sea x um elemento de un op-inf-semirreticulo E
tal que y (%, v, y') 7= O siempre que y' oy. Entonces, st F es un con-
jumto cerrado contenido en ¢ (x), F es la interseccion de todos los com-
juntos @ (x') que le contienen :

Ir = n {@ (x') L (x’) o Fy.
DEMOSTRACION. Evidentemente,
FcNigE):¢@)o F co).

Por otra parte, si uwegp(x) \ F, existe un ¢ (y) eV, tal que
(M NnEF=¢. Como ¢(y) eV, existen dos elementos x’, y' ek,
que verifican y' ewu, y'py y " €y (x, y, ¥') ya que, por hipétesis, este
conjunto es no vacio. Entonces, segin la proposicién 13, se tiene

Feceg@) N co(x)

y ug¢e(x) por ser yeuy x Ay =0.

19. PROPOSICION. Sea x un elemento de un o-inf-semirreticulo
E, tal que ¢ (x) es compacto v todo subconjumto cerrado IF de ¢ (x) es
interseccion de uma coleccién de conjumtos ¢ (x'). Entonces, si ¢ es in-
yectiva, se tiene w (x, v, y') # QD siempre que y' oy.

D:MOSTRACION. En efecto, si v' oy, resulta ¢ (v') € ¢ (¥)° v, por
tanto, I' =¢ () N\ @ (¥)° vy ¢(y’) son disjuntos. Entonces, como
) @) F, ¥ < x} es una familia filtrante (o) de subcon-
juntos cerrados del conjunto compacto ¢ (x) y

e)NNieE) o) F, & <xn=9)nlp®) N =9,
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se deduce que existe un x’ < x tal que
p(*)2 Fog(x) \ o)

¢ AY)=¢F)ng() =D

Touego #” A y' = 0 por la inyectividad de ¢ y, si z Ax' =0 v 2 < 7,
resulta ¢ () N (¥) =T, ¢(R) ce(®) ¥

pRIcex NgE)ce(y)

y, por counsiguiente, z < y en virtud de la proposicion 8 de § 1,
ey y,y)y vy y)FO.

20. PROPOSICION. Sea E, un o-inf-semirreticulo en el que todo
ideal (propio) esté comtenido en unm ideal maximal y tal que, para
todo xe Ey, v (x,y,y") # O siempre que y' oy. Entonces :

20.1. Todo conjunto ¢ (x) es compacto.
20.2. E es localmente compacto y de Hausdorff.

20.3. Si E, es un reticulo, los comjuntos compactos de E som,
Justamente, las intersecciomes de las colecciones mo vacias de conjun-
tos @ (x) (x € Ey). En particular, E es compacto si y sélo si E tiene un
elemento e tal que E = ¢ (¢).

Reciprocamente, si Ey es un o-inf-semivveticulo tal que ¢ es inyec-
tiva y E es un espacio localmente compacto en donde los comjunios
compactos son, justamente, las intersecciones de las colecciones no vacias
de conjuntos ¢ (x) (x € Ey), resulta que todo ideal (propio) de E, estd
contenido en un ideal maximal v, para todo x € E se tiene p(x,y,y") #= O
siempre que y' 0.

DEMOSTRACION. Para demostrar la primera parte basta probar,
seglin las proposiciones 6, 17 v 18, que todo compacto KcE estd
contenido en algin ¢ (x). En efecto, como es evidente que K se puede
cubrir mediante un ndmero finito de conjuntos ¢ (x;):

Kc 1_l;jlqa (x:),

n
se deduce que K estd contenido en ¢ (x) para x = V x,.
i=1
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Reciprocamente, si ¢ es inyectiva y E es un espacio en el que
los conjuntos compactos son las intersecciones de las colecciones no
vacias de conjuntos ¢ (x) (¥ € E), resulta de la proposicién 19 que
v(x,y,y") # O siempre que y’ py. Ademds, si a es un ideal propio
(0 una base de ideal propio) de E;, entonces

K=N{p) :xecaf

es, evidentemente, un conjunto compacto no vacio y, por tanto,
existe un # € K tal que x € # para todo x € a, es decir, a C #.

21. DerINICION. Un reticulo E, se dice un g-reficulo si es un
o-inf-semirreticulo tal que

14. Siyox y zox se tiene (yV z)ox.

Entonces, (xV y)o(*" V y') si xox', yoy'.

22. OBSERVACION. Si E; es un g-inf-semirreticulo y también
un reticulo, se prueba ficilmente que, si ¢’ es la relacién definida
poniendo #x o'y cuando y sélo cuando existen un ntmero finito # de

n
%; € Ey que satisfacen ¥ < V¥, y %0y para ¢ =1, 2, ..., n, E; es
1

un p’-reticulo,

23. PROPOSICION. Sea E, un g-reticulo en donde todo A-ideal
maximal es primo. Entonces :

23.1. Si V es un entorno de un conjunto compacto K de E, existen
dos elementos x, x' € E tales que xpx' y Kco(x)co(*) c V.

23.2. Si @ es imyectiva y @ (x) es compacto, ¢ (x') es un entorno
de @ (x) si y solo st xpx'.

23.3. Si @ es inyectiva y ¢ (x) es compacto y abierto, se tiene % o x.

DEMOSTRACION. 23.1. Sea {(u;, %", %;, %;') : © €I} el conjunto de
todos los sistemas tales que #;, € K, x," € u,, 8" 0 %;, x; 0% y o (%) V.
En virtud de 1.5 es obvio que, para todo # € K, existe un 7 € I para
el cual » = u;. Entonces, por ser K compacto y {p(x,)0:7€l} un
cubrimiento abierto de K, existe una parte finita J de I tal que

KcUg@)ce (Y]xi)'

ie] i
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Como ademds x; 0%, v ¢ (x/)cV, para x =V x; vy 8’ =Vux, resulta
ie] ieJ

Kco(x), xox' y

7()=Up@)cV

segin la proposicién 16 de § 1 puesto que, por hipdtesis, todo
A-ideal maximal # de E; es primo.

23.2. Sise aplica 23.1 a K=¢(x) y V = ¢ (%), cuando ¢ (')
es un entorno de ¢ (x), se deduce que hay dos elementos y, y' € E,
que satisfacen ypoy' y

px)co(y) co(y)co®).

Entonces, por ser ¢ inyectiva, ¥ <y <y’ < #’, de donde por 1.3
y 1.3" resulta x o x’. Reciprocamente, si x o %’ es claro que ¢ (x') es
un entorno de ¢ (x).

23.3. Es consectuencia inmediata de 23.2.

24. PROPOSICION. (Teorema de representacion de Stome). Sea E,
un dlgebra de Boole (con o sin elemento unidad) tal que todo A-ideal
(propio) esté comtemido en un ideal maximal. Entonces, existe un espa-
cto de Hausdorff, localmente compacto y totalmente disconexo, E, y un
isomorfismo ¢ de Ey en el dlgebra de Boole de los comjumtos compacto-
abiertos de E. Ademds E es compacto siy sélo st E tiene elemento unidad.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las proposicio-
nes 8 y 16 de § 1 y de las proposiciones 20 y 23 de esta seccién.

25. PROPOSICION. (Teorema de compactificacion de Wallman).
Sea e un espacio T4 en donde todo A-ideal (propio) del reticulo E,
de los comjumtos cevrados de e estd contenido en um ideal maximal.
Entonces existe un espacio de Hausdorff compacto E que contiene a e
v tal que los comjumtos cerrados de E som, justamente, las intersecciones
de las clausuras @ (x) en E de los subconjuntos cervados x de e, y un con-
junto V de E es un entorno de um compacto K si y sélo si existe un
x € Eg con la propiedad de que ¢ (x) c V' y ¢ (x) es un entorno de K. (2).

(4) Véase Willard [9], pag. 142. Obsérvese que la compactificacién de
Wallman expuesta en esta obra, coincide con la de este teorema cuando E es
un espacio T4, segiin se deduce de las proposiciones 12 y 18 de esta seccién,
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DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las proposicio-
nes 8, 11 y 16 de § 1 y de las proposiciones 20 y 23 de esta seccién.

26. PROPOSICION. Sea E, um o-reticulo de partes de un conjun-
to X tal que:

26.1. Todo A -ideal (propio) de E estd contemido en un ideal
maximal.

26.2. Toda parte finita x de X pertenece a E,

26.3. y(x,9,9) # QD siempre que V' 9.

Entonces existe un espacio de Hausdorff localmente compacto E
con las propiedades :

26.1'. E contiene a X y X es denso en E.

26.2'. La aplicacion ¢ de Eq en E que asigna a cada x € Ey su

clausura @ (x) en E es un isomorfismo reticular de E sobre un cierto
reticulo Ko de compactos de E.

26.3". Los comjuntos compactos de E son, precisamente, las inter-
secciones de las colecciones no vacias de comjuntos ¢ (x) € Ko. En par-
ticular, E es compacto si y sélo si X € E,,.

26.4". 'V es un entorno de un compacto K de E si y sélo si existen
dos conjuntos x, x'e Eq tales que xpx' y Kcg(x)cp(x)c V.

26.5. Six, x' €Ey, ¢(x) es un entorno de ¢ (x) si y sélo st xpx'.

DEMOSTRACION. Como la proposicién anterior, esta proposicién
es consecuencia inmediata de las proposiciones 8, 11 y 16 de §1 y
de las proposiciones 20 y 23 de esta seccién si ademds se tiene en
cuenta que la clausura en E del conjunto {p ({p}) : p €4}, que se
identifica con x, es exactamente ¢ (x) si x € E,,.

27. PROPOSICION. Sea E, um g-veticulo completo com las pro-
piedades :

27.1. Todo A-ideal (propio) estd contenido en um ideal maximal.

27.2. Todo A-ideal maximal es primo.

27.3. La aplicacién ¢ es imyectiva.

27.4.  Si (%)ier €S una familia de elementos de E tal que, para toda
parte finita y no vacia J de I se tiene A x; # 0, resulta A x; # 0.

ie]J iel
Entonces, para todo compacto K de E, existe un x'e€Ey para el
que ¢ (¥') = K y, para cada x € Ey, son equivalentes :

27.1'. Para todo y € E,, existe x — 0.
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27.2". @ (x) es compacto.

27.3'. Para cada familia (x,);c; (€ Eo) con x; < x para iel, se

tiene ¢ (Vx;) = Ue (%)
el i€l

27.4'. Para cada familia (%,);c; (C Eg) con x%; < x para i€l vy
para todo par y,v' € Ey con v oy v x; Nv =0 para todo iel, se
tiene v' NV x;)= 0.

iel

DrmosTRACION. Como en la proposicion 20 se prueba que todo

compacto K de E esta contenido en algin ¢ (x') (¥’ € Ey). Sea

x=A& ¢@) oK.
Entonces en virtud de la proposicién 17 de § 1 se tiene
¢ =NE): ¢k)>K 2K

Sean neg(x) \ K y {(u;, x;) : i €I} el conjunto de todos los pares
(u;, x;) tales que u,€ K y ¢ (x;) es un entorno de #; que no contiene
au: u¢qp(x). Es obvio que existe una parte finita J de I tal que

KCHﬁWJ=¢W)

para x’ = V %, en virtud de la proposicién 16 de § 1 y de 27.2.
icJ
Luego

uwep(r)co) = 1.lEJ;P ()

que es absurdo puesto que u ¢ ¢ (x;) para todo ¢ € I. Por consiguiente,
PONK =0y K=g¢().

27.1" = 27.2'. Resulta de las proposiciones 12 y 20.

27.2" = 27.1'. Sean ¢ (x) compacto y

K =)\ ()0

entonces K es compacto y, seglin acabamos de probar, existe un
vy’ € Ey tal que '

@) N0 =9),
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de donde por la inyectividad de ¢ y la proposicion 23 se deduce
que son equivalentes:

y, por tanto, y' = x — y0.

27.2" = 27.3'. Sea (x,);c; una familia de elementos x; € E, con
x; < x para todo ¢ € I. Entonces, si ¢ (x) es compacto, cada ¢ (x,) v

@ (V%) son compactos. Es obvio que ¢(Vx)> e (). Como
el iel

iel 1

Uge() es el minimo compacto que contiene a los conjuntos
i€l ¢

@ (x;) ({ € I), bastard probar que ese compacto minimo es ¢ (V x;).
1€l
Si K es un compacto que contiene a los conjuntos ¢ (;) (2 € I), segtin

hemos establecido en primer lugar, existe un y € E, tal que K = ¢ (y)
Yy @ (%) co(y) para todo 7el, de donde resulta x; < y para todo
iel, Vx; <y y, finalmente, ¢ (V%) co(y) = K.

iel iel

27.3' = 27.4'. Supongamos x; < x para todo i€l, y, y'€E, con
Yoy ey Ax =0 para todo 1el. Si fuera " A (V) # 0, se

i€l

tendria ¢ (y') n ¢ (V %,;) # @ vy, por consiguiente, ¢ (v) n ¢ (V %;) # @.
i€l el

i

Si wep(y')ne(Vx) resulta, en particular, u e (Vx) = Ue(x).
€1 i€l

1€1 i

Como ¢ (y) € V,, se tiene ¢ (y) n Uy (x;) # y, por tanto. existe
i€l

un ¢el talque p(y A %) =@ (¥)no(x) =D ey A% #0 que es
absurdo.

274" = 27.2". Sean F ={U;:7el} un filtro en ¢(x), X, =
={Au:ueclU} v ,=VX;=Vix:xeX)(@el). Por 274 es
claro que X; es no vacio, 0¢ X; y 0% x; < x para cadazel. Si J
es una parte finita de I, existe un j eI tal que U, c U; para todo
1 € J, de donde resulta que también X; ¢ X; y ¥, < x; para todo 7 € J.

Entonces, Ax; # 0 para toda parte finita J de I y de la proposi-
ieJ
cién 13 de § 1 se deduce que existe un w € E tal que Ax;eu, x;€u
iel
para todo tel y uep(Ax)co(x). Si@(y)eV, existe un y' eE
€l i

i
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que satisface ue@(y’) e ¥ py. Supongamos que ¢ (y)nU; =O;

en este caso en virtud de la proposicién 17 de § 1 resulta ¢ (y) n ¢ (X))

= () y, por consiguiente, p(y A %) =¢ () nox) =D ey Ax=0

para todo x € X, de donde se deduce que y' A x;, =9y" A VIXi =0
1€

en contradiccién con y' A x; eu. Por tanto, # es un punto adhe-
rente de F y se concluye que ¢ (x) es compacto.

28. PrOPOSICION. Sea E, unm o-inf-semirveticulo, E v E' dos
espacios topolégicos Ty y

¢: Ey— P(E), ¢ 1 Ey—> P(E)

dos homomorfismos de reticulos tales que:

28.1. Para cada wekE, el conjunto
V,=1{px) 32 sEysucp(x) y x' ox

es un sistema fundamental de entornos de u.

28.1". Para cada u' € E', el conjunto
V=19 (¥) 3% cEgou egf () v ¥ o)

es un sistema fundamental de entornos de u'.

28.2. Para cada uweE, el conjunto A, = [ {¢' (x):¢(x)e V.
es no wvacto.

28.2". Para cada w' € E'. el conjunto A, = () {p (%) : ¢’ (x) € Vu}
es no vacto.

Entonces existe un homeomorfismo 6 entre E y E’, que transforma
Ve en V-

DEMOSTRACION. Definamos las aplicaciones

p:E - P(Ey), v i E — P(Ey)

py(u) =&xeEy:p(x) eV} (u e E)
() =(xeE: ¢ (x) €V} (u' € E).

Por ser E un espacio Ty, para cada # € E se tiene

=Nyl :xey @)
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Por 28.2, el conjunto A, = {¢’ (x) : xep(u)} es no vacio. Si
u' €A, se tiene y(u) cy’ (v'). En efecto, six €y (), existe un
x' € Ey tal que 2" px vy weg@(x’). Por 1.5, existe entonces un y € E,,
tal que %' pv, ypox. En consecuencia, yey (u), v €¢’ (y) e yox,
lo que implica x ey’ (u').

Procediendo andlogamente resulta que si

ved, =N{p@K) :xey ()

(que es no vacio por 28.2"), se tiene ¥’ (#') cy(v). Por tanto
yp(u) cy' (u') cy(v). Pero

w=Nlp®: xep@hoNipk) :xey @) =@,

luego u = v. Asi pues y () =y’ (') = y (v). Esto prueba también
que A, = {uy, A, = {u} y, por tanto, si se define 6 : E - E’ por
0 (u) = u', siendo #’ el nico elemento de E’ tal que y (#) = ¢’ (v'),
resulta que 0 es una aplicacién biyectiva. Ademds, si 0 (u) = o/,
la relacién y (u) = ¢’ (u') prueba que 0[p(x)] = ¢’ () para todo
xey(u) =y (1), de donde se deduce que 6 es un homeomorfismo
que satisface las condiciones de la proposicién.

29. Cororario. Sea Ey un o-inf-semirreticulo, E y E' dos espa-
cios topolégicos T v

¢:Eo~P(E), ¢ :E¢~P(E)

dos homomorfismos imyectivos de rveticulos que verifican 28.1 y 28.1".
Se supone ademds que para cada we E y u' € E’, los elementos de V,,
y V. son comjuntos compactos y cerrados. Entonces existe un homeo-
morfismo 0 entre E y E' que transforma V, en V.

DeMosTRACION. Con las notaciones de la proposicién 28, bas-
tard probar que para cada € E y cada #' € E’, los conjuntos

A = N @) E"P(”)}’ Ay =Nipk) xey (1)}

son no vacios.
Para todo conjunto finito (x4, ..., %,) de elementos de wu (u) se

cumple ¢ (_/:\ %) = [ﬁ @ (x;) # &, luego j}x,- # 0. Por tanto, r’l|(p’ (%) =



Representacién de inf-semirreticulos 93

n
=¢' (Ax) # O, por ser ¢' inyectiva. Como para cada x ey (u),
1

existe un #' € E' tal que x ey’ (¢'), resulta que cada ¢’ (¥;) es cerrado
y compacto por la hipédtesis. Por tanto

A =N x) i xey ) #O.
Anélogamente se prueba que A4, # .

30. CororLAaRIO. Sea E, un g-inf-semirreticulo, E y E' dos espa-
cios localmente compactos separados y

p:Ey —~ P(E), ¢t Ey— P(E)

dos homomorfismos iwyectivos de veticulos tales que :

30.1. Los compactos de E (resp. E’) son, justamente, las intcr-
secciones de las familias no vacias de elementos ¢ (x) (vesp. ¢’ (x)).

30.2. Si @ (x) (resp. ¢’ (x)) es emtorno de @ (x') (vesp. ¢ (x7)), se
tiene x' o x.
Entonces E y E' son homeomorfos.

DrmostraciON. En virtud del corolario 29, bastard probar que
se verifica 28.1 y 28.1'. Sea entonces e E y G un entorno de u.
Existen dos entornos compactos de #, U y V tales que

welUcVocVeGo.
Por 30.1 se tiene
V=n{pk): ¢V
Si para todo x € Ej tal que ¢ () DV fuese ¢ (v) n (E — G9) # J,

entonces la familia de compactos no vacios {¢ (¥) n (E —G0) : ¢ (¥) 2 V}
tendria la propiedad de interseccién finita y por tanto

Va(E—G)=nip@n(E—G):g()aV} #0
lo que estd en contradiccién con V e GO. Asi pues, existe un x € EO
tal que Vc ¢ (x) c GO y, en consecuencia, V0 c ¢ (x)0. Repitiendo el

razonamiento con U y V0, se obtiene un x’ € E tal que

Ucoe(x)cVoce(x)
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y, por tanto, ¢ (¥) es entorno de ¢ (x'). De 30.2 resulta entonces
que %' px y, por tanto, el conjunto

V.=1{g@® 35 €Ejsuce(x’) vy 1 px

es un sistema fundamental de entornos de #. Andlogamente se
probaria 28.1".

31. OBSERVACION. Como facilmente se puede comprobar, en la
demostracién de los corolarios 29 y 30 no es necesario suponer que g
y ¢’ sean homomorfismos inyectivos, sino solamente que ¢ (x) y ¢ ('(%)
sean no vacios siempre que x sea distinto de 0.
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