ESTUDIO RELATIVISTA DE UN FLUIDO PERFECTO
TERMODINAMICO DE MASA MATERIAIL, VARIABLE
EN PROCESOS REVERSIBLES

por

JoaQuiNn OLIVERT PELLICER

INTRODUCCION. — En la actual termodindmica relativista se ha
llagado a un tal grado de variedad en cuanto a tendencias, teorias
e hipétesis, que no es raro el hecho de encontrar en el mundo cien-
tifico trabajos de aquel tipo en los que presentan diversas teorfas
con sus correspondientes hipétesis. Como ilustracién podemos men-
cionar la pugna existente entre el modo segtin el cual se transforma
la temperatura al pasar de un sistema inercial a otro.

Otra tendencia es ofrecida por investigadores, como por ejemplo
Taus, LicENEROWICZ, PHAM MAU QUAN (de los que daremos cuenta
en los epigrafes siguientes). Estos autores no se plantean tales cues-
tiones, sino que se limitan en sus trabajos a exponer todas sus ecua-
ciones en sus sistemas propios, limitdndose al empleo de variables
termodindmicas especificas y definiendo a su modo el concepto de
temperatura.

Una de las intenciones que nos indujo a la realizacién del presente
trabajo fue la de tratar de armonizar, en la medida de nuestras po-
sibilidades, dos de las tendencias cxistentes: la teoria termodindmica
inaugurada por el mismo FINsSTEIN, PraNck, pasando por MOLLER
(6) v en la que actualmente trabaja Gurssous (18), y la teoria de
TAUB-LICHNEROWICZ (5), (14).

Naturalmente se corria el riesgo de que estas teorias fuesen con-
tradictorias y en consecuencia irreconciliables, hecho que no ha
sucedido; sino que como presentaremos a continuacién se comple-
mentan. Se va a analizar las propiedades termodindmicas de un
fluido perfecto, en procesos reversibles, incluso cuando la materia
de la sustancia no se comnserve. Aunque en primera intencién nos
propusimos trabajar en relatividad restringida, a partir de la
Parryy IIT apuntamos la posible validez de la ecuacién fundamen-
tal (1.1.5) en relatividad generalizada.
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PARTE 1

Comenzamos con la deduccién de la ecuacién (1.1.5), a la que
llamamos «ecuacién fundamental en su primera forma», la obten-
cién de los primeros resultados que de aquella se derivan. En el
epigrafe siguiente, partimos de la idea de descomponer la energia
propia del sistema en suma de energia interna y de energia debida
a la masa material. Después de presentar la (1.1.7) (ecuacién funda-
mental en su segunda forma) como una generalizacién de la teoria
termodindmica cldsica, nos proponemos abordar el andlisis de los
procesos a entalpia constante (con ello particularizamos el discu-
tible caso, ya presentado por Louis De Broglie, de una particula
aislada), y hemos conjeturado algunos fendémenos naturales como
posibles procesos a entalpia constante. Acto seguido y en epigrafe
aparte, estudiamos la relacién entre temperatura global y la tem-
peratura especifica. Por dltimo, abordamos el estudio de las funcio-
nes de estado y los teoremas de comservacién.

Hemos de advertir que se ha preferido emplear letras latinas
para los indices comprendidos entre 1 y 4 inclusive, y las letras grie-
gas representardn los indices comprendidos de 1 a 3. Coincidiremos
la cuarta coordenada del espacio de Minkowski con el tiempo coor-
denado, salvo la constante ¢ (velocidad de la luz en el vacio) para
que tenga dimensién de longitud, multiplicada por la unidad
imaginaria.

Las férmulas con que partimos en nuestra exposicién son las
que obedecen al modo de transformacién del calor y de la tempera-
tura al cambiar de sistema inercial; éstas son las presentadas por
MoLLER (6) y Gurssous (18):

S T
dQ:dQO\/I —Ziz; dT:ciTO\/l —15‘2.

siendo @, T el calor y la temperatura observada, y Q9 70 el calor
y la temperatura propias del sistema termodindmico ; %, la velocidad
del sistema inercial.

Por otra parte, se admite en mantener, para procesos reversibles
y en cualquier sistema inercial, la expresién
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a la que Guessous (véase (18), pdg. 43) ha demostrado la invariabi-
lidad de la entropia al pasar de sistema inercial, empleando métodos
estadisticos.

En lo sucesivo, adoptaremos el siguiente criterio de signos:

1.0 Diremos que el trabajo es positivo W > 0 cuando es cedido
al sistema, y negativo cuando es realizado por el sistema.

2.0 Diremos que el calor es positivo > 0 cuando es absorbido
por el sistema, y serd negativo en el caso de que se desprenda
del sistema.

1.1. ECUACION FUNDAMENTAI, DE LA TERMODINAMICA RELATIVISTA
PARA LOS PROCESOS REVERSIBLES.

En la teoria de TAUB-LICHNEROWICZ (14) se llega a la siguiente
ccuacién

1"dso=d¢—‘¥ (I.1.1)

donde s9, 7 son la entropia y la entalpia especificas propias del sis-
tema termodindmico, 7 es la densidad de materia, sin tener en cuenta
la masa debida a la energia interna, a la que consideramos medida
en el sistema propio; p, la presién que se la toma como invariante
relativista. Finalmente, 7’ se considera como temperatura; pero
hemos de advertir que tal como se introduce 7" viene a ser el inverso
de un factor integrande para que ds0 sea una diferencial exacta.
(Tendremos ocasién de estudiar posible significado fisico de esta
magnitud).

Nuestro propésito es deducir, a continuacién, una ecuacién ter-
modindmica andloga a (1.1.1); pero con variables extensivas o glo-
bales, a la que llamaremos ecuacién fundamental. Para ello partiremos
de la expresion de la conservacién de la energia

dH =dQ + dW (1.1.2)

donde H es la energia relativista
Ahora bien, MOLLER (6) ha obtenido la expresién

) 12 _ —
dH:\/l — ' aQ0 — pav +u-dG (1.1.3)

12 — Collectanea Mathematica
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donde G es el momento relativista, ¥V, el volumen de la sustancia.
Por un célculo sencillo, obtenemos

dH + pdV = —ic dP, — Vdp

con tal de observar la definicién del cuadrivector momento del sistema
termodindmico (6) :
U.

1 7

_HO4 V0
T c
con

o py— B2V

w2
\/1 G

Pero por la expresion del cuadriventor velocidad

7 u 7c \

o = = —-—/—;;;::_5 (1.1.4)
w u
Vo

y previa sustitucién del resultado dado en (1.1.3), con la eliminacién
de dQ0 a partir de la expresién de la variacién de entropia, obtenemos
por un calculo directo la férmula

R, (1.1.1): Primera forma de la ecuacién fundamental
wdP; 4+ T04dS + Vodp =0 (1.1.5)

Consideramos esta férmula como la ecuacién fundamental para
el desarrollo del presente trabajo, ya que nos relaciona magnitudes
termodindmicas globales en las transformaciones reversibles

Como primer resultado tenemos el siguiente teorema :

Ty(1.1.2): «En todo proceso reversible, isobérico e isoentrépico
se cumple que

Uid P, = O»

Comentario 1.1.1: Tomamos este resultado como una gencralizacién
del caso de una particula relativista de masa propia constante.
En efecto: si consideramos ésta como «un supuesto sistema ter-
modindmico», hemos de convenir que se realiza su evolucién
como si fuera «a presién y entropia constante».
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1.2. SIGNIFICADO Fisico pE U'd P,

Segtin hemos visto en el epigrafe precedente, HO era la energia
propia del sistema. Nosotros vamos a descomponer (por un parale-
lismo conceptual con la hipétesis de TAUB) esta energia en dos tér-
minos: uno debido a la masa material, y otro correspondiente a su
energfa interna, es decir: establezcamos la relacién

HO = m0c2 4 EO (1.2.1)

donde E0 y m0 son la energfa interna y la masa propia material res-
pectivamente. Entonces

HO 4 pVO—=moc2 4 EO 4 pV00 —m0c2 41 (1.2.2)

la dltima igualdad queda justificada con tal de tener en consideracion
la forma matemdtica con que se define la entalpia

I=FE0+ pVo (1.2.3)

Por otra parte, de la definicién del cuadrivector momento del
sistema termodindmico, tenemos que

U'dP; = — d(H + pV0)
y debido a (1.2.2.) deducimos
Ry(1.2.1.): U'dP;= —d(mdc2 4 I) (1.2.4)

lo que difiere en el término de la entalpfa en este caso formado por
sistemas termodindmicos de fluidos perfectos y en el caso de una
particula relativista.

Como consecuencia del teorema (1.1.2) y de la férmula (1.2.4),
obtenemos el siguiente teorema

7,](1.2.2): «En un proceso reversible, isobdrico e isoentrépico
se tiene que

c2m0 4 I = constante»

En el caso de que las transformaciones termodindmicas se reali-
cen a presién constante, la ecuacién fundamental se reduce a

Uid, P + T0dS = 0
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y por (1.2.4) junto con

iS = flz?_; (1.2.5)

obtenemos de inmediato

Ry (1.2.3): En los procesos isobdricos se cumple
dQ0 = d (m0c2 4 I) (1.2.6)

férmula que generaliza la conocida expresién de la termodindmica
clasica, en donde los procesos se realizan a masa material constante.

Comentario 1.2.1: Un parecido resultado es presentado por GUEs-
sous (18), pags. 91, 92. Creemos que debe tenerse en cuenta dos
consideraciones. La primera consiste en que el citado autor no hace
la distincién entre energfa interna y la debida a la masa material,
con lo que todas sus demostraciones las realiza con el concepto
de masa total del sistema.

En segundo lugar, encontramos una diferencia mucho més pro-
funda: En su demostracién se fundamenta en los resultados obte-
nidos por Louis DFE BROGLIE, sobre la termodinamica de la par-
ticula aislada (véase el epigrafe siguiente), y considera un sistema
termodindmico como un conjunto de particulas, de modo que el
resultado del sistema sea igual a la suma de los resultados par-
ciales de las particulas integrantes del mismo. En consecuencia,
la férmula resultante es obtenida independientemente de que el
sistema sea isobdrico o mo, pues los puntos materiales se hallan
desprovistos de presion.

Es mds, la férmula de Gurssous dificilmente se la puede consi-
derar como generalizacién de la dada por la termodindmica cla-
sica, de modo que contenga a &sta por un paso a limite, por el
inconveniente antes citado de no imponer la condicién de ser
una transformacién isobérica.

Vamos a presentar la ecuacién fundamental de forma mds fami-
liar, con lo que se notard la analogia con otra férmula clésica.
Si sustituimos la (1.2.4) en (1.1.3), resulta

Ry (1.2.4): Segunda forma de la ecuacién fundamental:

T0dS = d(mdc2 + I) — Vodp (1.2.7)
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férmula que, al ser un invariante relativista, postularemos su va-
lidez en el caso de que estudiemos en el marco de la relatividad
generalizada.

1.3. PROCESOS A ENTALPIA CONSTANTE
Fn tales transformaciones, se tiene de (1.2.4) la expresién
UidP, = — c2dm0 (1.3.1)

lo que nos indica que, para estos procesos, el término U?d P, expresa
la desintegracién o creacién de materia.
Sustituyendo la (1.3.1) en (1.1.3), obtenemos

—c2dm0 4+ T04S 4- V0dp =0 (1.3.2)

Ahora bien, el término c2dm0 se interpreta como conversién de
materia en energia; pero si queremos expresar la pérdida de masa
propia (material), hemos de cambiarle su signo en todas las ecua-
ciones en donde aparece. Entonces la ecuacién (1.3.2) queda trans-
formada en

c2dmd + TO4S + Vodp =0 (1.3.2")

Como consecuencia de (1.3.2'), resulta que en los procesos isobé-
ricos se cumple la relacién

7048 = — c2dm0
es decir

Ty (1.3.1): En un proceso isobarico de un fluido perfecto (a en-
talpia conste), toda aniquilacién de materia corresponde a un
aumento de entropia, y toda creacién de materia a una dis-
minucién de entropia.

Comentario 1.3.1: En recalidad para que haya creacién de materia
10 es necesario que disminuya siempre la entropia, sino que debe
cumplirse, por (1.3.2), que

T04S + Vodp < 0

Una interpretacién a considerar, como consecuencia de esta fér-
mula seria la conversién de hidrégeno en helio en las estrellas de
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gran volumen, ya que basta una pequefia disminucién de presién
para que el término V04p se haga considerablemente negativo.
Esto en el supuesto de que las reacciones termonucleares de
las estrellas sean reversibles y se realicen a entalpia constante,
cosa muy poco plausible, sobre todo esta tiltima condicién.

En cambio que la aniquilacién de materia corresponda un aumen-
to de entropia parece estar de acuerdo con la radiactividad
natural, pues esos fenémenos son lo suficientemente lentos como
para considerarlos reversibles y que su energia interna no sufra
variaciones sensibles durante la citada radiacién, a la par que
se realizan a presién constante.

Finalmente proponemos el siguiente teorema, si bien en sucesivos
epigrafes serd superado por consideraciones mucho mds potentes.
Ll teorema en cuestién dice:

Ty(1.3.2): Si el proceso es isoentrépico especifico y conserva
la masa material, es isoentrépico e isobdérico.

En efecto: Al ser isoentrépico especifico y conservarse la masa
material resulta que es isoentrdpico, y por (1.3.2) es isobdrico.
Es evidente, por otra parte, que de (1.2.6) se cumple en este caso

4Q0 = c2dmo (1.3.3)

Comentario 1.3.2: A parte de los posibles fenémenos naturales a
entalpfa contante apuntados anteriormente, hemos de consi-
derar los casos de las particulas aisladas, pues éstas, ademds de
estar desprovistas de presién, hemos de convenir, por la simple
inspeccién de (1.2.4), que sus trasformaciones se realizan a en-
talpia constante. Entonces debe cumplirse la férmula (1.3.3),
demostrada (para el caso de una particula aislada) por pE Bro-
GLIE (9), citada por GuErssous, pag. 79, y redemostrada por este
mismo autor en la pagina siguiente de la cita anterior.

1.4. RELACION ENTRE LA TEMPERATURA GLOBAI, Y LA TEMPLERA-
TURA ESPECIFICA

Como el titulo del epigrafe ya indica, éste estd dedicado a estu-
diar la relacién existente entre la temperatura global 70 y la tempe-
ratura especifica 77, las cuales no tienen por qué coincidir debido
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a que corresponden a teorfas distintas. Estudiaremos ademds cuindo
y en qué condiciones coinciden.

Empecemos observando que en los procesos reversibles y, en
consecuencia, durante los mismos, el sistema va pasando por suce-
sivos estados de equilibrios termodindmicos, con lo que se exige que
sus variables respectivas tomen los mismos valores en todo el sis-
tema; es decir: dado un sistema (termodindmico), compuesto por
una sola sustancia (como nuestro caso por ser un fluido perfecto),
sea homogéneo; por lo que se cumple

7 V0 =m0 (1.4.1)

y por consiguiente, al multiplicar (1.1.1) por w9 y combinarla con
(1.2.7) se obtiene después de algunos cilculos sencillos

R, (1.4.1): Relacién entre la temperatura global y la tempera-
tura especiflca :

(T — TO)mOTO = (TOs0 — c2 & 4) dm? (1.4.2.)

Vamos a proponer la siguiente definicién

D, (1.4.1): Llamaremos funcién de Gibbs a
G=1I-7T0S

Si bien el concepto de funcién de Gibbs relativista se halla de-
finido la obra de Gurssous (18) pag. 63, difiere de nuestra definicién
en el hecho de que GuEssouUs, como ya hemos tenido ocasién de citar,
no hace la distincién expresada en (1.2.1).

Pasemos a continuacién a las condiciones de coincidencia :

T,(1.4.2): Si el proceso no es isoentrépico especifico, la condi-
cién necesaria y suficiente para que la temperatura global y
la temperatura especifica coincidan es que se conserve la masa
material o que la funcién de Gibbs valga — m0c2.

Demostracién: Ia condicién necesaria y suficiente para que las
dos temperaturas coincidan no la proporciona la férmula (1.4.2)
(en el caso de que el proceso no sea isoentrépico especifico) :

(TOS0 — i — ¢2)dmd = 0 (1.4.3.)
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Basta multiplicar por m0 para obtener la expresién
(G 4 mO0c2) dmd = 0

con tal de tener presente la definicién (1.4.1)
c.s.q.d.

Tin la obra de LicuNtrowIcz (14), se introduce la temperatura 7"
como el inverso del factor integrante de la ecuacién diferencial (1.1.1).
Ahora bien: en los procesos a entropia especifica constante, la tem-
peratura especifica 7' quedard indeterminada. En tales casos va-
mos a convenir que 7' = 70

ConvENiO (1.4.1): En los procesos isoentrépicos especificos,
r__
Y en consccuencia el teorema (1.4.2) quedard modificado del si-
guiente modo:

7,(1.4.2"): La condicién necesaria y suficiente para que la tem-
peratura global y la temperatura especifica coincidan es que
se conserve la masa material o que la funcién de Gibbs
valga — m0c2.

Ademd4s es inmediato demostrar que las férmulas (1.1.1) y (1.2.7)
son dependientes si, y sélo si, las temperaturas coinciden.

Ante estos resultados, vemos que en los casos de que no haya
creacién ni desintegracién de materia, es decir que la masa material
se conserve, s6lo tiene sentido hablar de una tnica temperatura,
como ocurre en termodindmica cldsica. En cambio, en los procesos
donde aparezca creacién o desintegracién de materia, es preciso in-
troducir dos clases de temperaturas en las ecuaciones termodindmicas
para poder describir dichos fenémenos.

Como tltimo resultado del presente epigrafe diremos que

R, (1.4.3): En los procesos tales que en ellos se conserve la
masa material, las dos temperaturas coinciden.

1.5. FUNCIONES DE ESTADO

Son muchos los trabajos que, consagrados a la termodinidmica
relativista, introducen funciones de estado para sus ulteriores desa-
rrollos fisico-matemadticos. Por tal motivo, hemos creido oportuno
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presentar una sintesis de algunos resultados que tradicionalmente
se exponen de manera informal. El motivo del presente compendio
es para poder contrastar con las funciones de estado de las variables
globales o extensivas (las cuales nos disponemos a introducir en este
epigrafe), y proponer una nueva HIPOTESIS DE TRABAJO. Los resul-
tados que vamos a obtener deben coincidir con los tradicionales en
el caso de que la masa material se conserve, pues estos tiltimos se
limitan, como nos disponemos a ver a continuacién, a las variables
especificas o intensivas.

Como sus demostraciones son practicamente las mismas que las
realizadas por PHAM MAU QuUAN (16) las omitiremos en el presente
articulo. Sélo diremos que de la (1.1.1) puede deducirse que las magni-
tudes termodindmicas p, 7, T”, 7, € (energia interna especifica), f (indice
del fluido), = (potencial termodindmico) son funciones de estado.

Hemos de advertir que

f=1+z;2; (1.5.1) m=c2f — T's0(1.5.2)

Pasemos ahora al estudio de las funciones de estado de variables
extensivas. Para ello hemos de admitir una nueva variable termo-
dindmica : la masa propia material. Esta variable resulta innecesaria
siempre y cuando se conserve la masa (material), como es el caso
de la termodindmica cldsica; pero en una teoria general, en donde
puede haber procesos de desintegracién o creacién de materia, nos
vemos precisados a admitirla, si bien en procesos isoentrépicos no
actda como variable independiente, como haremos patente en el
presente articulo.

He aqui algunas de las variables extensivas que, con la considera-
cién precedente, serdn funciones de estado:

Energia interna E=m0e
Entalpia I =m0z
Entropia S = mfs0
. 7
Volumen propio Vo — -5

En esta tabla se observa que una variable de estado global es
siempre producto de la masa material y de una variable intensiva.
Esta observacién la vamos a generalizar con la siguiente hipétesis ;
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H,(1.5.1): Una funcién de estado extensiva no puede depender
exclusivamente de variables especificas, a no ser que la masa
material se conserve.

Para terminar este epigrafe, tratamos de dar significado fisico
a las temperaturas introducidas, concretamente la temperatura es-
pecifica.

Recordemos que en los procesos en que se conserve la masa mate-
rial las temperaturas global y especifica coinciden ; entonces 70 ser
funcién de estado, por lo que tal temperatura es considerada como
la del sistema termodindmico.

En cuanto a la temperatura especifica diremos que resulta ser
un pardmetro de tipo térmico que hace las veces de temperatura en
las funciones de estado. Con ello, se ha extendido el conjunto de
tales funciones de estado para los casos de no conservacién de mate-
ria, de la misma forma con que se tiene en la termodindmica clésica.

1.6. TEOREMAS DE CONSERVACION

Nos disponemos a dar un teorema, el cual nos permitird conocer
en lo sucesivo los procesos en que exige conservacién de masa mate-
rial de los sistemas termodindmicos. Ello no quiere decir que sean
tnicamente los que puedan haber conservacién de materia. Veamos
dicho teorema :

T,(1.6.1): Los procesos isoentrépicos conservan la masa ma-
terial.

Demostracién: Sabemos que se cumple la férmula (1.4.2):
(T" —TO)m0ds0 = (T0s0 — c2 — 4) dm0 = (T0s0 — c2f)dmo
pero como se tiene
A4S = m0ds0 - s0dmo0
resulta por un simple célculo
(T"s0 — c2f)dm0 = (T" — T0)dS
Al ser el proceso isoentrépico, esta ecuacién se reduce a

wdmd =0 (1.6.1)
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con tal de tener en cuenta la definicién del potencial termodina-
mico (1.5.2).

El teorema quedaria demostrado si se consiguiese probar que el
potencial termodindmico no se anula en las transformaciones citadas
en el enunciado del teorema. El procedimiento a seguir por nosotros
se compone de varias etapas, de las cuales una consistird en demos-
trar que en su proceso no se anula el potencial termodindmico.

Debido a que x es una funcién de estado, distinguiremos en la
demostracién varios casos o posibilidades:

a) Sean p y T' las variables termodindmicas independientes
A su vez hemos de distinguir otras dos alternativas:
1.0 Procesos no isobdricos ni isoteirmos especificos

Por diferenciacién del potencial termodindmico
dn = c2df —s0dT" — T'ds0

y por la ecuacién (1.1.1) en funcién de f

T a0 = c2 df — ;1 ip
resulta

dm = — 04T + }dp (1.6.2)

lo que nos dice que dx # 0, de donde se infiere que = # cte durante
el proceso, y por consiguiente no toma el valor cero en todo el tiempo
que dura la transformacién. Vemos, pues, por (1.6.1) que debe con-
servarse la masa material.

2.9 Procesos isobdricos e isotermos

Como s0 es una funcién de estado, nos es permitido expresarla
en funcién de p y 77, es decir

0= $0(p, T')

con lo que al ser transformaciones a presién y temperatura especifica
constantes, se infiere de inmediato que tales procesos son a entropia
especifica constante. Ahora bien, de la definicién

S = s0m0
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resulta sin mds que se debe conservar la masa material, ya que el
teorema exige que los citados procesos sean isoentrépicos.

Puede ocurrir que la expresién (1.6.2) se anule sin cumplirse
dp =0,dT" = 0; entonces p y T’ no serian variables independien-
tes, caso éste que nos disponemos a analizar a continuacién :

b) Sean v, T’ las variables independientes

Estudiaremos el caso de que dzz = 0, sin ser constantes py T.
Evidentemente se deduce de (1.6.2) la relacién

adp =s0rdT’ (1.6.3)

Por otra parte, como p es funcién de estado, se tiene

8 8
ap — a—f(lr—f—b—%dT’

y por la (1.6.3), se deduce de inmediato que

op _
L=o0 (1.6.4)
;;Z?_i; = s0y (165)

La relacién (1.6.4) exige que la presién no dependa explicitamente de
la densidad propia material; en cambio la segunda relacién (1.6.5) si
la integramos resulta

p=rstdT’ +C

de donde vemos que p depende de 7, lo que contradice la relacién
(1.6.4), a no ser que el proceso se realice de forma que

§0 — h_(?T'_) — 90 (T (1.6.6)

siendo % (I’) una funcién arbitraria de 7.
Pero si multiplicamos la (1.6.6) por m0

Von (I") = S = K = constante
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¥y en cousecuencia

lo que nos indica que una variable extensiva (como es nuestro caso
V0) depende solamente de una variable intensiva, y ello inicamente
es posible si hay conservacién de materia, por la hipétesis (1.5.1)

c.s.q.d.
La experiencia parece corroborar en favor del teorema, pues es
sabido que en los procesos de desintegracién vienen acompafiados

por desprendimientos de calor.
Finalmente daremos dos resultados inmediatos

R,(1.6.2): En los procesos isoentrépicos las temperaturas coin-
ciden y son ademds isoentrépicos especificos.

Més atn, el teorema (1.6.1) modifica en parte el T, (1.2.2):

R,(1.6.3): En un proceso isoentrépico e isobdrico reversible,
se cumple que su entalpia permanece constante.

PARTE II

Pese a que nuestro estudio se centra en relatividad restringida,
conservaremos el formalismo tensorial, en sus casos més generales,
con vistas a posibles generalizaciones.

2.1. ECUACION FUNDAMENTAI, PARA UN ¥LUIDO CARGADO

Se sabe que el tensor impulso-energia, para un fuido perfecto
cargado, toma la fama

T;=rfUU,+péi + 7] (2.1.1)

donde cl término T.; es el tensor de Maxwell-Minkowski.
Apliquemos acto seguido las ecuaciones de conservacién

1
Vid.=
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a (2.1.1) con lo que

aU. . 0 i
1o+ U + L+ uTi=0 (1)

con T queremos expresar el tiempo propio del sistema.
Contraemos a continuacién la (2.1.2) con U’ y como

viti=0; UU= -, gidf _ 4P

’ ox  d=

se obtiene en consecuencia

a : . ;

d_é — 2, (o) (UY) — Uiy, T (2.1.3)
A partir de la ecuacién fundamental (1.1.5) y previa eliminacion
del término gi—i obtenemos

R,(2.1.1): Ecuacién fundamental para fluidos perfectos cargados

,AP;
v

U S T°Z—§ +V02v, (rfU) = VOU v, 77 (2.1.4)

féormula de la que haremos uso en los siguientes epigrafes.

2.2. PROCESO LOCALMENTE ISOENTROPICOS

Antes de introducir los conceptos con que titulamos el presente
epigrafe, vamos a hacer algunas modificaciones en la ecuacién fun-
damental. Empecemos, pues, transformando la expresién (1.2.4):

vl Ui ) = — U0 2

lo que nos permite expresar

;dP

Udr

. . X 0
L Py, (rf U = c2rf(V0 v, Ui — ‘%)

es decir que la (2.1.4) queda transformada en
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R,(2.2.1): Ecuacién de variacién del volumen propio de un sis-
tema termodindmico

ds v o
0 _— 2 Ovy.U! — | =VoUivw. T
T0%> 4 rf[V VU -S| = Uiy Ts 2

En los cdlculos, hemos empleado las expresiones (1.4.1) y (1.5.1).

Para mayor comodidad en el lenguaje usado en la presente me-
moria, vamos a introducir un nuevo concepto que lo definiremos de
acuerdo con

D, (2.2.1): Llamaremos procesos localmente isoentrépico a aqué-
llos que cumplen que

as 0
dv
Esta definicién nos sugierc una critica que la relegamos al final del
epigrafe.
Por de pronto tenemos que, en los procesos localmente isoen-
trépicos asi definidos, la ley de variacién del volumen propio, de
acuerdo con (2.2.2), serd

R,(2.2.2): Variacién del volumen propio en los procesos local-
mente isoentrépicos

a . | S ;
— 0 — . _ LT
7 InV v, U 27 Uv,:T; (2.2.3)

Comentario 2.2.1: Esta ley también es valida para las transforma-
ciones termodindmicas a entropia constante, pues tales procesos
son localmente isoentrépicos. Por otra parte, sabemos, por el
teorema (1.6.1), que los procesos isoentrépicos conservan la masa
material, por lo que en las citadas transformaciones, serd también
vélida la férmula (2.2.3) para voltmenes especificos. En tales
circunstancias y en el caso de un fluido neutro, la citada férmula
‘se reduce a

i Invd = v, U
dt

que coincide con la expresién deducida por Eckart (4), pag. 920
y redemostrada por Kranvs (12), pdg. 57. El procedimiento
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empleado por estos autores consiste en anular la divergencia del
vector flujo de masa:

8, (W0 U') = 0
Por un célculo andlogo al anterior, se tiene

. dP; ) dm0 .
L 2RA S 0.2 . Jo—— — c2Ff__ L 2]/0 !
U i - Voc2y, (vfU cfdr Lc2Vofy; (vUY)

que por sustitucién en (2.1.4) resulta

0
_ czf‘i_d’iz_ + 2 VOfy, (r U + 10 gs

o =VUv T (224)

De la expresién (1.1.1) junto con la (2.1.3) nos permite eliminar

d—j—) con lo cual

dt

j— dso as c2 N e ;
P =a 7 VU) U7, (2.2.5)

Si derivamos la (1.5.1) con respecto a v y sustituinios en (2.2.5),
obtenemos
aso

i _ 1 . ,:—02 ; i
I = U T = S fo,(rU) (2.2.6)

En la obra de LicENEROWICCZ (14) pag. 29, se encuentra definido
el siguiente concepto :

D,(2.2.2): Se llama proceso localmente adiabdtico aquél que
cumple que

aso

at

Pues bien, nosotros vamos a enunciar y demostrar un nuevo teo-
rema, el cual presentard, en la Parte IV, una variante de interés.

T,(2.2.3): En todo proceso localmente adiabatico tal que la
funcién de Gibbs no sea igual a — m0¢2, se conserva la masa
material a lo largo de las lineas de corriente.
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0
Demostracién: Al ser localmente adiabdtico (% =0 y por
(2.2.6), se tiene
Uiv,Tj—c2fv;(¢U) =0
entonces la (2.2.4) queda reducida a
as dmo
022 o Fl —
d i ¢ / az 0
pero como
as aso amo amo
- 0 -5 ‘0 —_— = \‘0 — . .
i = "7 - T YT (2.2.7)
resulta
dm dmb
TOgO 2 fFf -
1 f i 0

v si tenemos presente la definicién de f y simplificamos
(G 4+ mOc2)dmd = 0
pero como por hipdtesis
G4+ mdc2£0 (2.2.8)

resulta que m0 es constante.
c.s.q.d.

Comentario 2.2.2: En la parte IV, demostraremos que, por exigen-
cia de una evolucién determinada de un sistema termodindmico
o para la existencia de ondas hidrodindmicas, se debe cumplir la
condicién (2.2.8); por lo que resultard que en los procesos local-
mente adiabaticos se counserva la masa material. Entonces se
tiene que todo proceso localmente adiabdtico es localmente
isoentrépico.
En cambio, no hemos visto que todo proceso localmente isoen-
trépico sea localmente adiabatico.

13 — Coulectanea Mathematica
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2.3. RELACION ENTRE LA DENSIDAD PROPIA DE CARGA Y LA DEN-
SIDAD PROPIA DE MASA PROPIA MATERIAIL

El propésito de este epigrafe es generalizar un teorema presen-
tado por LICHNEROWICH (7), pag. 59, que, a su vez, es una modificacién
de otro teorema presentado por este mismo autor en (14), pag. 55.

En primer lugar, se sabe que el vector corriente eléctrica toma
la forma

|

T= - (U + o¢) (2.3.1)

Por la condicién de conservacién de la corriente eléctrica, debe
cumplirse

vi] = ;1 [Vi(e®U') + v, (oe')] =0 (2.3.2)

El significado fisico del término EI 00 U' es que representa la corriente

.. . o . . ..
de conveccidn del fluido, y el : ¢' expresa la corriente de conduccidn,

siendo g0, o, ¢’ la densidad propia de carga eléctrica, la conductibilidad
eléctrica, componente del campo eléctrico respectivamente.
Ahora bien, por la identidad

dr

T +7rv, U = v, (»UY

y por la expresién anterior (2.3.2), obtenemos de inmediato que

(=)

d o0 1 ; 1 ;
Zi_%ln =5 v; (v U) 4 Ev,-(ae) (2.3.3)

4

Probemos a continuacién el siguiente teorema :
T,(23.1): En los procesos localmente adiabaticos tales que

Vi(oe) =0 y va,-ﬂ‘.;: =0

se verifica la relacién

= comnst.

A YIS

a lo largo de sus lineas de corriente.
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Demostracién: Al ser v, (oef) = 0, la (2.3.2) se reduce a

Vi (rUY)

R | -

a 0
=

pero por (2.2.6) y por ser la transformacién localmente adiabatica,
se tiene

Uiv, T —e2fv,(r U) = 0

expresién que, por la hipétesis U/ v; T.; = 0, se reduce a

Vi(rU) =0
y por lo tanto
d 0
e in > =0
0o lo que es lo mismo
0
¢ — const
7

a lo largo de las lineas de corriente
c.s.q.d.

2.4. CASO DE UN FLUIDO PERFECTO CARGADO SIN INDUCCION

Lste epigrafe estd dedicado a presentar un caso particular de
fluidos perfectos cargados: los fluidos en donde no aparece el fené-
meno de induccién. Dejaremos para el préximo apartado el estudio
de los fluidos inductivos.

En el caso que nos ocupa, es conocido el hecho de que el campo
cléctrico se halla relacionado con el tensor electromagnético F;; por
la férmula

€ = é U'F, (2.4.1)
También es conocida la relacién

Vi Ta= — 7% Fy (2.4.2)
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(El lector puede consultar la obra de Synge (10), en donde se demues-
tra la férmula precedente)

Con estas dos expresiones y teniendo en cuenta la (3.3.1),
calculamos

Uiv,Ti= —ode (2.4.3)
con lo que la expresién (2.1.4) queda transformada en

L‘ii}? + T as + Voc2 [Vi (rfU) + ;:2 o eiilz 0 (2.4.4)

u at

Por otra parte, de (2.4.3), (3.2.4), (1.4.1) y (2.3.2), obtenemos el
siguiente resultado

R,(2.4.1): Relacién entre la densidad propia de carga y la den-
sidad propia de la masa propia material

4, o0 d 1 . )

J— = — 0 —_— . o - - gte.

d_[ln = 7 Inmd + & V; (o¢e) O F dz Cere e, (2.4.5)
Impongamos a continuacién la condicién de que el proceso sea

adiabdtico. En tales procesos, se deduce inmediatamente de (1.1.1)

y de (1.5.1) que

af ap
20 2L — po L 4
c2md = 7 (2.4.6)

Deducimos con toda facilidad de la ecunacién fundamental (1.2.7)
con la ayuda de (2.4.6) que

710 % = (2 dd—r (mOf) — c2m0 g{ = cofj—r 1m0 (2.4.7)

con lo que resulta

d 10 4§

—inmd — ——— —— =10
dr mOc2 fdr

y en consecttencia la relacién entre la densidad propia de carga y la

densidad propia material, para los procesos localmente adiabdticos,

vendra dada por

d o ¢ ; o
Ti7 = V; (oe’) — me e; (2.4.8)
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En los fluidos de conductibilidad eléctrica nula, la ecuacién (2.4.4)
se reduce a

.dP,

U

+ 70 s + Voc2y, (#fU) =0 (2.4.9)
ar

lo que nos dice que, en sus transformaciones energéticas termodina-
micas, los citados fluidos se comportan como si no estuvieran car-
gados. :

Por otra parte, la féormula (2.4.8) se reduce a cero, con lo que
obtenemos

0
e _ const.
7

a lo largo de sus lineas de corriente, resultado obtenido por LICHNE-
rROWICZ (14), pag. 59.

Hemos de advertir que los fluidos que nos ocupan verifican las
condiciones del teorema (2.3.1), ya que de (2.4.3) se cumple

Uiv;Ti=0

al ser nula la conductibilidad eléctrica. Ni qué decir tiene que tam-
bién se cumple la verificacién de la segunda condicién.
Finalmente, ofrece interés la variacién del volumen propio de
un fluido perfecto cargado. En efecto, combinando la (2.4.3) con la
(2.2.3), se obtiene para los casos de procesos localmente isoentrépicos :

R,(2.4.2): Variacién del volumen propio de un fluido perfecto
cargado sin induccién, en procesos localmente isoentrépicos :

a . o
— 0= v. ——c'e; .
P inV v, U+ chfe é; (2.4.10)

Ante este resultado, hemos de admitir un fenémeno andlogo a
la electrostriccién en los fluidos perfectos en presencia de un campo
eléctrico. Pero con una diferencia diametralmente opuesta, consis-
tente en que la férmula (2.4.10) predice una dilatacién en el volumen
propio de la sustancia fluido; mientras que el fenémeno de la elec-
trostriccién tiende a disminuir el volumen, disminucién ésta ocasio-
nada, como es bien sabido, por fuerzas y tensiones internas de la
sustancia en cuestign.
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Esto nos induce a pensar que, o estamos ante un efecto relativista
desconocido por la experiencia, o la variacién de volumen propio
exige que el proceso, durante el cual se presente tal variacién, no
sea localmente isoentropico.

Si aceptamos la primera posibilidad, cabe preguntarse por qué
no ha sido detectado por la experiencia. El principal argumento,
que hemos encontrado en favor de esta posibilidad, es que la dilata-
cién volumétrica, debida a este hipotético fenémeno nuevo, debe
ser muy pequefia (téngase en cuenta el factor c2 en el denominador),
la cual quedaria enmascarada por el fenémeno de la electrostriccién
propiamente dicha. Por otra parte, el fenémeno electrostrictivo no
lo predice nuestro estudio presente como era de esperar, pues en el
mismo nos hemos dedicado a fluidos perfectos, en los cuales no apare-
cen fuerzas ni tensiones internas anisétropas, principales causantes
de la electrostriccién.

Si por el contrario admitimos la segunda posibilidad de las dos
indicadas anteriormente, hemos de recurrir a la ecuacién (2.2.2) que,
junto con la (2.4.3), nos proporcionard la ecuacién diferencial en
que interviene la variacién del volumen propio en los casos mds
generales, pero siempre circuscritos a procesos reversibles:

avo

is |
0 _— 2 0. Uy — ____
0% 4 ¢ rf[V v ad

J—l— Voge,ee =0  (2.4.11)

PARTE III

Nos disponemos a estudiar los fluidos perfectos cargados con
induccién, tanto eléctrica como magnética (fluidos inductivos) para

finalizar con el estudio de algunas propiedades originales en la mag-
netohidrodindmica ideal.

3.1. ECUACIONES DE MAXWELL

La descripcién de los fenémenos electromagnéticos puros, para
el caso de induccién, vienen dado por dos campos tensoriales de
segundo orden antisimétricos o 2-formas: B y H (tensor campo
eléctrico con induccién magnética y tensor campo magnético con
induccién eléctrica).
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A su vez se definen los siguientes campos

campo eléctrico e ——-El UX B
induccién eléetrica d;, = El UX H.,
. (3.1.1)
campo magnético h; = : UK *H,
induccién magnética b, = zl UX *B.,

Constiltese, por ejemplo, ArcIDIACONO (19).
Es conocido ademds (LicHNEROWICZ (14), pag. 84) que el opera-
dor adjunto cumple (en el caso que nos ocupa):

#2 = — (— 1)@4-0p (3.1.2)

donde p es el orden de la forma aplicada al operador .
Por otra parte el vector corriente eléctrica definido por (2.3.1),
en virtud de (3.1.1), resulta ser

7K — El (Qo UK _ g U, BiK) (3.1.3)

Asimismo, el tensor de Maxwell-Minkowski toma la forma
1 s
Tik = zng B, H™ — H, By. (3.1.4)

Las ecuaciones de Maxwell, expresadas con el formalismo de la
diferencial y codiferencial exteriores (LicENEROWICZ (14), pég. 87)
vienen dadas por

dB=0; 0H =1 (3.1.5)
Hemos de recordar que la codiferencial exterior se define como

§=(— 1) 5=1d » (3.1.6)
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(CroQuET-BrUmAT (15), pdg. 248), que de (3.1.2) se reduce a

0= —=d=x (3.1.7)
Y por céleulo directo, de (3.1.5) se obtiene las conocidas expresiones

ViH = — 7%, 9xJ¥=0 (3.1.8)

3.2. ECUACION FUNDAMENTAT,

Si calculamos la derivada covariante de (3.1.4), resulta
o 1 1 .
ViTxk =7 By, + 1 H* vy B, + ] B, v H™ — H* v, By, (3.2.1)

con tal de tener en cuenta la primera ecuacién de (3.1.8). Ahora
bien, por un cdleulo directo se obtiene la primera ecuacién de (3.1.5)
que

H*v,; By, = % H»vg B,
Si llevamos este resultado a la (3.2.2):
Tk =Bt g (B,viH® —H'vB,)  (322)
y por consecuencia de (3.1.3), (3.1.1) y (3.2.2);
UKy, Tk = —ace + ;i UX (B,,vxH" — H*vg B,,) (3.2.3)

Para obtener la ecuacién fundamental de un fluido perfecto car-
gado con induccién, basta sustituir csta tltima expresién en la ecua-
cién (2.1.4), es decir

R,(3.2.1): Ecuacién fundamental de un fluido perfecto in-
ductivo:

4P, as e
i . T0 2 0,2 . 4 —e. et =
US4 T g v {v,(ﬁU)—{—cze,e]

VOUi (B, v;H* — H* v, B,)] (3.2.4)

Bl =
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3.3. CAsO DE FLUIDOS PERFECTOS ISOTROPOS
Un medio eléctricamente isétropo se define como
d;=Ee;; b= uh, (3.3.1)

2 12

(Véase como por ejemplo Arcipiacoxo (19); LicHNErowicz (14),
péagina 86).

Nuestra principal intencién, por el momento, es simplificar la
expresién (3.2.3.) con lo que calculamos en primer lugar la estruc-
tura de B,,. Para ello, partiremos de (3.1.1), concretamente de

b=

ik
= Ux *B™*

donde, por definicién de tensores adjuntos,
* RIK 1 iKab
*B'F = §_| n Buh
de ambas se deduce de inmediato
s UV = 5o 058 01U B, (33.2)

donde #%% es el tensor permutacién, y

& o o
Oig = | O  On O
8 o, &
se sigue directamente
1 . . .
¢B, = - Om Uy Ui By — 3y Ui b (3.3.3)

Del mismo modo obtendriamos para H,, una expresién aniloga

CHml = % 6?»5; Ua (]ijj - nlmy'i Ufh{ (334)
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Ahora bien, como tratamos con medios isétropos la férmula (3.3.4) es
susceptible de presentar alguna modificacién con la ayuda de (3.3.3):

1 1 | .
Hm.l == ﬁ Bml + (:_2 (E - ;t) 6[;;; Ua U’ Bbj (335)

férmula que también puede ser escrita de la forma

<r 1 s? 1 1 rs a i
H” = B 4 C—Z(g — ﬁ) s U U, BY (3.3.6)

y previo célculo de su derivada, se llega a la expresién

B v, = BB o)1)+ B, v, B — LUV, B, B, (e 1) -
poop c p
2 l) B U U, B% 3

Un céleulo andlogo nos permitird Ilegar a la siguiente expresién

H*,B,=1BeyB, - 3—2(5 _ /1‘) UsU,B¥7,B, (3.38)

|-

Restemos de (3.3.7) la ecuacién (3.3.8):
s s s 1 2 Je [J Bb 1
B, v;H* — H"v,B, = B,,B"0, ,7)‘?20 By B0 (e — )~
2 (e ) (B v, (U U, BY) — U U, B¥7,B,]  (3.39)
_0_2 —ﬁ[ab7j i ) i Vi ab] 3.

En el momento de simplificar esta tltima expresién, hemos de
tener presente que

B, B = 2(bjbl — ¢¢) (3.3.10)

El segundo término resulta con una sencilla simplificacién

2 U U, B, BY = — 26,0 (3.3.11)
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y para el tercero se obtiene

B, vi(UeU;BY) — U*U; B"7; B,y = 29 ¢, U;bx v; U (3.3.12)
Si sustituimos a continuacién las (3.3.10), (3.3.11) y (3.3.12) en (3.3.9),
obtenemos

B, 7;H® — H"7;B, = 2¢,¢' 3;E +
20,0, (%) - % €u—1)Liv,U — 46,.efa,.(ll)
con el supuesto de haber definido a L® como
L = K ¢, U, hy (3.3.13)

y cuyo significado fisico es muy conocido como el vector de Poynting
generalizado (ver LICHNEROWICZ (14), pags. 88, 90)

Ademaés, como consecuencia de (3.2.2) y (2.3.1) resulta en definitiva

K s == — et - et — — .t
UK v, Tk ge; e —{—2(6,3 T hl dr)+
1 dU, d

Una vez hecho el cdlculo precedente, la ecuacién (2.1.4) toma
la forma:

R,(3.3.1): ‘fi_f_ + VOCZ[ U+ 2 e]—]— Tog—f -
Vo, de L d
-———(ee,[—z——lzh )+4ee,d—(—)—]—
y0 dU,
+ oy En—1) L (3.3.15)

vy en el caso de que &£, u no dependan del tiempo propio, esta ecua-
cién se reduce a

dP, as . o .
0 0c2 |, ) 2| =
Udr Td +VC{V,(7’fU)+0266;J
Vo . dU,;
—m En 1)L (3.3.16)
ac . du

d—z:_o’ dt =0



196 Joaquin Olivert Pellicer

El significado fisico del dltimo término de (3.3.15) o de (3.4.16)
interpretamos como la pérdida de energia debida a la radiacién
electromagnética. Es de destacar que tal radiacién no aparece en
el caso de que el sistema describa globalmente una geodésica, ya
que se cumple

Ti
au — 0

dr

Evidentemente en los sistemas inerciales, segtin la férmula anterior,
no aparece el fenémeno de la radiacién, resultado éste que se halla
de acuerdo con la teoria clésica.

Los restantes términos de indole electromagnética que aparecen
en las ecuaciones (3.3.15) y (3.3.16) representan pérdidas de energia,
a causa de variacién de volumen propio del sistema (producidos por
los mismos), ya que basta sustituir la (3.3.14) en la (2.2.3) para con-
firmarlo, en el caso de considerar procesos localmente isoentrépicos.

3.4. NUEVAS PROPIEDADES DE LA MAGNETOHIDRODINAMICA IDEAL

Entenderemos por «magnetohidrodindmica ideal» tal como se
suele definir en LICHNEROWICZ (14), pag. 93, asi como en ARCIDIA-
coNO (19), pag. 154; es decir: como «el estudio de las propiedades de
un fluido perfecto relativista como conductibilidad eléctrica infinitan.

De esta definicién se deduce inmediatamente que si el vector
corriente eléctrica se conserva finito, el término oe' también debe
ser finito, con lo que el campo eléctrico serd nulo, y en consecuencia
el vector de Poynting generalizado se anulard. Entonces la expresién
(3.3.14) se reducird a

i (3.4.1)

i 1
K < t—
UK <7, Tk 5 7

que sustituyendo en (2.1.4) resulta

R,(3.4.1): Ecuacién fundamental de la magnetohidrodindmica
ideal

aP, as . 1 .
i 0 22 0¢2 7, = — _ VOkih.
dr—lf—TdT—{—chl(VfU) lezh_,

5

Ui £ (3.4.2)

v
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v en el caso de que u no dependa del tiempo propio, queda reducida
a su vez
;4 P,

i o @S ;
U = + [OE + Voc2y, (#fU) = 0 (3.4.3)

es decir: en tal circunstancia la magnetohidrodindmica ideal se
comporta como si el fluido perfecto no estuviera cargado, en sus
transformaciones energéticas.

Estudiemos a continuacién la variacién del volumen propio,
expresion facilmente calculable con tal de sustituir la (3.4.1) en (2.2.3),
en caso de tratar con procesos localmente isoentrépicos,

R, (3.4.2): Variacién del volumen propio en las transformacio-
nes localmente isoentrépicas:

d - 1 d
=LV =y, U+ 2ev] b b ﬁ (3.4.4)

Nos hallamos de nuevo ante un resultado parecido al presentado
en (2.4.10) respecto al efecto «pinch» de una sustancia en su estado
de plasma. Pero el caso presente ofrece dos posibilidades: dilatacién
del fluido si la variacién de la permeabilidad magnética respecto
al tiempo propio es positiva, o compresién del mismo en el caso de
que la citada variacién de la permeabilidad sea negativa.

Finalmente, si la permeabilidad magnética no depende del tiempo
propio, la expresion (3.4.1) toma el valor cero. Ahora bien, de la de-
finicién de la magnetohidrodindmica ideal, se llega a la conclusién
(tal como hemos razonado) de que o¢' fuera finito. Si nosotros im-
ponemos la condicién adicional de que

UK, Tk =0

se cumplird las condiciones para que se verifique el teorema (2.3.1),
es decir que «la densidad propia de carga y la densidad propia de la
masa propia material es constante a lo largo de las lineas de corriente
en un proceso localmente adiabaticon.
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PARTE IV

Son varios los autores que han propuesto sendas definiciones para
el concepto de incompresibilidad, algunas de ellas parecen diferir
considerablemente de la propugnada por los académicos de la Lengua
(el que no se puede comprimir o reducir a menor volumen) ; es mds
cada una de ellas excluye las restantes. Asi por ejemplo : la definicién
propuesta por LicHNEROWICZ (7), pag. 91 (fluido cuya velocidad de
su onda hidrodindmica coincide con la de la de la luz), niega la in-
compresibilidad de EDDINGTON (1) (traza del tensor impulso-energia
constante) por haberse demostrado, en el marco de la relatividad
restringida (SyY~NGE (10), pags. 307, 308), que la velocidad de su onda
hidrodindmica es c/V/3.

SYNGE sostiene la opinién de SCHWARZSCHILD, en cuanto que en
su articulo (3) considera como fluidos incompresibles aquéllos que
cumplen que u® = constante, es decir que permanezca invariable
la densidad macroscépica o densidad masa-energia; y se opone a
la definicién de EDDINGTON por considerar que «convierte en incom-
presible la radiacién electromagnétican.

No obstante, si aceptamos la definicién de incompresibilidad de
SCHWARZSCHILD, se demuestra (siempre en relatividad restringida:
SYNGE (10), pdgs. 307, 308) que la velocidad del sonido en dicho
medio se hace infinita, lo que la definicién de SCHWARZSCHILD es comn-
tradictoria con los principios de la teoria de la relatividad.

Nuestro propésito es proponer una nueva definicién de incompre-
sibilidad que, sin perder el cardcter intuitivo de la misma, englobe
en lo posible las definiciones anteriores.

4.1. DEFINICION DE PROCESOS INCOMPRESIBLES, PROPIEDADES PRI-
MERAS

Distinguiremos el concepto de proceso incompresible del con-
cepto de fluido incompresible, del mismo modo que en mecénica
se distingue entre «desplazamiento rigido de un sistema» y un «sis-
tema rigido». En termodindmica clésica tenemos un ejemplo claro
en los gases ideales, respecto a las diferencias conceptuales que pre-
tendemos exponer: un gas ideal puede experimentar procesos isé-
coros; sin que, por ello, sea incompresible.
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De acuerdo con lo que acabamos de indicar, estableceremos las
siguientes definiciones :

D,(4.1.1): Llamaremos proceso incompresible a toda transfor-
macién termodindmica que se verifique

v (fU) =0
durante la misma.

D,(4.1.2): Diremos que un fluido es incompresible si todos sus

procesos se realizan incompresiblemente, de acuerdo con
D, (4.1.1).

Nos limitaremos a estudiar tnicamente fluidos perfectos neutros,
con lo que a continuacién vamos a establecer algunos teoremas que
caracterizaran en lo sucesivo tales fluidos:

T,(4.1.1): Dado un fluido perfecto incomprensible, tal que se
conserve la masa material en un proceso isobérico, su volumen
propio no varia durante el mismo.

Demostracién: Tomemos como férmula de partida la (2.2.2),
particularizada al caso de ser un fluido perfecto neutro:

as : avo
V2 420 fy. Ul — c2pf 20" —
1 7 +c2mOfg, U — c27f 7= (4.1.1)

Por conservarse la masa material, de acuerdo con 14, 7"=170, y
entonces los dos primeros términos de la ecuacién precedente se
reducen con la ayuda de (1.1.1) a

as : m0 dp ap
0 _— L c240 = — — L = oL
Tdr Fe2mdfv, U Vd

Debido a esto, la ecuacién de partida toma la sencilla forma
Vodp + c27fdVo =0 (4.1.2)

pero como el teorema exige que el proceso sea isobérico, dp = 0,
con lo que debe cumplirse en consecuencia

avo =10
c.s.q.d.
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En el supuesto de que no se conserve la presién, la variacién
del volumen propio viene expresado por la férmula (consecuencia
de (4.1.2)

Vo

es decir

R,(4.1.2): Un aumento (disminucién) de presién corresponde
a una disminucién (aumento) de volumen propio, en el su-
puesto de que se conserve la masa material.

Por otra parte, si calculamos el coeficiente de compresibilidad

1 dVo
K=—vap
obtenemos de (4.1.3) que tal coeficiente no es idénticamente cero;
sino que toma el valor

R, (4.1.3): Coeficiente de compresibilidad para un fluido perfecto
incompresible :

1

Estos tltimos resultados parecen que no se hallen de acuerdo con
la definicién idiomdtica de incompresibilidad, citada anteriormente.
En realidad este desacuerdo es aparente, ya que en la «vida ordinaria»
la teoria relativista se reduce a la fisica cldsica como caso limite,
con tal de hacer tender ¢ al infinito, y, como consecuencia, el segundo
miembro de (4.1.3) tiende a cero, resultado ademads independiente de
cualquier variable termodindmica. Asimismo, el citado coeficiente de
compresibilidad también se reduce a cero.

Si bien LiceNErowIcz (CoLL (20) pag. 8) define el volumen dind-
mico como una variable intensiva resultante de multiplicar el indice
del fluido por el volumen especifico del mismo, adoptaremos (de
acuerdo con nuestro propésito de extender la aplicacién de las varia-
bles globales a la termodindmica relativista) la siguiente definicién
para los voldmenes dindmicos globales:



Estudio relativista de un fluido perfecto 201

D*(4.2.3): Llamaremos volumen dindmico global D, de volumen
propio V0 y de indice f, a

D = fvo

Los voliumenes dindmicos, asi definidos, quedan caracterizados
por la propiedad explicitada en el siguiente teorema :

T,4.1.4): Dado un proceso localmente isoentrépico, la condi-
cién necesaria y suficiente para que un fluido perecto neutro
sea incompresible es que se conserve su volumen dindmico
a lo largo de sus lineas de corriente.

Demostracién: De nuevo elegimos la ecuacién (2.2.2) que, par-
ticularizada al caso presente, toma la forma

vov, Uy — v L S o

y por la definicién (4.1.3) es reducida a

Vo, (fU) — ‘Z_ZT) =0 (4.1.5)

entonces vemos que si exigimos la incompresibilidad en el fluido, el
primer término de esta dltima ecuacién es nulo por definicién, con
lo que

es decir: el volumen dindmico es conservado a lo largo de las lineas
de corriente (condicién necesaria).

Para la demostracién de la condicién suficiente se procede con
un razonamiento similar: si el volumen dindmico se conserva a lo
largo de las lineas de corriente, se cumple la condicién (4.1.6), y por
la ecuacién (4.1.5) resulta ser incompresible.

c.s.q.d.

Un resultado parecido se conoce para el volumen dindmico espe-
cifico, pues se demuestra (LICHNEROWICZ (14), pdg. 51) que esta mag-
nitud es funcién de la entropia especifica.

14 — Collectanea Mathematica
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Sélo nos resta afiadir que los teoremas expuestos en el presente
epigrafe se hacen extensivos también a los fluidos perfectos que rea-
lizan procesos incompresibles, como es obvio.

4.2. ESTUDIO DEI, PROBLEMA DE CAUCHY DE UN FLUIDO PERFECTO
SIN CONDUCCION DE CALOR EN PROCESOS INCOMPRESIBLES

Una de las hipétesis admitidas en termodindmica relativista es
la condicién

v, (rU) = 0 (4.1.2)

(PeAM MAU QuaN (16); Corr (20)) lo que trae consigo el hecho de
que el proceso sea localmente adiabatico (en el supuesto de un fluido
neutro). Por otra parte, en el momento de que pretenda determinar
la evolucién de un sistema a partir de unos valores iniciales, no es
posible conocer su completa evolucién si no se recurre a la condicién
(4.2.1) (ver LicENEROWICZ (14), pdg. 32). Por nuestra parte, opina-
mos que el estudio hecho es parcial en el sentido de que se limita a
una sola clase de transformaciones termodindmicas.

Creemos que la ecuacién (4.2.1), en vez de formar parte del con-
junto de postulados especificos de la presente teoria, caracteriza,
en cambio, ciertos y comncretos procesos termodindmicos. Es decir
que en relatividad, como en termodindmica cldsica, no debe bastar
la funcién de estado para caracterizar un fluido en un proceso ter-
modindmico, sino es preciso ademds tener una ecuacién, la cual
podria interpretarse como la expresién caracteristica de la transfor-
macién termodindmica a la que estd sometido un fluido.

De acuerdo con lo que acabamos de exponer y para mayor cla-
ridad en la exposicién, adoptaremos la siguiente definicién:

D, (4.2.1): ILlamaremos procesos adiabaticos a los procesos lo-
~ calmente adiabaticos de fluidos perfectos neutros, y por lo
tanto son caracterizados por (4.2.1)

Tales procesos adiabdticos, conjuntamente con los procesos in-
compresibles, definidos en el epigrafe anterior, serdn los dnicos que
nos disponemos a analizar en lo que resta de articulo.

Pasemos a continuacién al planteamiento parcial del problema
de Cauchy para procesos incompresibles de fluidos perfectos neutros,
sin exigir la condicién (4.2.1): :
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Sea X' una hipersuperficie de ecuacién local

en donde se supone conocidas las variables s, m9, f, 7, p, 70, T’, U,
en toda la hipersuperficie X. Este conjunto de valores forman, lo
que se suele llamar «datos de Cauchyn».

De los datos de Cauchy precedentes, es inmediato deducir los
valores que toman las expresiones

0,805 0,m0; 0,f; 6,7; 6,p; 6,U'; 9,T0; 0, 1" (4.2.2.)

en toda la hipersuperficie 2, ya que las coordenadas (respecto a las
cuales se derivan) se hallan inmersas en la citada hipersuperficie. Por
consiguiente, podemos considerar estos valores como elementos in-
tegrantes de los datos de Cauchy.

Evidentemente, quedan las derivadas de las variables termodina-
micas respecto a x4 sin determinar y que en total suman 11 magni-
tudes desconocidas, las cuales serdn preciso calcular sus valores, si
pretendemos conocer la evolucién del sistema termodindmico.

Con relacién a las derivadas parciales de la temperatura especifica
y de la temperatura global respecto a x4, no es posible conccerlas,
a saber, ni atn con la conocida ecuacién de Fourier (como ha plan-
teado PHAM MAU QUAN (16)). Si a esta dificultad afiadimos la posi-
ble distincién (establecida en el epigrafe 1.4) entre la temperatura
global y la temperatura especifica, inferimos que tal problema debe
de ser considerablemente dificil, dificultad que serd acrecentada si
tenemos en cuenta los trabajos de KraNvs (12) y de Borrrat (17).

Adoptaremos en el presente epigrafe incluir en los «datos de
Cauchy» no sélo las primeras derivadas de las temperaturas, sino
también, si conviene por exigencias de su completa determinacién,
las derivadas de orden superior respecto a x4.

Tomemos, pues, como incdgnitas el conjunto formado por

0480; 04m0; 04f; O47; O4p; 04U* (4.2.3)

en total nueve incdgnitas, las cuales tendrdn valores calculables si
disponemos de suficientes y adecuadas ecuaciones.
Repasemos a continuacién las ecuaciones a este respecto:

14* — Collectanea Mathematica



204 Joaquin Olivert Pellicer
En primer lugar tenemos de la ecuacién fundamental (1.2.7)

0
(T059 — c2f) 4m0+ TOmO 3450 — c2m0 8, f +- ’_’:_ dap=A(d, ¢) (4.2.4)

y de la ecuacién (1.1.1), se deduce

T/ 6450 — 20, f + 71 8.9 — B(d, o) (4.2.5)

con los simbolos 4 (d, ¢), B (d, c) queremos indicar funciones depen-
dientes exclusivamente de los datos de Cauchy.

En cuanto a las condiciones de conservacién, partimos, desde
luego, del tensor impulso-energia

Ti=yfU U + pgii
que a anular su derivadas covariantes y separar las incégnitas de
las funciones dependientes de los datos de Cauchy, hay que dis-

tinguir los casos en que j =, j = 4. Para j = g se tiene

7fU404Ue 4 7fUe0, U4 + UsUer d,f +
+ UsUefosr + g4 dsp = Ce(d, ¢) (4.2.6)

y para j = 4 resulta
20U40, U4 + (U427 04 f + (U42f 047 + g4 0,0 = C4(d, c) (4.2.7)
también los simbolos C7(d, ¢) representan funciones de parecida in-

dole a las 4 (d,¢c) y B(d, ¢).
De la expresién

deducimos sin dificultad la ecuacidén
— 27f04Us — 27 Uddyf — c2fU4047 + Uydsp = D (d, c) (4.2.8)

sin mds de hacer uso de la identidad relativista U U, = — ¢2
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Consideremos la funcién de estado, que, por conveniencia, elegi-
mos del tipo

r=7(f, s9)

con lo que nos conducen los calculos a
(947’ — ¥ 84f — ¥ 64 0 =F (d, C) (429)

Finalmente, de la condicién de incompresibilidad, facilmente ob-
tenemos

Uddsf+ f0, U4 = F(d, ) (4.2.10)

Las expresiones 7,, 7, representan las derivadas parciales de 7 res-
pecto a las variables, elegidas como independientes, f, s0. También
en todos estos dltimos casos los simbolos D (d. ¢), E (d, )y F(d,c)
son expresiones definidas por los datos de Cauchy tinicamente. Ade-
mas, en todos los cdlculos realizados, hemos supuesto que U4 £ 0, lo
que significa (en términos fisicos) la eliminacién de las ondas mate-
riales en nuestro estudio (un andlisis de las citadas ondas materiales
se halla en cl articulo de Puam Mau Quan (16)).

Fijémonos ahora que las férmulas (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7),
(4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) forman un sistema lineal de nueve ecuacio-
nes con nueve incégnitas. Estas incognitas son las que integran pre-
cisamente el conjunto (4.2.3). Para obtener unicidad de solucién,
y en consecuencia conocer la evolucién de un fluido termodinamico,
es necesario, como es de sobra sabido, que el determinante del sistema
(constituido por los coeficientes de sus incégnitas) sea distinto de
cero. Dicho determinante, si tenemos en consideracién el tensor de
Eckart

yi' =gt + Ui Uifc2 (4.2.11)
toma el valor

Ut(c2f — T0s0) f4(r U3 [c2(T" fr, + 27 f) y4 —
— (T"r 4 c2rof) (U42] £ 0 (4.2.12)

De esta expresién obtenemos la informacién de que, aparte de exigir

que no se anule f, 7 (hecho ya conocido por los especialistas de esta
disciplina), hemos de afiadir la condicién de que

c2f —T0s0 £ 0 (4.2.13)
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equivalente, como fécilmente puede comprobarse, a que la funcién
de Gibbs no sea igual a — m0c2.

Si plantedsemos el problema de Cauchy para procesos adiabaticos,
sustituirfamos la condicién de incompresibilidad por la (4.2.1), de
acuerdo con D, (4.2.1). Entonces la ecuacién (4.2.9) quedaria reem-
plazada por

347 —1,04f = E'(d, c) (4.2.9)

con lo que en los procesos adiabdticos, la condicién de evolucién
del sistema es

(2f — TOS0) c2f4 (yU4)3 [c27p44 — 7, f(U42] £ 0 (4.2.14)

Observemos, pues, que también se exige la condicién (4.2.13)
para obtener una evolucién determinada del sistema termodinamico,
resultando éste que no se deduce de los trabajos, que, a este respecto
nos son conocidos (LICHNEROWICZ (14), PHAM MAU QuaN (16), CorLL
(20)), por ignorarse en ellos la ecuacién (1.1.7).

Podemos resumir todo lo que acabamos de expouner en ¢l siguiente
teorema:

T,(4.2.1): Tanto los procesos adiabdticos como los incompre-
sibles de fluidos perfectos neutros (sin conduccién de calor)
exigen, como condicién necesaria, que la funcién de Gibbs
no tome el valor — m0c2 para que el problema de Cauchy
tenga solucién tnica.

Como consecuencia del presente teorema con el T, (2.2.3) dedu-
cimos que

R,(4.2.2): Por razones de evolucién determinada de un siste-
ma termodindmico, se tiene que en un proceso adiabatico
la masa material permanece constante.

Ahora bien: tales procesos estdn caracterizados por (4.2.1), lo
que explica la suposicién tomada por algunos autores (PHAM MAU
Quan (16), CoLr (20), también LicaNEROWICZ (14), pdg. 29, menciona
tal suposicién, aunque no de manera explicita) de considerar la
(4.2.1) como hipétesis de conservacién de materia.

Sin embargo, en nuestro contexto la condicién (4.2.1) no es pri-
vativa de los sistemas que se conserve la masa material, pues basta
tomar un medio incompresible no adiabético, para que no se cumpla
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la (4.2.1) y nada nos impide afirmar, a saber, que tales sistemas puede
conservarse la masa material.

Una segunda alternativa serfa aceptar la (4.2.1) como hipétesis de
conservaciéon de masa material de acuerdo con la mayoria de los
especialistas; en consecuencia forzosamente deberiamos admitir la
no conservacién de materia en los fluidos perfectos incompresibles
no adiabdticos.

Se podria creer resuelta la cuestién planteada con aceptar esta
ultima alternativa; pero, como notaremos en los siguientes epigra-
fes y concretamente en el dedicado a «os fluidos de Eddington», si
bien no la contradicen todo parece indicar su invalidez.

4.3. HIPERSUPERFICIES CARACTERISTICAS DE FLUIDOS PERFECTOS
INCOMPRESIBLES SIN CONDUCCION DE CAIOR

El problema de Cauchy tiene como contrapartida el estudio de
las hipersuperficies caracteristicas. Estas son aquellas hipersuperficies
en donde los datos de Cauchy no determinan, en forma tnica, la
evolucién de un fluido.

En el caso que nos ocupa, basta anular la expresién (4.2.12) para
convertir 2 en una hipersuperficie caracteristica ; ademds, hemos de
preservar la condicién (4.2.13), ya que de lo contrario quedaria
reducido a una expresién idénticamente nula. Entondes es nece-
sario anular

(c2fr;T" 4 cArof)y44 — (T'7 + 27, f) U4 U4 = 0
Ahora bien : dijimos que la hipersuperficie X tenia como ecuacién
x¥2=0
en coordenadas locales. Si pretendemos hallar su expresién en otro
sistema de coordenadas arbitrario, hemos de tener en consideracién
(tal como lo presenta SyNGE (11), pdg. 226) que las ecuaciones con

las que se relaciona con el anterior sistema de coordenadas serén
del tipo

al=2x1; x2=2x2; %3 =4x3; 9_5=¢p(x1,x2,x3,x4)
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de donde resulta, por una sencilla transformacién tensorial que @
responderd a la siguiente ecuacién diferencial

(€2fr;+ cAraf) ¥ 0,900 — (T'r + 1o f) U' Ui 0,0 0,0 =0 (4.3.1)

Al calcular la velocidad de la onda hidrodindmica, hemos de tener
presente la conocida férmula (véase LicENEROWICZ (14), pdgs. 42 v
43 ; Puam MAU Quan (16)):

U U 8,90, ¢

V2 — 7T 07 4.3.2

Y709 05 43.2

que aplicada al estudio que estamos realizando resulta de (4.3.1) la
expresién para la velocidad

, T fry + rof

2 — 2 S0 T 7770
4 ¢ T'7r + c2rof

(4.3.3)

Como consecuencia de (4.3.3), enunciemos el siguiente resultado :

R,(4.3.1): La velocidad de la onda hidrodindmica de un fluido
incompresible neutro y sin conduccién de calor tiende a la
velocidad de la luz, a medida que 7' se aproxima a O.

Pese a que este resultado se halla condicionado a bastantes res-
tricciones, analizaremos las experiencias que la fisica de bajas tem-
peraturas dedica a este respecto. Nos apoyaremos para nuestra dis-
cusién en la obra de PINES-NozIERES (13):

Se conoce, por la teorfa de LANDAU, que ciertos liquidos, como
por ejemplo 3He, que a bajas temperaturas se comportan en estado
de superfluidez, lo que podriamos asociar a la idea de ser tales li-
quidos perfectos. Por otra parte la citada teorfa predice la existencia
de ondas de sonido: «sonido cero» a temperatura inferiores a las
temperatura de Fermi.

Efectivamente, KEEN (la citada obra (13), pdg. 78) encontré que
la velocidad del sonido para temperaturas alrededor de los 0,090 K
daba un brusco salto de 181 m/s a 200 m/s (ntimeros redondos);
mientras que GAVORET (en 1965, dos afios més tarde a la experiencia
de KEEN) calculaba un valor tedrico de 191 m/s aproximadamente.

Ni atin considerando el incremento de velocidad observada por
KENN, nos es licito tomar como experiencia de contrastacién la
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validez de R, (4.3.1). En primer lugar, conocemos tinicamente una
sola experiencia, con lo que no nos es posible hacer extrapolaciones.
Por otra parte, experiencias conducentes a confirmar el estado de
superfluidez de 3He mostraron que la de ANDERSON (en 1961) evi-
denciaba la transicién a temperatura del orden de 0,008° K ; mientras
mientras que la experiencia de PESHKOV (1965) asignaba la transicién
a la temperatura de 0,0055° K, aunque es considerada de dudoso
resultado, pues en este mismo afio WHEATLEY y su colaboradores no
encuentran el estado de su perfluidez hasta 0,00360 K.

Vemos, por comsiguiente, que la temperatura con la que KEEN
realiz6 su experiencia se halla por encima a la que necesita para llegar
al estado de superfluidez en el 3He, condicién que se exige para la
validez de R, (4.3.1).

En el supuesto de que se haya realizado tales experiencias a las
temperaturas en donde se detecta el estado de superfluidez, creemos
que debe de haber alguna discrepancia, pues a bajas temperaturas
se hace sentir los efectos cudnticos, efectos que no estin previstos
por la teoria relativista empleada. Otra cuestién que debe tenerse en
consideracién (y por sonsiguiente estudiarla en ulteriores investiga-
ciones) es si el 3He en su estado de superfluidez cumple la condicién
de incompresibilidad dada por D, (4.1.2), o en el caso contrario hasta
qué punto puede considerarse como incompresible.

En el estudio de las ondas hidrodindmicas en procesos adiabéticos,
observamos (con tal de anular la (4.2.14) que también es necesario
el cumplimiento de (4.2.13); es decir que nos es permitido resumir
el siguiente resultado:

R,(4.3.2): Tanto en los procesos incompresibles como en los
adiabaticos, la existencia de ondas hidrodinidmicas exige que
la funcién de Gibbs no sea igual a — m0c2.

Al imponer la condicién de que los procesos incompresibles sean
a la vez adiabdticos, se obtiene como expresién de la onda hidro-
dindmica

V2 = c2f7’f (4.3.4)

A la vista de (4.3.4), parece que este resultado no concuerde con
los establecidos por LICHNEROWICZ, y m4is afin con la definicién de
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incompresibilidad de este mismo autor. No obstante, vamos a de-
mostrar todo lo contrario:

Por R, (4.3.2) junto con la condicién de ser un proceso adiabatico,
se infiere, por el teorema (2.2.1) que tales transformaciones conservan
la masa material; y, en consecuencia, son localmente isoentrépicos.
Entonces se verifica el teorema (4.1.4), lo que conduce a

iD
dr

wion = ) o

equivalente a considerar

N~

= const. (4.3.5)

a lo largo de las lineas de corriente.
Si ahora derivamos la (4.3.5) respecto a f, ocurre que

r—7f=0
de donde resulta de inmediato que la férmula (4.3.4) es reducida a
v=c

con lo que se halla de acuerdo con la definicién de incompresibilidad
de Licanerowicz (7), pag. 51.

Observemos que el tercer principio de la termodindmica corrobora
en afirmar el resultado, pues segiin el citado principio (en la versién
de Nernst) sostiene que «si la densidad del medio es finita, las trans-
formaciones termodindmicas se realizan a entropifa constante en el
cero absoluto» (véase AGUILAR (8), pag. 255). Por este principio, debe
cumplirse que todos procesos incomprensibles sean adiabiticos a tal
temperatura; y, en consecuencia de lo que acabamos de ver, debe
corresponder una velocidad para su onda hidrodindmica coincidente
con la de la luz.

Como tltimo resultado del epigrafe presente diremos que

R,(4.3.3): A cero absoluto, no puede existir creacién ni aniqui-
lacién de materia.

Su justificacién radica en el hecho de que a ser isoentrépico el
medio a tal temperatura, resulta que debe conservarse la masa
material.
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No obstante, observamos ciertas discrepancias entre este tltimo
resultado y el principio general de que los fenémenos radiactivos son
independientes de la temperatura. Una vez més nos inclinamos a
creer que la fisica de bajas temperaturas no debe responder a un
tratamiento exclusivamente relativista, ya que, como hemos tenido
ocasién de mencionar, a citadas temperaturas tenemos que conside-
rar efectos cudnticos.

Por otra parte, encontramos un argumento fenomenolégico en
favor de R, (4.3.3), consistente en que, si a cero absoluto no se con-
servase la masa material, habria desprendimiento de calor de acuerdo
con T,(1.6.1), y por consiguiente habria aumento de temperatura.

4.4. FLUIDO INCOMPRESIBLE DE EDDINGTON Y FLUIDO ADIABATICO
DE EDDINGTON

Fieles a nuestro propésito de ampliar el concepto de incompre-
sibilidad de manera que englobe las diferentes definiciones propuestas
por autores distintos, emplearemos el criterio adoptado, consistente
en tener en cuenta una ecuacién més distinta de la funcién de estado,
vy que acompafle a ésta para completar la definicién de un fluido ter-
modindmico relativista. Por tal motivo, modificaremos la definicién
propuesta por EDDINGTON (1), pdg. 122, de acuerdo con el criterio
establecido :

D, (4.4.1): Llamaremos fluido incompresible de EDDINGTON a un
fluido incompresible tal que su funcién de estado viene re-
presentada por

T; = constante

Ahora bien, de la estructura del tensor impulso-energfa, la fun-
cién de estado toma la forma

—c27f 4 4p = a = const. (4.4.1.)

de donde, por (4.1.4), deducimos de inmediato

R, (4.4.1): Coeficiente de compresibilidad de un fluido incompre-
sible de EpDDINGTON

1

K=1%+a
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naturalmente para la validez de este coeficiente se necesita la con-
servacion de la masa material.

Al leer la critica que SYNGE (3) dedica al concepto de incompresi-
bilidad establecido por EDDINGTON, notamos ciertos escrapulos en
aquel autor en aceptar como incompresible la radiacién electromag-
nética, si se admite las ideas de este segundo autor. Con la definicién
establecida por nosotros, no se infiere que el campo electromagnético
sea incompresible, por la sencilla razén de que, si bien la traza del
tensor de MAXWELL-MINKOWSKI toma en todo momento el valor
cero (constante en consecuencia), carece de sentido exigir que se
cumpla la definicién (4.1.2), definicién que implica la existencia de
un indice en el medio; y precisamente el campo electromagnético se
propone de tal forma que no ha lugar definir en el mismo un indice
como en el caso de un fluido perfecto.

Hechas estas observaciones en defensa del fluido incompresible
de EDDINGTON, calculemos a continuacién su onda hidrodindmica.
Para ello, obtenemos de la funcién de estado la expresién (4.2.9)
explicitada en este fluido por

404p — 2f 047 — 2784 f =G (d, ¢)
con lo que se deduce la expresién de su hipersuperficie caracteristica :
2y"0,90,0 —3U' Ui 6, 0,0 =0
y a partir de la misma, su velocidad con tal de aplicar la (4.3.2)
V=c|V3 (4.4.2)

Este valor para la velocidad de la onda hidrodindmica es el mismo
que SYNGE ((10), pags. 307 y 308) obtiene con el procedimiento clé-
sico aplicado a las ecuaciones relativistas de la teorfa restringida.

La novedad de (4.4.2) radica en el tratamiento seguido. Nosotros
hemos considerado el fluido de EppincTon como un fluido termodi-
ndmico ; mientras que el citado autor no tiene en cuenta este hecho.
Por otra parte, y debido al caracter de invariante relativista que pre-
senta la ecuacién fundamental (1.1.7), podemos generalizar los calcu-
los realizados, con tal de postular su validez de la relatividad gene-
ralizada. Asf pues, el resultado (4.4.2) sigve manteniéndose su validez
en la teora general,
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Observemos el hecho curioso de que, al ser su velocidad «<hidrodi-
némica» inferior a la de la luz, el fluido incompresible de EppINGTON
no puede presentar procesos adiabdticos (pues de lo contrario su
velocidad serfa ¢), o dicho de otro modo: un fluido de EppINcron
que realiza procesos adiabaticos deja de ser incompresible. En tal
caso llamaremos FLUIDO ADIABATICO DE EDDINGTON.

Si pretendemos calcular la velocidad de la onda hidrodindmica
de un fluido adiab4tico de EppINGTON, hemos de sustituir la condicién
(4.1.1) por la (4.2.1) en todos sus cdleulos. Una simple inspeccién de
las expresiones empleadas y de las obtenidas en los pasos intermedios,
se llega a la conclusién de que no es necesario realizar todos los calcu-
los de nuevo, sino que basta intercambiar la f y la 7 en los citados
célculos, con lo que se obtiene la misma velocidad (4.4.1) que para
el caso de incompresibilidad en el fluido de EppiNcrox. Como resu-
men de lo expuesto, daremos el siguiente resultado :

R,(4.42): La velocidad de la onda hidrodinimica para un

fluido incompresible de EDDINGTON como para un fluido
adiabdtico de EDDINGTON es la misma, y cuyo valor

V =c/V3

4.5. ESTUDIO SOBRE EL EQUILIBRIO DE UNA ESFERA DE SCHWARZ-
SCHILD INMERSA EN SU PROPIO CAMPO GRAVITACIONAL

Es muy conocida la solucién que dio SCHWARZSCHILD a tal pro-
blema, con el fin de hallar una métrica para el interior de una esfera
«homogénear. Aparte de cste fin primario, se obtuvo una férmula que
nos relaciona la presién (del interior de la citada esfera) en funcién
de la distancia al centro de la misma.

A las criticas que EDDINGTON hizo a las hipétesis de incompresi-
bilidad establecida por ScHWARzSCHILD sélo afiadiremos, tal como
expone el mismo EDDINGTON (1), pags. 169 y 170, que la férmula
referente a la distribucién de presion predice un limite superior del
radio de las extrellas. Concretamente, si consideramos esferas de
agua, el radio limite es de 370 millones de kilémetros como limite
superior. Este limite predicho por la teoria es aproximadamente el
doble del radio que se asigna a la estrella Betelgeuse. Afios més tarde
SEN (2) encontré (empleando el concepto de incompresibilidad de
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EDpDINGTON), por métodos aproximados, que el radio maximo de
una esfera de agua tenja que reducirse a 230 millones.

El propésito de este epigrafe es considerar la esfera de Schwarz-
schild» como un sistema termodinidmico, y tratar de replantear su
equilibrio (de tipo gravitacional) como tales sistemas.

La principal dificultad que encontramos es que una esfera de
Schwarzschild no se puede considerar como un solo sistema termo-
dindmico, pues la piesién, como por ejemplo, puede variar con la
distancia al centro de la esfera: coordenada radial. Para solventar
esta dificultad, estableceremos una hipétesis de trabajo:

H,(4.5.1): Supondremos la esfera de Schwarzschild formada
por estratos esfericos concéntricos, y de espesor lo suficien-
temente pequefio como para que los podamos considerar como
sistemas de equilibrio termodindmicos.

En las presentes circunstancias, las variables termodindmicas
dependerdn de la coordenada radial de la citada esfera:

r=7rR); p=¢(R); f=f(R)

v asi todas las restantes.

Antes de proseguir con nuestro estudio, hemos de decir algunas
palabras acerca de la incompresibilidad de ScwarzscHILD. En primer
lugar vamos a expresarla en funcién de las variables termodindmicas,
lo que resulta de inmediato si tenemos en consideracién la identidad

W+ plez =rf

entonces la condicién de incompresibilidad de SCHWARZSCHILD
u% = const. es equivalente a

c2yf — p = const.

lo que nos darfa velocidad infinita para su onda hidrodindmica, re-
sultado idéntico al calculado en relatividad restringida (Syxce (10)).

Ahora bien, por la hipétesis de trabajo anterior, nos induce a
afirmar que la velocidad de la onda hidrodindmica en el interior de
una esfera de Schwarzschild es infinita. Esto nos hace desestimar
tal concepto de incompresibilidad, por considerarlo que se halla en
contradiceién con los principios de la Relatividad,
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Con relacién con el fluido de Eppinerox, diremos que una de
las diferencias existentes entre el trabajo de SEN y el que nos dispo-
nemos a desarrollar radica en el hecho de que nosotros discernimos
entre la energfa debida a la masa material y la energia interna de
la esfera en cuestidn, cosa que 1934 (fecha de la publicacién de SEN),
la termodindmica relativista no estaba lo suficientemente desarrollada
como para tener en cuenta tal distincién.

Pasemos a plantear a continuacién las ecuaciones del problema :

Es conocida la. métrica de Schwarzschild para los casos generales
(véase MOLLER (6), pag. 323), la cual responde a la forma genérica

ds2 = a2dR2 4+ R2(d 62 + sen2 0d ¢2) + (— b) (cdt)2  (4.5.1)

donde 4, b son funciones de la coordenada radial, a determinar seglin
las caracteristicas de cada fluido.

Ademds, de la misma fuente bibliogréfica (pag. 288), se sabe
que la simetrfa de Schwarzschild exige que sea estacionaria, con lo
que x* no debe depender de x4. Esto hace que

Ui= (0,0, 0, c/\Vb) (4.2.5)

y en comnsecuencia
U;=g;U = (0,0,0, —cVb) (4.5.3)

Estudiemos las condiciones de conservacién para un fluido in-
compresible :

Vi T = rU; v (fU) + fU 7, (¢ U) + 8i0,p =

El primer término del desarrollo es nulo, pues #, segtin nuestra hipé-
tesis de trabajo, s6lo depende de x1. Esto quiere decir que la tinica
derivada parcial distinta de cero de 7 es la que corresponde a x!; no
obstante esta derivada se tiene que multiplicar por U!, pero por
(4.5.2) Ul =0, lo que justifica la anulacién del mencionado tér-
mino. Entonces las condiciones de conservacién toman la forma
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Previo cdlculo de la derivada covariante de U,, se llega

U'v,Uy= Ut v, U, = = 0, U, + 2 I'Y

%

Como, por (4.5.3), U, no depende de x4 (por ser la métrica estacio-
naria), el primer término de este dltimo desarrollo es nulo, con lo
que la (4.5.4) se reduce atin mdés

2 frly + 8,p =0 (4.5.5)

Un sencillo cédlculo nos darfa las expresiones de los simbolos de
Christoffel de segunda especie,

A bl a ) b} ’
j:lzﬁ; —[22:-[2_1,:124:0; b

_db
~ dR

enl consecuencia, para j = I, la (4.5.5) toma la forma

i 1 db  dp
“ravartag = °
y para j # 1, las (4.5.5) se reducen a expresiones idénticamente nulas,
ya que la hip6tesis de trabajo exige que la presién dependa exclusiva-
mente de xl.

Ahora bien, la segunda condicién que debe cumplir un fluido
perfecto incompresible para que sea de EDDINGTON es que su funcién
de estado sea del tipo

fr=4p 4 «

con lo que es posible simplificar la expresién (4.5.6)

ab ap
ecuacién diferencial que, una vez integrada, se obtiene
4p + o

A, una constante de integracién.
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Abordemos finalmente el estudio particular de las ecuaciones de
Einstein. Como son muy conocidas las estructuras formales de las
componentes del tensor de Einstein (véase MOLLER (6), pag. 324),
nos limitaremos a exponerlas

SR LA (e T (e R
N R SO R SR

donde con el simbolo (') queremos indicar la derivada respecto a
R, y 2 es la constante cosmoldgica.

Cuando se plantea las ecuaciones de Einstein en la simetria de
Schwarzschild, es conocido el hecho de que de las tres ecuaciones
resultantes distintas de cero, sélo dos son independientes. Por co-
modidad y sencillez, se elige para el cdlculo las dos primeras, elec-
cién que también adoptaremos en cl presente estudio.

Estas ecuaciones toman en el caso que estamos estudiando el
siguiente aspecto

yoool I
~ar Tl o) - A=Kp
’ 1 l
et Q) -1 =KE@d —p=KGp+a)

siendo K la constante de gravitacién de Einstein. De la primera de

4

ellas, despejamos v y por la (4.5.7) obtenemos

b
2 ap , a 1

La segunda ecuacién toma también una forma parecida

a

|

a 1
=KQ@p+ajaR+aR)— 5+ 5

|

(4.5.10)

IS
[
=

Las expresionas (4.5.9) (4.5.10) forman un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que determinaran las funciones p (R), a (R) con las condi-
ciones iniciales de que la métrica interior debe coincidir con la métrica



218 Joaquin Olivert Pellicer

exterior en la superficie de la esfera, ademds de que p debe ser nula
en dicha superficie. Conocidas estas funciones, podemos determinar
la funcién b con la ayuda de (4.5.8). De este modo, conoceriamos la
métrica espacio-temporal en el interior de una esfera de Schwarz-
schild, asi como la distribucién de la presién en esta zona.

Si hubieramos planteado este problema para un fluido adiabé-
tico de EppiNGTON, el cdlculo nos hubiera conducido a las mismas
ecuaciones, pues si intercambiamos f, 7 en todas las expresiones que
aparecen, observamos que éstos no sufren modificacién sensible.
Por consiguiente y como ultimo resultado, tenemos

R,(4.5.1): Las ecuaciones que rigen el comportamiento en el
interior de una esfera de Schwarzschild, tanto por un fluido
incompresible de EppiNcToN como por un fluido adiabatico
de EDDINGTON, son:

2 dp . :
ip FadR — OR2+ KapR — p+ 5
l da ) . |
2R = RGP+ aR+aRl— 5+ 5
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