ESTRUCTURAS DE TIPO ¢ (4, + 2)
NORMALIDAD Y REFERENCIAS GLOBALES

por

PEDRO MARTINEZ GADEA

§ 1. INTRODUCCION

El estudio del problema de las G-estructuras, esbozado ya por
S. Lie y E. Cartan, y cuyos fundamentos fueron puestos por Chern,
en su comunicacién al Coloquio de Geometria Diferencial de Estras-
burgo de 1953, ha sido facilitado por la consideracién de diversos
conceptos unificadores. Entre ellos el estructura polinémica (ver
Goldberg y Yano [8] (*)). Como es sabido, las estructuras casi com-
plejas, casi producto y casi tangentes han sido muy estudiadas, en
particular las dos primeras. Pueden ser consideradas conjuntamente
a partir de la definicién de extensién cuadratica del anillo R de ni-
meros reales, obteniendo el concepto de estructura casi y-compleja,
(ver Grifone [9]). Consideradas como estructuras polinémicas cuadra-
ticas, puede darse una expresiéon unificada, en términos de una con-
dicién algebraica o, equivalentemente, con el grupo a que puede
reducirse el de transformaciones del fibrado tangente de una variedad
diferenciable dotada de una de esas estructuras.

Las nociones de ¢ (4,2)-estructura y ¢ (4, — 2)-estructura, intro-
ducidas por Yano, Houh y Chen [25], constituyen una generalizacién
natural de las estructuras casi y-complejas. Las ¢ (4, + 2)-estruc-
turas son estructuras polindmicas cudrticas, sujetas a determinada
condicién sobre el rango.

La existencia de una ¢ (4,2)-estructura ¢ sobre una variedad di-
ferenciable V, permite la descomposicién del fibrado tangente en suma
de Whitney de dos subfibrados, es decir,

TV=LV®MV

(*) Los nimeros entre corchetes remiten a la bibliografia.
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Estos fibrados estdn asociados a dos operadores de proyeccién I v m
deducidos de la estructura. Probamos la existencia de estructuras
casi complejas en el espacio total del fibrado MV, asociadas a cone-
xiones en el fibrado. Para el caso de las ¢ (4, — 2)-estructuras, existe
una descomposicién andloga del fibrado tangente, y demostramos
(ver [7]) la existencia de ¢ (4,2)-estructuras en el espacio total del
fibrado LV correspondiente, asociadas a conexiones en el fibrado.
Damos definiciones de normalidad de las ¢ (4, 4+ 2)-estructuras. La
primera definicién de normalidad fue dada por Sasaki y Hatakeyama
[16], en cl estudio de las estructuras casi contacto, y es un concepto
que se ha revelado ttil para el estudio de subvariedades. Probamos
que la normalidad equivale, en ambos casos, a la anulacién de cinco
campos tensoriales sobre la variedad, y de la curvatura de la cone-
Xién; y mds, puede reducirse a la anulacién de un solo campo ten-
sorial, definido en términos del tensor de Nijenhuis de la estructura
y de las componentes de la conexién. Para ello nos apoyamos en
nuestro resultado sobre la integrabilidad de las ¢ (4, 4+ 2)-estructuras
(ver Gadea-Cordero [5]).

Por dltimo, en el §3 se estudia el caso de referencias globales
— en el sentido que allf se indica —. Se prueba la existencia de es-
tructuras casi complejas en la variedad producto V' x W de dos va-
riedades dotadas de ¢ (4,2)-estructuras con referencias globales, y
de @ (4,2)-estructuras en la variedad producto de dos variedades do-
tadas de ¢ (4, — 2)-estructuras con referencias globales. Se estudia el
problema de normalidad para esas estructuras. Puede verse un ejemplo
de variedad con ¢ (4,2)-estructura normal no trivial en Gadea [6].
Este trabajo es resumen de [7], que ha obtenido el Premio «Antonio
de Gregorio Rocasolano» de la convocatoria de 1973 del C.S.I.C. para
la especialidad de Mateméticas. Quiero hacer constar aqui mi mdés
profundo agradecimiento al Prof. L.A. Cordero, cuyas continuas
‘ayudas y sugerencias han sido tan eficaces para la realizacién de
este trabajo. El autor disfruté durante su realizacién de una beca
del Ministerio de Educacién y Ciencia. Para las definiciones y pri-
meras propiedades de las estructuras de tipo ¢ (4,2) y @ (4, — 2) ver
Yano-Houh-Chen [25].
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§ 2. ¢ (4,2)-ESTRUCTURAS NORMALES
2.1. Normalidad

Sea V una variedad diferenciable de dimensién # con una ¢ (4,2)-
estructura ¢ de rango 7. Entonces existen dos distribuciones L y M,
correspondientes a los operadores de proyeccién

= — g2 ; m=q@2+1

El operador ¢ actta en el fibrado tangente TV de la variedad V
como una estructura casi compleja en la distribucién L, y como una
estructura casi tangente en la distribucion M. Es bien conocido
(ver p. ej. Dombrowski [4]) que, dada una conexién lineal v en el
fibrado tangente T W de una variedad W, entonces v determina una
estructura casi compleja en TW. Se verd en este epigrafe, por un
método similar al de Dombrowski, que dada una conexién w en el
fibrado vectorial MV de todos los vectores tangentes pertenecientes
a la distribucién M, entonces w determina una estructura casi com-
pleja en M V. Pueden verse también: Cordero [3], Ishihara [11].

Si la estructura casi compleja en el fibrado vectorial MV es
compleja analitica, se dice que la ¢ (4,2)-estructura ¢ de V es normal
respecto de la conexién w dada.

La nocién de normalidad fue introducida por Sasaki y Hatakeya-
ma [16] en el estudio de estructuras casi contacto, y caracterizaron
la normalidad de la estructura por la anulacién de un campo ten-
sorial construdo a partir de la estructura. El concepto de normalidad
parece ser ttil en el estudio de subvariedades (Nakagawa [14]).

2.2. Expresiones locales

Sea V una variedad diferenciable de dimensién # con una
@ (4,2)-estructura ¢ de rango 7, y sean

= —¢2 m= g2+ 1
los operadores de proyeccién. Se cumple (ver [25])

pl=lp=—¢3 ; om=me=93+gp

2.1
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v las dimensiones de L y M, distribuciones correspondientes a [/ y
m son, respectivamente, 27 —#n y 2% — 27.

Sea U un entorno coordenado cualquiera de la variedad V. Si
tomamos en U de modo arbitrario un conjunto ordenado {p,} de
2#n — 27 campos vectoriales contravariantes ¢, que generan la dis-
tribucién M en cada punto, entonces existe en U un dnico conjunto

ordenado {¢p?} de 2% — 27 campos vectoriales covariantes, — es
decir, 1-formas —, ¢ tales que
3n—2r
oY v . v %
).“ ¢FRe.=m ;¢ (p) =0 (2.2)
x=mn-
variando los indices x, v, z en el conjunto {# + 1,...,3% — 27}

De las relaciones (2,1) y (2.2.) se obtiene

P2, =0 ; ¢ (@2X)=0

para cualquier vector X en cada punto de V. Se llama al conjunto
ordenado {p,} una (2# — 27)-referencia y al conjunto ordenado
{p?y una (2n — 27)-correferencia, dual a la {p,}.

Si un campo vectorial covariante ¢, global o local, cumple en
cada punto

$(X)=0

para cualquier vector X que pertenece a la distribucién L, enton-
ces ¢ se dice que es transversal a L. Cualquier campo vectorial cova-
riante ¢ transversal a L, se expresa de modo tinico como una com-
binacién lineal de los ¢” en U, es decir,

¢ = ¢y(py

Andlogamente, cualquier campo vectorial contravariante X que
pertenece a la distribucién M se expresa de modo tinico como una
combinacién lineal de los ¢, en U, es decir,

X =X"g,

Si son (n?) las coordenadas locales definidas en U, y se denotan
las componentes de ¢, ¢,, ¢* respecto de (%) por ¢;, @y, ¢;, respec-
tivamente, se tiene, en virtud de las relaciones anteriores que (los
indices a, b, ¢, d, e varfan en el conjunto ({1, 2, ..., %}),
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pepy = — 0 + @y

Py =0y

gt — 0 (2.3)
Paprge =0

2.3. El fibrado vectorial MV .

Sea MV el fibrado vectorial de todos los vectores tangentes que
pertenecen a la distribucién M, correspondiente al operador de pro-
yeccién m = @2 + 1. El fibrado vectorial p: MV -V es un sub-
fibrado vectorial del fibrado tangente TV de la variedad V.

Sea M*V el fibrado vectorial dual de M V. Si se toma un elemen-

to ¢ de la fibra M3 — del fibrado M} — sobre un punto P de V,
entonces existe en P un dnico covector ¢ de V, el cual es transver-
sal a la distribucién L, tal que

$ () = ¢ (v)

para cualquier elemento v de la fibra M, — de MV — sobre P. Y
reciprocamente, para cualquier covector ¢ transversal a L en P*

existe un tinico elemento ¢ de M3 que cumple @ (v) = ¢ (v). Es decir,
se puede identificar, de modo natural, el fibrado M*V con el conjunto
de todos los covectores transversales a la distribucién L, y por tanto,
considerar a M*V como un subfibrado del fibrado cotangente T*V de
la variedad V.

Pueden considerarse de modo andlogo, y segtin [11] las defini-
ciones y férmulas de ley de transformacién de componentes de
una conexién o* en MV ; tensor I’ — valuado (F, fibra de

M*V MV en P), etc.

2.4. Lstructura casi compleja en MV

Identificando cada espacio tangente a la fibra del fibrado vectorial

piMV >V
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con la fibra misma, el espacio tangente T, MV a la variedad MV en
el punto ¢, se puede expresar como suma directa

I, MV =T,V&F,=L,®&M,& I,
siendo P=p(0)eV, vy

T,V = espacio tangente de V en P
F,=fibra de MV

L, = el plano tangente perteneciente a L
M, = el plano tangente perteneciente a M.

Existe una identificacién natural j: M, -- I,.

Sea o* una conexién en el fibrado vectorial M V. Dado un vector
tangente X del espacio base V en P, se denota X# el levantamiento
horizontal de X en cada punto ¢ de la fibra p~1(P). Se define un
operador lineal Fy aplicado al espacio tangente To MV de la varie-
dad MV en el punto o por

F (X" = (p X)H Xel,
F (Y =4(Y) YeM,
F,(2) = —(7-12)" ZeF,

Se verifica que los operadores F, definidos en cada espacio tan-
gente T, MV determinan una estructura casi compleja F en la varie-
dad MV, es decir que F2 = — I, siendo I el operador unidad. En
efecto,

FoF (XF) = Fo(p X)F = (po X)) = — X¥

puesto que ¢ restringido a L es una estructura casi compleja.

F,F,(Y%) = F,Y = — (j-1jY)# = — Y¥
F,F,(Z) = F,(—j 1 Z)1 = —jj-1Z = — 2

Interesa considerar la representacién tensorial Fr de la estruc-
tura I, (los indices %, 7, j, ... varian en el conjunto {1, 2, ..., 3% — 27}).
Sea {U} un recubrimiento abierto de la base V. Como el espacio
fibra de MV es el espacio vectorial R?~2, la coleccién {p~1(U) =
=U X R*-?}_ de representaciones de productos locales del fibrado
MYV sobre los abiertos U, forma un recubrimiento abierto de M V.
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En un elemento p~1U = U X R¥?~%, cualquier elemento v de MV,
tal que p (v) € U, se expresa como (5% v*) donde (5% son las coorde-
nadas del punto p (v) y v = v*¢,, siendo {p;} una (2% — 2 7)-refe-
rencia en U. Cualquier vector tangente del espacio total MV se

expresa como
Va
(v

es decir, si se llama 0% = 8/d%*, 0, = 0/dv*, es

V= Ve Ve = Ve, 4V,

on 0v,

si se identifican los espacios tangentes de R~ con el propio R¥-2".
Es decir, (5 8%) son coordenadas locales definidas en cada entorno
p71U = U X R % del espacio total MV.

Sea w* una conexién lineal en el fibrado MV y I';, sus componen-
tes respecto de las coordenadas locales (%) y de una (2% — 27)-
referencia {p,} en un entorno U de V. Iintonces, en el espacio tan-
gente del espacio total MV en cualquier punto (n% v*) de p-1U,
el plano horizontal estd definido por una ecuacién lincal

VE4+17Ve=0 (2.4)
donde ‘
I; =TIyw (2.5)

y el plano vertical por una ecuacién lineal
Ve=0 (2.6)

Si en cada espacio tangente del espacio total MV se considera
una referencia formada de 3# — 27 vectores V|, de componentes

Vi, tales que
o= ()= (%)
w) = -
Vi, — I

1% 0
(Vh) = (‘”) ()
V(y) éy
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entonces los Vy, son horizontales y los V|, verticales, de acuerdo
con (2.4) y (2.6). A

Es V) = (0,)7 (ver [24]), de donde

Vi = (0)F = (10, + m 8,)% = (10,)¥ + (m d,)"

es
’ FViy=F(¢o)" + (md,)") = F(10,)" + I (ma,)" =
= (@l0)" +7m o, = (— @30,)" +7(¢*Q ¢,) 0 =
=(—@30)" +70 0. = (— 0 Vg + ¢ Viy
FVip=—([G"1Vu) = —¢) = — (gy0) = — ¢ Vi

Se define pues, en cada espacio tangente del espacio total MV
un operador lineal F tal que

3n—2r

F(Vy) = — 24 2o Via + E ‘Pb Vi

r=1-

F(V(J’)) = - }4 ‘Py (a)

a

siendo p; = (®3)s-
Los operadores lineales I asi definidos determinan un campo

tensorial de tipo (1,1) sobre el espacio total MV. Si se llama F! a
las componentes del campo tensorial F respecto de las coordenadas
locales (5%, v*) definidas en el entorno p~1U = U x R¥~?  sc obtiene

(F)) = 8y 0 — P — @) & o\
' ._I'Z 6; (p’; 0 ——-[’Z (Sf, ’

_( — b —¢§> <6Z‘ 0>_
Iipe+ oy Tigy Iy oy

_ a _ ‘;.["Z . }{t\
= < g c pb % i -wb c oy vxq:) (27)
lch ‘l“pb"*_-lc(pz-lb c Py

Se verifica

<-!>Z - ¢3'> <—f)§ - ¢3> B
b 0 b 0
B

_(—6Z+¢§(PZ‘ ~ Gh g peoy >_ <— b 0 >
— $ith — 7 0 — &
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en virtud de las relaciones (2.3), y ser p; = (¢3);, por tanto
F2=—1

siendo I el tensor identidad.

Por tanto, el campo tensorial F asi definido es una estructura
casi compleja en el espacio total MV del fibrado p: MV — V. Se pue-
de enunciar el

Trorrma 2.1

Si una variedad diferenciable V admite una @ (4,2)-estructura ¢
de rango v, entonces existen estructuras casi complejas en el espacio
total del fibrado vectorial, de dimension 2n — 27, MV sobre V. Dada

una conexion de componentes I'7, en MV, entonces una estructura
. . < /3 , .
cast compleja F = (F;) estd detesminada por (2.7).

2.5. Tensor de Nijenhuis de I'.

Sea V una variedad diferenciable dotada de una ¢ (4,2)-estruc-
tura ¢ de rango 7, y sea w* una conexi6n en el fibrado vectorial MV

Sean I, las componentes de la conexién w* respecto de {n% @,
donde (%) son coordenadas locales y {g,} es una (2# — 2 #)-referencia

en un entorno U de V. Si se llama ¢ a las componentes de la estruc-
tura @ respecto a (1%, y ps = (p3); = gr @z ¢t, el tensor de Nijenhuis
Nz, de p, = (p3); es, por definicion,

Ney = pe 0,5 — 3 0. pc — (35 — 0, 2%) Pe
Se define en U un campo tensorial S; de tipo (1,2) por
Sio = Nop + (0. 05 — 0, 0) ¢ — (9 Tow — 5 Icu) 92

siendo (gz) v (¢3) respectivamente las componentes de ¢, y ¢
Se definen ademas en U:

1) Un campo tensorial MV-valuado

Scb = S:b P

11 — Collectanea Mathematica
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de tipo (0,2) por
S = p: (0.5 — Oy 92) — P5 (0,9 — 0.9%) — (pepr — @o ) I'es
2) Un campo tensorial M* V-valuado

Scb = S:b P
de tipo (1,1) por

Sty = 30, — 20,0y + pe 0.y + prgs — I'iy;

3) Un campo tensorial MV & M* V-valuado

Se=S590.8 ¢ (2.8)
de tipo (0,1) por

Sty = @y (000 — 0, 9) + pey e — Iy
4) Un campo tensorial MV Q¥ M* V-valuado

St =Sy K¢
de tipo (1,0) por

Sy = @20, 0y — @y 0,95 — (il — @ [e) @2

Esos campos tensoriales cumplen

Sgb + SZC =0
S:y '"I_ S;x =0

Los campos tensoriales Sz, S, Si, S, y S® definidos en cada
eutorno U, determinan campos tensoriales globales correspondientes
en la variedad V. En efecto, tomando una conexién lineal simétrica
cualquiera I, en V, se puede comprobar facilinente que esos campos
tensoriales se expresan respectivamente del modo siguiente:
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o = Ng + (Vops — Vs Ve) @5
St = (Ve — Vog2) — 5 (Vo — Vo 90)
Sty = @y Vee — P Vo @y + Pe Ve 5
Sty = @y (Ve — V.o 2)
Siy = GV Py — OV P

haciendo uso de la diferenciacién covariante introducida en [I11].
De este modo los campos tensoriales locales, determinan campos
tensoriales globales correspondientes en V. Estos tensores S son
generalizaciones de los introducidos en [16].

En virtud del teorema 2.1, dada una conexidn lineal, existe una
estructura casi compleja F en el espacio total MV, cuyas compo-
nentes F; vienen dadas por (2,7). El tensor de Nijenhuis Hj; de la
estructura casi compleja F es, por definicion

H};, = F}3,Fi — Fio,F; — (9; Ff — 9, F}) F},

respecto a las coordenadas locales (7% v%) en cada entorno p~1U =
= U X R*=% del espacio total MV, donde, para simplificar, se
considera n* = v* y ; = 8/dx'. Si se substituye (2.7) en el miembro
de la derecha de la anterior igualdad y se tiene en cuenta (2.5) se
obtiene

Hy = —S4 —I':Sp: — It S+ I I3 S,

5= —S4 —TI:.S;, — IS, — I'5 8% —
— I (I%SY, — IS — I 1588, I +
+ Rl — plpi Ry — ¢ (Dipy — Iy pY) Riy — (2.9)

— It Iy g Ry — I3 (pE Ry — P R ot —
— oy IG5 (IR — T RY) o

Hi: — S5 + R, o9 + I'; S5,

Hy = S5, + S& It + It ST — pl oy Rl +
+ I gloy Riy+ o5 TV R,

H, =S,

H, = —S;, I, — (P§<P$Ri'd
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donde
R, = R':by Y (2.10)

y R}, es el tensor de curvatura de la conexién T, definido como
se sabe por

x X x 7% z 22 R
Rcb}' = 6‘0 F:Vb - ab ]ch + I Fby — Iy, -[‘cy
En general, el tensor de Nijenhuis de una estructura casi compleja
~h .
I} satisface
hool E h
Hj Fi+ Hj; Fy = 0

(2.11)
HyF —HLF =0

Por tanto, si se considera (2.7) (2.9) y (2.10), se observa que los
miembros de la izquierda de las ecuaciones (2.11) se pueden consi-
derar como polinomios en las variables v*. Identificando coeficien-

tes, los términos independientes permiten obtener ecuaciones que

contienen a S, Sy, Se, Siy, Si, v se deduce

Si = st pa — Siy b2 70

Sty = Sac s ¥y — Sty ¥} e

Sy = Siapi oy + Sty i g

S?y = — Sl:b <P§ (Pz
de donde

S =0=5;,=0

St =St =0=5S5,=0
Y Sk = Supi ¢ = — SiLphploagy = — ShL(pidy = — Si (pY):
pero, como S, es MV R M*V-valuado, se obtiene

($2)eSe = ($2):Sey p. QD 97 = 0
luego

S, =0, vy de ahi, S =0
Por tanto

S =0=54=0, S,=0, S;,=0, S;;=0, (2.12)
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2,6 ¢ (4,2)-estructura normal
DEFINICION 2.2

Cuando la estructura casi compleja F definida por (2.7) es compleja
en el espacio total MV, se dice que la ¢ (4,2)-estructura ¢ es normal,
respecto a la conexion w* dada en el fibvado MV. Como es bien sabido,
una condicion necesavia v suficiente parva que @ sea mormal respecto a
w* es que el tensor de Nijenhuis H}; de Fy, dado por (2,9) se anule
idénticamente en el espacio total MV,

Las ecuaciones obtenidas igualando cada componente de Hj; a
cero, son ecuaciones en las variables v* en virtud de (2.9). Por tanto,
si H,'-’i = 0 entonces

Zb —_ 0 Sfy = 0
»=0 Sy =0 (2.13)
sS4 =0

pues esos tensores no contienen a ninguna de las v*. Substituyendo
. y) . .
2.13) en las ecuaciones Hj = 0 tenemos un sistema de ecuaciones
7
lineales respecto a RJ,, de donde R}, = 0, es decir,

Ry =0 (2.14)
en virtud de (2.10).
Reciprocamente, si se supone (2.13) y (2.14) se tiene obviamente
Hj;=0.
En consecuencia, una coundicién necesaria y suficiente para que

HY se anule idénticamente es que se satisfagan (2.13) y (2.14).
En definitiva se obtiene

Prorosicion 2.3.

Una condicién necesaria y suficiente para que una @ (4,2)-estructura
@ sea normal en una variedad diferenciable V, vespecto de una conexion
w* dada en el fibvado vectorial MV es que los campos tensoriales

a X a X a
cbs chs Scy: Scy: Szy

se anulen idénticamente, y la comexién w* tenga curvatura cero,
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En virtud de (2.12) y la proposicién anterior, se deduce

TEOREMA 2.4

Una condicion necesaria y suficiente para que una ¢ (4,2)-estructura
@ sea normal en una varviedad diferenciable, V, respecto de una conexion
o* dada en el fibrado vectorial MV es que el campo tensorial Sy se
antle 1dénticamente y la conexion w* sea de curvatura cevo.

Si una ¢ (4,2)-estructura ¢ en una variedad ¥V es normal respecto
a una conexién dada en el fibrado MV, entonces la conexién tiene
curvatura cero por el teorema anterior. Asi, si V es simplemente
conexa, el fibrado MV es trivial, y es posible enunciar la

ProprosIciON 2.5.

St una @ (4,2)-estructura en una variedad V es normal respecto a
una conexién dada en MV, entonces el fibrado vectorial MV, inducido
de MV por la proyeccion de revestimiento IT: V -~ V, es trivial, sien-
do V el espacio de revestimiento universal de V.

Sea ¢ una ¢ (4,2)-estructura de rango 7 en una variedad V. Si el
fibrado MV es trivial, se puede identificar de modo natural con el
producto V' X R?-?_ Entonces existe de modo natural una co-
nexién o§, de curvatura cero en el fibrado MV = V x R—2,
Es decir, aquella cuyas componentes se anulan respecto a cada sis-
tema de coordenadas locales (% v?) de V X R %, siendo (5%
las coordenadas locales en V, y (v*) las coordenadas cartesianas en
R#=%_Si se supone que ¢ es normal respecto a w§, los campos ten-
soriales S estdn dados por las férmulas (2.8) donde se anula I7,, y
cada S es un campo tensorial del tipo correspondiente en la variedad
V para indices fijos «, y, 2. En virtud del teorema 2.4, una condicién
necesaria v suficiente pava que @ sea normal respecto a »§ es que

St = Ng + (0: 97; — 0 ‘P:) ‘PZ =0

Observacién :

En el caso de ser ¢ una ¢ (4,2)-estructura en ¥V ha sido posible
introducir una estructura casi compleja en la variedad MV, por ser
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dim MV =2n — 27 +n=2n — 27 + 2m, por ser siempre dim
V = 2m. Pero cn el caso de ser p una ¢ (4, — 2)-estructuraen V, en ge-
neral no es par la dimensién de la variedad MV, al no serlo necesaria-
mente la de V. Por tanto la definicién general de normalidad de una
@ (4, — 2)-estructura serd necesariamente distinta en cuanto al con-
junto de tipos de estructuras utilizadas.

NOTA. Para resultados relativos al caso de ¢ (4, — 2)-estructuras,
ver [7].

§ 3. ¢ (4,2)-ESTRUCTURAS CON REFERENCIAS GLOBALES
3.1. @ (4,2)-estructuras con referencias globales

Sea V una variedad diferenciable de dimensién %, dotada de una
@ (4,2)-estructura ¢ de rango ». Sea MV el fibrado vectorial formado
por todos los vectores tangentes a V pertenecientes a la distribuciéon
M, correspondiente al operador de proyeccién m = @2 4 1. Se su-
poue ademés que en el fibrado MV, de dimensién 2% — 27, existen
2m — 27 campos vectoriales contravariantes g, (los indices x, y, z, ...
varfan en el conjunto {1, 2, ..., 2% — 27}) que generan la distribucién
M en cada punto de la variedad V, y 2% — 27 campos vectoriales
covariantes ¢, tales que ¢*(p,) =0, v 92+ 1 = ¢, ® ¢?. Se llama
al conjunto ordenado {p,} de los campos vectoriales contravariantes
@, una (2n — 27)-referencia (global), y al conjunto ordenado de
los campos vectoriales covariantes {p% una (2#n — 27)-correferencia
(global).

DrriNicIoN 3.1.

Se lama ¢ (4,2)-estructura con refevencia complementaria, o simple-
mente @ (4,2)-estructura con referencia al conjunto ¢ = (o, {@,}, (@)
Sformado por la estructura @, la (2n — 27)-referencia {@,}, y el conjunto
ordenado {@*}, que satisfacen las comdiciones anterioves.

En una ¢ (4,2)-estructura con referencia de rango 7, el operador
de proyeccién m se expresa como

m= @, X ¢



160 Pedro Martinez Gadea

Se deducen las siguientes ecuaciones, correspondientes a las (2.3),
pero que son expresiones globales este caso

p?P=—I+pQ¢
7 (p) = 0

P2, =0

@ (@2 X) =0

(3.1)

siendo X un campo vectorial cualquiera sobre V.

Sea V una variedad diferenciable de dimensién # dotada de una
@ (4,2)-estructura con referencia, ¢, de rango 7. Como se ha probado
en 2.6 la variedad producto V x R?>*~? admite una estructura casi
compleja. Las componentes del tensor de Nijenhuis de la estructura
casi compleja inducida en ¥ X R?-%, son los tensores S definidos
en 2.5 (véase mediante las férmulas (2.9)), y se ha demostrado alli
que si se anula idénticamente el tensor Sg;,, entonces se anulan idén-

ticamente Sz, Si,, Si, v S&.

3.2.  Producto de dos variedades con ¢ (4,2)-estructuras con referencias

Sea V una variedad diferenciable de dimensién # dotada de una
@ (4,2)-estructura con referencia ¢ = (¢, {p,}, {¢*}) de rango 7, y

sea V una variedad diferenciable de dimensién % dotada de una
@ (4,2)-estructura con referencia ¢ = (p, {g,}, (¢%}) de rango 7. Se
supone aqui ademds que 2% — 27 = 2% — 27.

Si se consideran recubrimientos por abiertos suficientemente pe-
quetios, U = (Ugoes de V, y U = {Ugscs de 7, y son g v )
sistemas de coordenadas locales de U, en V, y U, en V, respectiva-
mente, entonces {#* %" puede ser considerado como un sistema local
de coordenadas del abierto U, x U, de la variedad V x V, y ademis
la coleccién {U, x Uy de los abiertos U, x U, es un recubrimiento
abierto de ¥V x V. Sea U X U ese recubrimiento.

Sean (U,, %) vy (Uy, #*) dos entornos coordenados en V tales
que U,n U, # ¢ y sean (U, ") y (Uy. 7*) dos entornos en V tales
que UnU; = ¢ (los indices varfan aqui del siguiente modo;
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a, b, c, .. e{l, 2, ..., m}
R, 7, .. em +1,...,n + 7}
X, Y, %, ... e{l,2,..,2n —2n
A, B, C, .. e{l, 2, .,n,n+1,..,1n+ n).
Sean
nt =" ()
y " =" ()

las transformaciones de coordenadas en U,nU, v U,n Uy, res-
pectivamente. Entonces la transformacién de coordenadas en (U, x

X U) n Uy x Tp) es

(3.2)

33

=1

Sean TV, TV y T(V x V) los fibrados vectoriales tangentes a
las variedades V, V y Vx V respectivamente. Se define un operador
lineal F en el espacio tangente a cada punto de la variedad V x ¥ por

F(X) =¢3X + ¢ (X) 9,, XeTV
F(Y)=#X +9(Y)g, XeIV
El operador F verifica F2 = — I. En efecto,
F2X = FFX = F (93 X) + F(p (X) 5,) —
=P X+ (e X) g, +
+ o3 (X)g) — ¢ (@ (X)p) . =
= g6 X — ¢¥(X) by, =
= —X+eXe —X)ep=-X

en virtud de (3.1) y analogamente se prueba F2Y = — Y. Sean
P5 = (@) v P = (p3)l. Se verifica que, si es

F? F?
Fi=1|" .
(Fz FZ-)
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cumple
0 0 .0
F = FP 7 T =
(0?7“) F“anb+F“377’
P 0
—Zbaanb_i_q’a‘l’ya_*ﬁj
0 y O i 0
F(ﬁ‘)—Fﬁ”ﬁ—
. 9 P
—p C =y b
_p' 6'7}7 (p’ ‘py 6'77”
de donde
b = b
F§=< fii ” %> (3.3)
Pa Py s

en todo entorno coordenado de U X Y. En virtud de la transfor-
macién (3.2), se prueba que (3.3) define un campo tensorial en la

variedad producto V x v, va que el jacobiano es de la forma

=(c 5l

y por tanto, siendo F = (F3) y F' = (F%), es

= Al )

_ (J,,M“ 0 ) @
0 JapJ:!
Se verifica ademds que F2 = — I. En efecto,
F2=<ﬁ3_ *¢?¢3><P5 —¢3¢$>:
72 P P ) \ei#) P
_ <P’Z:b2 — G pe:  —pigie — a%qazﬁf) _
ooy b + D By — R Py piot + P
_ <(P2)Z — Py n 0 > _
0 (%) — @t
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. B . .
Por tanto, el campo tensorial F es una estructura casi compleja
en V' X V. Se llamard a esa estructura F la estructura casi compleja

inducida en V X V por las ¢ (4,2)-estructuras con referencia ¢y B
Asi, se puede enunciar la

ProrosicioNn 3.2.

Sean V una variedad diferenciable de dimension n dotada de una
@ (4,2)-estructura con referencia ¢ de vango v, y V una variedad diferen-

ciable de dimension n dotada de una @ (4,2)-estructura con referencia @
de rango 7, tales que 2m — 2y = 2% — 27. Entonces la variedad pro-

ducto V X V admite una estructura casi compleja inducida por ¢y .

DrriNicioN 3.3.

Sea V una variedad diferenciable de dimension n, dotada de una
@ (4,2)-estructura con referencia ¢, de rango v. La variedad producto
V X R admite una estructura casi compleja inducida por la es-
tructura. ¢. Si la estructura casi compleja inducida es compleja anali-
tica se dice que ¢ es normal.

Intercsa obtener la relacién entre dos ¢ (4,2)-estructuras con re-
ferencia normales ¢ y ¢ en dos variedades V y ¥V respectivamente,
y la estructura casi compleja inducida por ¢ y ¢ en la variedad pro-
ducto V x V.

ProrosicioN 3.4.

Una condicion necesaria v suficiente para que una ¢ (4,2)-estructura

con referencia, ¢, sea mormal es que el temsor Sz, (2.8), se anule
1dénticamente.

En efecto. Esta proposicién es en realidad un corolario del teo-
rema 2.4, para el caso particular de que la ¢ (4,2)-estructura lo sea
con referencia global,
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Se calcula ahora el tensor de Nijenhuis K de la estructura casi
compleja F definida en V X V, inducida por las ¢ (4,2)-estructuras

con referencia ¢ de V y 4 de V. La componente Kéz de K es por
definicién

Kip = Fev, Fy — Fhvp F¢ — (v Fi — v, FE) Fp.

Entonces, en virtud de la expresion (3,3) de F, y de la definicién
(2.8) de los tensores S en V' y S en ¥ inducidos respectivamente por
las ¢ (4,2)-estructuras con referencia ¢ y 4, se obtiene

o = St
Ky = @1 Sss + 05 04 Siy
K = — o: Sk + o 9! Sty
B —h ox z y&h (34)
ch = Pz S::b + Pe Py Sz;v
K=~ ¢S}y + @9 St
K% =Sk

Se supone ahora que las ¢ (4,2)-estructuras con referencia dadas,
¢y ¢, en V y V respectivamente, son normales. Ya que los tensores
Sen V y S en V se anulan idénticamente por definicién de nor-
malidad, se obtiene

KgB == 0
Reciprocamente, si la estructura casi compleja inducida en V x 7

es compleja analitica, entonces en virtud de las ecuaciones (3.4),
se deduce

St =0, Sk=0
para esas condiciones equivalen respectivamente a la normalidad
de ¢ vy 4. Por tanto,
TEOREMA 3.5

Sean V y V dos variedades diferenciables dotadas de las ¢ (4,2)-
estructuras con referencia é ¥ (Z, respectivamente, Entonces una con-
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dicion necesaria y suficiente para que ¢ y ¢ scan normales es que la

estructura casi compleja en V X V inducida por ¢ v ¢ sea compleja
analitica.

Sean ahora V="Vy ¢ = 4. Se sigue que ¢ es normal si y solo

si la estructura casi compleja inducida por ¢ en ¥V x ¥V es compleja
analitica. Por tanto,

COROLARIO 3.6

Sea V una variedad diferenciable dotada de una ¢ (4,2)-estructura
con referencia, ¢, de rango r. Entonces las tres siguientes condiciones
son equivalentes :

1) El temsor S3, se anula idénticamente.

@) La estructura casi compleja inducida en V X R¥=2 poy ¢
es compleja analitica.

wi)  La estructura casi compleja inducida en V X V por ¢ es
compleja analitica.

Nora. Para el caso de las estructuras de tipo ¢ (4, — 2) ver [7].
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