COBORDISMENOPERATIONEN IN Q% (—; Z, )

Rorr Kurrze

Uchida hat in [3] die Cohomologie-Operationen der komplexen
Cobordismentheorie mod p untersucht. Die in [3] benutzten Metho-
den sind auf die orientierte Cobordismentheorie mod p Q* (—; Z,)
nicht mehr anwendbar. In der vorliegenden Note soll jedoch ge-
zeigt werden, daB durch Modifikation der in [3] verwandten Metho-
den und durch eine Abschwichung der dort gemachten Voraus-
setzungen auch Aussagen iiber die Cohomologie-Operationen von
Q*(—; Z,) moglich sind.

f: 81— St sei eine Abbildung vom Grad p > 0. Dann bezeichne
L, den Abbildungskegel von f. 7 : L, — S2 sei die Projektion von L,
auf S2, die das 1-Geriist zu einem Punkt identifiziert. Nach [2], S.
34 gilt

LEMMA 1: p > 0 sei ungerade. Dann gibt es eine natiivliche Zahl
v und eine Abbildung m: S™"2L, —~ S (L, \ L,) mit den folgenden
Eigenschaften :

1) Die Abbildungen [S"(1 A @)]m, 1: S+2L, — Sr+2 L, sind zuein-
ander homotop.

2) Die Abbildungen m, (S"T)m: S"*2L, -5 (L, \ L,) sind zuei-
nander homotop, wober T: L, N\ L, —~ L, \ L, die Faktoren
vertauscht.

0% (—) sei die orientierte Cobordismentheorie; weiter bezeichne
0Q*(—; Z,) die orientierte Cobordismentheorie mod p (p eine un-
gerade Primzahl). Ist & ein #n-dimensionales, orientiertes Vektor-
raumbiindel iber dem CW-Komplex B, so seien

@, : Q% (B) - Ok (T (&)
®P : Q4(B; Z,) ~ @ (T (§); Z,)
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die zugehérigen Thom-Isomorphismen. Fiir jedes reelle Vektor-
raumbiindel ¢ iiber B sind auBerdem die Pontrjaginschen Klassen
P:(§) e Q¥ (B; Z,) erklart. * sei das kanonische Vektorraumbiindel
iiber BSO (k).

O*(SO) sei die graduierte Algebra der natiirlichen, stabilen
Cohomologie-Operationen von Q% (—) in sich fiir die Kategorie der
Paare endlicher CW-Komplexe. Entsprechend bezeichne 0* (SO ; Z,)
die graduierte Algebra iiber Z, der Cohomologie-Operationen von
Q*(—; Z,) in sich. Fir © e 0'(SO) ist

6,: B(X; Z)= 02X A L) Oy Dreiva(x ) L) =0 (X; Z,)

ein Element aus 0°(SO; Z,) und heiBt mod p Reduktion von 6.
Die mod p Reduktionen bilden eine Unteralgebra R* (SO; Z,)
von 0*(S0; Z,).

Fine charakteristische Klasse ¢ vom Grad ¢ (i € Z) ordnet je-
dem orientierten Vektorraumbiindel £ iiber dem endlichen CW-Kom-
plex B eine Cohomologieklasse ¢ (£) € 2'(B) zu, so daB gilt:

1) ¢ verhdlt sich natiirlich gegeniiber Biindelabbildungen; 2) ¢
ist stabil, d.h. ¢ (6@ ol) =c(&). C'(SO) bezeichne die abelsche
Gruppe der charakteristischen Klassen vom Grad ¢, und es sei

+oo
C*(S0) = X C(S0). Analog definiert man den graduierten Z »~-Modul

C*(SO; Z,) der charakteristischen Klassen orientierter Vektorraum-
biindel mit Werten in Q% (—; Z,). Beispiele dafiir sind die oben
erwihnten Pontrjaginschen Klassen.

Nach [1], S. 96 sind C*(S0O) und O* (SO) zueinander isomorph.
Ein Isomorphismus

2: C*(S0) - 0% (SO)

1aBt sich wie folgt konstruieren: Ist ¢eC*(SO) und f:S* " X —
— M SO (k) ein Reprisentant von g e Q" (X), so sei

2 (c) (B) = (S*=")7Lf* Dy (c (*)).

Im folgenden stellen wir eine Beziehung zwischen O* (SO ; Zy)
und C*(SO; Z,) her Da wir mit Koeffizienten in Z, arbeiten, ist
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nicht zu erwarten, daB 0*(SO; Z,) und C*(SO; Z,) zueinander
isomorph sind. Wir konstruieren zunichst einen Homomorphismus

2 C*(SO; Z,) ~0*(S0; Z,).

peld(X; Z,) werde durch f:S%*=2(X A L,) -~ MSO (k) repris-
entiert. z, (c) (8) sei dann das Bild von ¢ (y*) bei der Abbildung

(#) - % -
Q(BSOR); Z,) 22 B4 (MSO(R); 2,) L7y Dieh(stn2(X A L,); 2,) =

ES

i b2 e O+ k4 bonez (LA m)*
= Q2 (X N L, ASF2 7 L) s @itk (X AL A L, A Sn-2) LAY

y

(L/\ m)* Oith:2 (X A LP A Sk—n) (SF_")—; Oitnt2 (X A Lp) =§i+n(X; Zp)

dabei ist ¢ € C*(SO; Z,) und T die Vertauschungsabbildung
T:Xy ANXo N X3 A Xy~ X AXy, A Xy A X

SATZ 20 g, ist ein Monomorphismus und Bild y, dirckter Sum-
mand von O*(SO; Z,).

Brwers: 1,:0%(S0; 2,) - C*(S0O; Z,)

werde wie folgt erklirt: Ist £ ein orientiertes Vektorraumbiindel, so
sei 7, (@) (&) = (@) ~10 & (1) (O € 0% (SO; Z,)). Unter Benutzung
von Lemma 1 zeigt man sofort, daB y,y, = 1. Hieraus ergibt sich
die Behauptung.

Unser Ziel ist es zunachst, Bild y, zu bestimmen. g,: 2% (—) —
- Q*(—; Z,) bezeichne die Reduktion mod p. Unter Verwendung
der in [3], S. 104 benutzten Methoden sieht man dann, daB
0y ¥ (MSO) -~ D% (MSO; Z,) surjektiv ist (die Ergebnisse von [3]
bleiben richtig, wenn man die Voraussetzung «* (E,,) frei» durch
die Forderung «i* (E,,) ohne p-Torsion» ersetzt).

0y : C*(S0) - C* (S0; Z,)

sei definiert durch g (c) (§) = g, (¢ (§)) fiir ¢ e C*(S0). Weiter hat
man Isomorphismen

©: C*(SQ) > D* (MSO0); w,: C*(SO; Z,) —> 0% (MSO; z,).
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LemMa 3: ) ist surjektiv.
Bewrrs: Die Behauptung folgt aus der Gleichung
0, 0p = 0, ,

da g,: 0% (MS0) ~ Q% (MSO; Z,) surjektiv ist.
Damit sind wir in der Lage, Bild y, zu bestimmen.

Sarz 41 7,:C*(SO; Z,) 0% (SO; Z,) bildet C*(SO; Z,) iso-
morph auf R*(SO; Z,) ab.

BEwrs: gp: 0*(S0) — 0*(SO; Z,) sei der Homomorphismus,
der jedem O eO0*(SO) die mod p Reduktion 6,e0%(SO; Z,)
zuordnet. Wir zeigen zunichst, daB das Diagramm

C*(S0) —% > 0%(50)

N ”
Op Op

|
|
Y Y
C*(S0; Z,) ——> 0%(SO; Z,)
Zp

kommutativ ist. f:S*"=2(X A L,)-~MSO (k) sei ein Représen-
tant von e (X; Z,). Unter Beriicksichtigung von Lemma 1
erhdlt man dann fiir alle ¢ € C*(SO)

%% () (B) = (S*")=1 (1 A m)* T* f* DL o, (c (")) =
= (S¥ )7L A m)*T*f* 9, D (c (1) =
= (SF=) (L A m)* T 0, f* D (c (")
= (S* =) f* D (c (%) = 05 2 (c) (B)-

Da o, nach Lemma 3 surjektiv ist, ergibt sich aus dem obigen
Diagramm

Bild 7, = Bild (y,0) = Bild o} = R*(SO; Z,).

Satz 4 gestattet es nun, 0*(SO; Z,) zu berechuen. A,(5,)
bezeichne die von dem Bockstein-Homomorphismus 6, € 0* (SO ;
erzeugte duflere Algebra.
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Sarz 50 Ist p eine ungerade Primzahl, so gibt es einen Isomor-
phismus von Z,-Moduln

0¥ (SO; Z,) = 2% (x5 Zy) [[p1, pa. 1] ® 4, ().
Bewris: Nach [3], Theorem 3.6 gilt
0%(S0; Z,) = R*(S0; Z,) R A, (9,).
Nun ist aber nach Satz 4
R*(SO; Z,) = C*(S0; Z,) = Q* (BSO; Z,) = Q% (*; Zy) [[p1, P2, .10

Hieraus ergibt sich die Behauptung.
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