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SUMARIO

En este trabajo se generaliza a filtros la nocién de convergencia
local de sucesiones en espacios localmente convexos. Se prueba que
el conjunto de filtros que convergen localmente es una clase de con-
vergencia en el sentido de H. R. Fischer y se realiza un estudio de la
topologia asociada a dicha clase de convergencia. Dicho estudio da
origen a una nueva clase de espacios localmente convexos que es
estrictamente mayor que la clase de los espacios metrizables y
estrictamente menor que la clase de los espacios bornolégicos.

Sea E (r) un espacio localmente convexo separado. Por A (0) de-
notaremos el conjunto de filtros en E que convergen a cero por T,
y por G al conjunto de las partes de E absolutamente convexas y
acotadas. Si B ¢ (G, se designard por Ej el espacio normado asociado
a B. Unfiltro F en E se dice que es r-acotado si existe un elemento
A de F que es t-acotado.

DEFINICION 1. Se dice que un filtro F en E converge localmente a
cero, si existen un elemento B ¢ G y una base de filtro B en E, tales que:

1.9) Para cada elemento 4 ¢B, 4 ¢ Eg
2.9) La base de filtro B genera a F.
3.9) La base de filtro B converge a cero en el espacio Ejp.

Por 4,, (0) denotaremos el conjunto de los filtros en E que conver-
gen localmente a cero.
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Claramente la def. 1) generaliza la nocién de sucesién localmente
convergente a cero.

ProprosICcION 1. Sea F un filtro en E; las proposiciones siguientes
son equivalentes

) Fed,, (0)
B) Existe un elemento B ¢ ( tal que la base de filtro {1 B/A ¢ R+}
es menos fina que F.

DEMOSTRACION: o) —f). Si Fed,, (0) existen un acotado B e (,
y una base de filtro B en E verificando 1.9) 2.9) 3.9) de la definicién 1.
Sea A & R*, como B converge a cero en E,, existe 4 e Bcon 4 ¢ A B.

B) -> ) La traza F, de F sobre E es una base de filtro en E,
que genera a F y converge por hipdtesis a cero en Ep.

Cororario 1. 4,,(0) € A (0). Si F eA,,(0) entonces F es 7-acotado.

DEMOSTRACION:  Si F ¢4, (0) existe un elemento B e G tal que la
base de filtro {1 B/A ¢ R*} es menos fina que F. Dado entonces V
entorno de cero en E(7) existe Ae R* y AeFcon A ciABcV.

CoroLarIO 2. Elespacio E(z) es normable si y solo si 4 (0) = 4,, (0).

DEMOSTRACION:  Si E(r) es normable, existe un elemento B e
que es entorno de cero en E(7), y ademds la base de filtro {1 B/A ¢ R+}
es sistema fundamental de entornos del origen en E(7), por tanto si
Fed se tiene que F e, (0).

Reciprocamente: Sea B (0) la familia de r-entornos de cero, se
tiene que B(0) converge localmente a cero. Por el corolario 1, B(0)
es un filtro acotado luego E(z) es normable.

ProrosicioN 2. A, (0) verifica las siguientes propiedades:

a) Si F1 v Fred,, (0) entonces F; + F, e, (0).

b) Si Fed, (0) y a es un escalar, a F e 4,, (0).

¢) Si V es el filtro de los entornos de cero en el cuerpo entonces
VF e, (0) para cada Fed,, (0).

d) Para cada x¢E, Vxed,, (0).

DEMOSTRACION:  a) Existen dos elementos B, B, e G tales que el
filtro F; es mds fino que la base de filtro {AB;/Ae R*} (i =1, 2).
Por tanto existe un elemento 4;eF, con 4gc AB; (¢t =1,2).
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luego A4; + 4, € A(B; + B,), y como By + B, € ( se tiene F; +
+ TZ 8Am (0)

b) Existe un elemento B ¢ § tal que el filtro F es mas fino que la
base de filtro {AB/1e& R*}. Por tanto para cada 1e& R* existe un
clemento 4 e F con 4 ¢ 4B, luego a4 c A(«B) vy aF e4,, (0).

¢) Como el filtro F es mds fino que la base de filtro {2 B/1 ¢ R*}
para algin B ¢ G, dando 1 ¢ R* existe un elemento 4 ¢ Fcon 4 ¢ 2 B.
Si H= {aeCfla|] <1} para cada ae¢H v cada xeA se tiene
axea(AB) = A(eB) € AB.

d) Sea BeGeconxeByleR". SiaeK con || < A se tiene que
axeaB c AB.

DEFINICION 2. Un filtro F en E se dice que converge localmente,
si existe un x ¢ E tal que el filtro F-x converge localmente a cero.
Denotaremos por 4,, el conjunto de filtros en E que convergen local-
mente y para cada x ¢ E designaremos por 4,, (x) el conjunto {F ¢ A
/g: —X 8/1,,, (O)}

”m

ProposiciON 3. El conjunto A,, es una clase de convergencia en E,
compatible con la estructura de espacio vectorial.

DEMOSTRACION:  Veamos que A,, verifica los axiomas que definen
una clase de convergencia segiin H. R. Fischer.

(EC1). Para cada x ¢ E, sea ‘U (x) el ultrafiltro en E formado por
los superconjuntos de {x}, entonces U (x) — {x} = U (0) y evidente-
mente la traza de U (0) sobre E converge a cero en Ey para cada
Beg.

(EC2). Sean x ¢ E, F y F dos filtros en E tales que F > F y
F e, (x). Por la proposicién 1, existe B e G tal que el filtro F-x es
més fino que la base de filtro {AB/i¢ R*}. Como F — x > F-x se
deduce que F' e4,, ().

(EC3). Sean x ¢ E, F{, Fy e, (x). Por la proposicién 1, existen
dos elementos By, B, ¢ G tales que el filtro F;, — x es mdis fino que
la base de filtro {AB;/AeR*}, (i =1,2). Se tiene entonces que
(F1 N Fa) — x es mds fino que la base del filtro {1 (B; 4+ B,)/A & R}
y como B; + Bj &G se deduce que Fy n FyeA,, (x).

Por tanto A,, es una clase de convergencia sobre E, que por la
proposicién 2, es compatible con la estructura vectorial.

Fischer asocia a cada clase de convergencia una topologia. Estu-
diaremos seguidamente la topologia asociada a la convergencia
local.
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DreriNicION 3. Denotamos por 7, la topologia sobre E asociada a
la clase de convergencia 4, Un subconjunto no vacio 4 de E es
7,-abierto si 4 ¢F cualquiera que sea F e, (x) con x ¢ A.

La proposicién siguiente caracteriza los conjunto 7,-abiertos.

ProrosiciON 4. Un subconjunto no vacio 4 de E es 7,-abierto
ssii para cada x ¢ A el conjunto A-x es t,-bornivoro. La topologia
7,, €s invariante por traslacién.

DEMOSTRACION: Si 4 es 7,-abierto vy x ¢ 4 se verifica que A ¢ F
para todo filtro F eA4,, (x), luego A — x ¢ F* para todo filtro F*
e, (0). Sea Be(, trivialmente la base de filtro {AB/ie R*}
converge a cero en Ej,, dicha base genera un filtro F(B) en E que
converge localmente a cero. Se deduce que 4 — x ¢ F(B) y por
tanto existe A e R* con ABc 4 — «.

Reciprocamente: Sea F e4,, (0), existe B ¢ G tal que F es mds
fina que {AB/Ae R*"}. Si xe A por ser A — %, t-bornivoro existe
ueRT™ con uBc A —x, luego 4 — x ¢ F deduciendose que A4 es
T,,~abierto.

Comprobemos finalmente que 7, es invariante por traslacién.
Sea M c E, 7,-abierto; y e E. SixeM —y y Fed, (x), F+ v
ed, (x4 y) y como x4+ yeM se deduce que M e¢F +y y por
tanto M —yeF.

CororarIO. La topologia 7 es menos fina que la topologia T,

m*

DEMOSTRACION: Si A es un conjunto r-abierto vy x & A, entonces
A — x es r-entorno de cero y por tanto z-bornivoro.

DEFINICION 4. Sea F un espacio vectorial real o complejo y z*
una topologia en F separada e invariante por traslacién. Se dice
que una parte 4 ¢ F es t*-acotada si es absorbida por todos los
t*-entornos de cero.

ProrosicioN 5. Si t* es la topologia bornolégica asociada a E (t)
se verifica.

a) 1, es la topologia invariante por traslacién, sobre E ma4s fina
de las que tienen los mismos acotados que E (7).

b) =* es la topologia localmente convexa sobre E mds fina de las
topologias localmente convexas menos finas que 7,

¢) Son topologias 7 y 7,, coinciden si y solo si 7,, es una topologia
localmente convexa y E (r) es un espacio bornolégico.
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DEMOSTRACION: a) En primerlugart,, y T tienen los mismos acotados.

Si A € E es r-acotado y V es un entorno abierto del origen en
7,, V es t-bornivoro y absorbe a 4. Por tanto A es 7,-acotado. Si
A c E es 7,-acotado con mas razén es acotado por la topologia =
que es menos fina.
Sea 7* una topologia invariante por traslaciéon y separada en E,
Poseyendo los mismos acotados que 7. Si 4 es un subconjunto de E
no vacio y t*-abierto, para cada x ¢ A, A — x es T*-entorno de cero
y por lo tanto z-bornivoro deduciendose que A4 es 7,-abierto.

b) Se desprende inmediatamente de la definicién de 7* y el
apartado anterior.

¢) Sit=rt, comor <7 <7, se deduce que v = 7* y el espa-
cio E (7) es bornolégico. Reciprocamente t,, es localmente convexa
T=1"y si E(7) es bornolégico v = 7

m*

Ejempros: 1) Si (E, 1) es un espacio metrizable se tiene 7 = 7,,.

Sea A un subconjunto no vacio de E con 4, t,,-cerrado. Sea en-
tonces {x,},2; una sucesiéon de elementos de A que converge hacia
un elemento x por la topologia . Como el espacio E () es metrizable
se tiene que la sucesién {x,},>, converge localmente hacia x y por
tanto x ¢ A; deduciendose que A es 7-cerrado.

2) Veamos a continuacién un ejemplo de espacio E (r) no metri-
zable para el que también se verifica v = 7,,.

Sea E un espacio vectorial de dimensién algebraica infinita nu-
merable y v la topologia convexa mds fina sobre E.

Se sabe (Borubaki Cap. II ej. 4-16) que 7 es la mds fina de las
topologias sobre E (compatible o no con la estructura vectorial)
que inducen sobre cada subespacio de E de dimensién finita la topo-
logia canénica. Por tanto si probamos que r, induce sobre cada
subespacio de dimensién finita E la topologia candnica tendremos
T, <7 y en definitiva 7, = 7.

Sea entonces F un subespacio de dimensién finita de E. La topo-
logia 7,, (F) que 7,, induce en F es més fina que la candénicapues 7, > 7
Por otra parte sea V un entorno abierto del origen de F en la topolo-
gia canénica. Si H es un suplemento topolégico de F en E (Bourbaki
Cap. II 3 th 1 col 3)

V—Fn (H+Y)

donde H + V es claramente 7,,-abierto, luego V es entorno del ori-
gen en 7, (F).
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3) Finalmente damos un ejemplo de espacio E () bornolégico
en que 7, no es una topologia localmente convexa.

Bourbaki (Cap. II ej. 4-16) considera el ejemplo siguiente:

Sea Ey un espacio de Banach de dimensién infinita E el espacio
vectorial suma directa de E, y RW); E, el subespacio de E suma
directa de Eg y R* (identificando al producto de los p primeros fac-
tores de RW™). Se dota a E, de la topologia producto de las de sus
factores de forma que la topologia de E, es inducida por la de E,, ;.

Sea 7 la topologia limite inductivo de las E,

En estas condiciones se puede probar que existe en E un subcon-
junto U tal que U n E, es abierto en E, para cada p pero U no es
7-abierto. Si B es un conjunto r-acotado y x un punto de Y existe P
tal que B c E,, x¢E, y B es acotado en la topologia de E,. Se
sigue que U n E, es entorno de x en E, y por tanto (U n E )%
absorbe a B. Con mayor razén U — x absorbe a B luego U es 7
abierto.

Entonces 7,, es estrictamente més fina que 7. Como 7 es bornolégi-
co t,, no puede ser localmente convexa.

De estos ejemplos se deduce que la clase de los espacios localmente
convexos para los cuales v = 7,, contiene estrictamente la clase de-
espacios metrizables y est4 contenida estrictamente en la clase de
los espacios bornolégicos.

”l
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