TFTEUILLETAGES DE BRIOT ET BOUQUET
par

FrANCINT DIENER

1. INTRODUCTION

Nous exposons ici quelques observations de caractére géométri-
que concernant les équations différentielles de Briot et Bouquet,
c’est-a-dire les équations de la forme F(y, y') = 0 olt I’ est un poly-
noéme 4 deux variables complexes. I’étude de ces équations a été
faite, comme leur nom l'indique, par Briot et Bouquet 717, puis com-
pletée un peu plus tard par Painlevé [5].

Cest donc un regard neuf sur des équations déja étudiées que
nous proposons ici. La méthode que nous employons est la construc-
tion d’un feuilletage analytique complexe associé a chacune de ces
équations. Madame Sec 6] a déja réalisé une telle étude géométri-
que pour deux types particuliers d’équations: les équations de Riccati
et celles des fonctions elliptiques.

De l'examen des propriétés géométriques de ce feuilletage, nous
déduisons d’'une part une reformulation en termes géométriques du
théoreme de Briot et Bouquet caractérisant les équations du type
considéré dont toutes les solutions sont méromorphes et définies
dans C tout entier; d’autre part un critére géométrique permettant
de reconnaitre parmi ces équations celles dont les solutions sont pé-
riodiques ou doublement périodiques.

2. Un exemple.
Soit 'équation différentielle:
Vi=Cly —a2(y —b(v—o

olt a,b,c, et C sont des nombres complexes a, b et ¢ étant distincts.
Nous nous proposons de Iui associer un feuilletage analytique 3.
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La situation initiale

Flle est analogue a celle que Madame SEC a décrite dans le cas de
I'équation des fonctions elliptiques. Rappelons-la en quelques mots
pour fixer les notations.

On considére le compactifié de C2 en fl)l (C), obtenu en ajoutant
un point a I'infini 4 chaque fibre du fibré tangent 4 P; (C), compactifié
que nous noterons simplement K. Les deux premiéres colonnes du
tableau suivant fournissent les cartes et changements de cartes de
I'espace K X C. Sur cet espace on considére le champ de plans €
défini par les formes différentielles de la troisiéme colonne du tableau.

Equations de

Changements Equations de la sous-variété

s de v hamp de pl

Atlasde K'x € de cartes champcepians algébrique I"'x C de K xC
Esur KxC

0:xC (p,3,%) dy — pdx=0|p2—C(y —a)2(y —b)(y —c) =0

0;XC(P,Y,7)|Yy=1pY2 = —P|ldY — Pdx=0|P2—C(1 —aY)2(1 —bY) (1 —cY) =0

03X C (7,3,%) |pr=1 ady —dx =0 |1—m2C(y —a)2(y —b)(y—¢c)=0

0sXC(ILY, )| Yy =1Ip = — 92| TdY — dx = 0| 1—I12C(1—aY)2 (1— bY) (1—cY) = 0

On appelle I" I'adhérence dans K de la courbe algébrique de 0
d’équation F(p, v) = p2 — C(y — a)2 (y — b) (y — ¢) = 0 dont nous
donnons les équations dans la derniére colonne du tableau.

I'étude de I'équation différentielle initiale est ramenec a 1’étude
du champ de droites ® induit par € sur /' x C.

L’éclatement

Ce champ de droites D ne sera pas défini aux points ot € est tan-
gent a4 I" X C: c¢’est la premiére difficulté. La seconde, qui constitue
I'originalité de cet exemple, est que, I" possédant un point singulier
de coordonnées (0, a) dans 0y, ou (0, 1/a) dans 0,, ce champ de droites
ne peut étre défini en ce point singulier. L'idée est alors de remplacer
la courbe singuliere I par une courbe non siguliére r que U'on obtient
en éclatant I espace K au point singulier (0, a) de I". Cette construc-
tion effectuée, on constatera que le champ de plans €, défini 4 partir
de € sur I'espace éclaté K x €, induit sur I' x C un champ de droite
D (avec singularité) qui permettra de définir un feuilletage analyti-

que § sur T'x C.
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Rappelons que pour éclater une variété en un point, on éclate
un voisinage de ce point, puis on recolle 'espace obtenu a la variété
sur ce voisinage épointé. Nous choisirons ici I'ouvert 0; comme voi-

sinage de (0, a) et nous éclaterons 0; en 0,. Il faudrait répéter cette
opération pour 0,; nous préférons restreindre 0, a 0, = 0, | {(0, 1/a)}
de facon que I' n 0, ne posséde plus de point singulier. 0y, 05, 03
et 0, recouvrent cncore K et donc [

Voici comment on peut décrire 0, par des cartes:

On a par définition 0, = {((p, ), (g, 2)) €01 X Py(C)lpz =q(y — a)}
olt iq, z] désigne les coordonnées homogenes de P;(C). Si U; et U,
sont les ouverts de cartes usuels de P(C), on peut décrire 0y par les
deux cartes suivantes:

0,1 =0, n(CxU)>C et  0,=0 n (CxUy—C

(b g, 2) - (P =5, Vi =2) (b, 19,2) ~ (v =3 — a,pr =)
q z

On définit une application 6:0; — 0; par

8(Py, Yy) = (p, v) avec p =P v =P; Y; + a dans 0
8(p1, y1) = (p, v) avec p =py vy v =y +a dans O

o -1
Cette application 4 est un isomorphisme de 0;\ 6 (0, a) sur,

01\1{(0, a)} -
Examinons 4 présent ce que devient la courbe I" dans 0, : I'image,

réciproque de I' n 0; dans 0, a pour équations dans les deux cartes

de'al:

Fiprvi,yi+a) =3H(pt —C(vi-l-a—b) (vi +a —c)) ==0dans 015

Fy(Py, PyY+a) =Pl —=CY}P Y, +a—b) (P\Y)+a—0)=
=0 dans 0,;.

Cest la réunion de deux courbes algébriques: la premiére, d’équa-
tions v2 = 0 et P} = 0, est la sous-variété {0} x P;(C) de 0.
Ia seconde, d’équations p} — C(y; +a —b) (vi+a —c) = 0Oet
1 —CY?P; Yi+a—0) (P, Yi+a —c) =0, est une courbe al-
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gébrique de 0; isomorphe par 6 & I' 0 0; sauf en les deux points de
coordonnées (p;, v;) tels que v; =0 et p} =C(a —-b) (a — ¢) de
07 1(0, a). On vérifie aisément qu’elle n’est pas singuliére en ces deux
points. Connaissant I'expression de 6 dans les cartes, il est facile de
définir le champ de plans € induit de © par & sur 0; x C. Clest le

champ défini par les deux formes différentielles:

Z)l li}"'] —+ 171 [iPl — I)l dx sur 01,1 X C et
dyl — ]51 Vi dx sur Olyg x C.

La situation finale

On peut résumer la nouvelle situation par le tableau suivant,

Atlas de K xC

«Changements
de cartes»

Equations du champ

de plans € sur K x €

Lquations de la sous-variété
non singuliére I'x C de K x C

01,0 XC(Py, Yy, %)

p="rry=PIY +a

Pl (ZY] T Yl d])l —
— Pydx=0

1=CY}P1Y1+a—b)(P1Y1+a—0)=0

012X C(p1, 31, %)

pP=pP1y1 y=Y1ra

dy] —171 Vi dx = 0

PI—Cli+a—>b(31+a—c)=0

0,XC(P,Y,n) |Yy=1 pY2=—P |dY —-DPdx=0 P2—-C(l—aY)2(1 —0bY)(1 —¢cY)=0
03X € (7, y, %) pr=1 ady —dy =0 1—a2C(v—a)2(y—0)(y—c)=0
04X C (I, Y, %) Yy=1Ip=—y2 |IIdY —dx=0 1—IRC(1—aY)2(1—-0Y)(1—¢cY)=0

L’étude de 'équation différentielle est finalement ramenée a
I’étude du champ de droites induit par € sur I' x C.

On remarquera, pour simplifier, que I X C est contenu dans la
réunion des ouverts de cartes 0; , X Cet 0’ x C. Ie champ de droites
induit par € sur T' x C sera défini dans ces cartes par les formes diffé-
rentielles suivantes:

vy —pr vy dx) Nd(pT —Clyy +a —=0) (yi +a—¢) =
= (dvi —pyvidx) A\ 2p1dpy — Cl(vi+a —c¢) + (y1+a —0b)]dvet
(@Y — Pdx) A d(P2 — C(1 —aY)2 (1 —bY) (I —cY)) —
— (@Y — Pdx) A 2P AP + Cl2a(l — bY) (I — ¢Y) (1 — a¥) +
LB —aY)2 (1 —cY) + ¢l — aY)2 (1 — bY)JdY).

Soit, en adoptant une écriture simplifiée qui regroupe les deux
derniers termes
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2:{?1 d)’1 A dj)l —f)l Vi dx A dﬁl dans 01,2 x C
et 2PAY A dP — Pdx A dF, dans 0, X C

ott F | et F, sont les équations de I’ dans 0y, et 0', respectivement.

En les points de I' x € tels que p; = 0 ou P = 0, ces formes pos-
sédent une singularité.

On considére alors les formes proportionnelles

{ Zdyl /\ [i]sl — Vi (l'&f /\ dﬁl (IZ],TIS 01’2 X C
| 2dY A dP —dx A dF, dans 0’5 x C

qui sont sans singularité. Le champ de droites qu'elles définissent
coincide avec le précédent en tout point oit ce dernier était défini.
I1 prolonge donc le champ précédent en un champ de droites sans
singularité. On obtient ainsi le feuilletage analytique § sur 'x ¢
que P'on cherchait, les formes différentielles précédentes étant claire-

ment complétement intégrables en raison de la dimension de /* X C.

REMARQUE

Considérons la projection ¢ de T x C sur P(C) x C définie dans
les deux cartes 0,5 X Cet 0’5 X € par q(p1, v1, %) = (3, ¥) o y =
=y, +aetqP Y, x)=(Y, %).

I/image par g de chaque feuille de & est, par construction, le graphe
d’une solution de I’équation différentielle. Réciproquement a toute
solution de I’équation est associée une feuille de F, a I'exception des
trois solutions constantes que nous allons examiner de plus pres:

Deux solutions constantes v == b et ¥ = ¢, correspondant 2 deux
points, (0, b) et (0, ¢), non singuliers de /', qui étajent des intégrales
du champ de droites initial, ont été éliminées lors de la simplification
de la forme différentielle par P. La derniére, v = a, qui correspondait
au point singulier (0, a) de I' s’est dédoublée dans I'éclatement de ce
point: le feuilletage § posséde en effet deux «feuilles constantesy pas-
sant par les deux points de T tels que y; = 0 et p2 = (a — b) (@ — ¢).
Nous verrons au paragraphe 3 les renseignements que lon peut
déduire de l'existence de ces deux «feuilles constantesy,
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3. ILe cas général

Montrons a présent que la construction précédente peut étre
réalisée pour toute équation de Briot et Bouquet.

La variété

Soit F(y, ¥') = 0 une équation de Briot et Bouquet c’est-a-dire
telle que F soit un polynéme que I'on supposera constant ni en 1,
ni en v, et sans facteur multiple. Soit K le compactifié¢ de €2 défini
au paragraphe précédent et I" 'adhérence dans K de la courbe algé-
brique d’équation I(p, v) = 0. La courbe I' posséde généralement
des singularités qui, sous nos hypothéses sur F, forment un ensemble
fini noté 3. Son complémentaire I" |2 dans I" est une sous-variété ana-
Iytique de dimension un de K. On sait qu’il existe une variété analy-

tique I, et une application 8: I"— I'" qui soit un isomorphisme ana-
Iytique de f\f} dans I'\ ¥, o = 07 1(X) est également un ensem-
ble fini. (¥)

Soulignons que la fibre I' de I' x C est, de part sa construction,
une variété analytique compacte de dimension 1, qui est de plus

connexe si F(p, v) est irréductible. Dans ce cas I' est homéomorphe
a un tore a g trous dont on peut calculer le genre grice A la formule
de Hurwitz. [3]

Le feuilletage

Sur K X C, on considére le champ de plans € défini au paragraphe

précédent. Soit A4 = § x id U'application induite par & sur I’ X C oit
id désigne I'identité de C; soit J = j X id, j étant I'injection canoni-
que de I' dans K. Notons enfin (] oA)* I'application induite par
J o4 du fibré cotangent & K x C dans le fibré cotangent & I' x C.

(*) Remarquons qu'il existe trois fagons différentes de construire cette

variété T™ la premiére est la méthode algébrique qui fournit la normalisée de
I', la seconde consiste & construire géométriquement la surface de Riemann

associée a une courbe algébrique I, la troisiéme utilise, pour désingulariser
la courbe I', un nombre fini d’éclatements de la variété K en chacun de ses

points singuliers. Ces trois iméthodes fournissent la méme variété I'. Nous
avons adopté cette derniére construction parce qu'elle fournit aussitoét une

description de T’ par des cartes,
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I'xc¢

AN

N
N

4 =0x 'zfd\\\_ J oA

\\
Y y
I'x C > K x C

J =7 x1d

On peut relever, par cette application (J o 4)*, le chamyp de plans €
de K x Cen un champ de droites sur I'x € qui est éventuellement
non défini en certains points de I" x C.

Pour montrer 'existence du feuilletage analytique § sur I'xC,
il reste a voir que I'on peut toujours prolonger ce champ de droites
en tous les points de I' x C.

Pour cela remarquons tout d’abord que ce champ de droites est
invariant par toute translation paralléle & la base C de la fibration.
Donc I'ensemble des points de I' X C ol il sera nécessaire de le pro-
longer est une réunion de droite complexe {M} X C, ot M est un
élément de T

D'autre part ces points M sont isolés dans I car ce sont, soit
des points de 3 qui sont en nombre fini sous nos hypothéses sur I7,
soit des points oi1 le champ de plans € initial est tangent a I" X C,
qui sont également isolés car I a été supposé sans facteur multiple.
On est donc ramené a un probléme local.

Au voisinage de chacune de ces droites, on peut décrire r'xc
par deux .coordonnées, 'une étant une coordonnée locale sur I
lautre étant simplement la coordonnée de la base C. La forme diffé-
rentielle définissant le champ de droites considéré dans un tel voisi-
nage, et qui s’annule sur la droite {M} X C, ne dépend que de la
premiére de ces coordonnées: elle est donc proportionnelle a une
forme différentielle ne s’annulant pas sur {M} X C et qui définit le
méme champ de droites dans ce voisinage excepté sur la droite
M} x C.

En procédant ainsi pour chaque point M, on obtient un champ
de droites analytique défini sur toute la variété I x C par des formes
différentielles qui sont complétement intégrables car T'x C est de
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dimension 2. Ce champ de droites induit le feuilletage analytique

cherché sur 17 x C. Nous appellerons ce dernier «feuilletage associéy
a I’équation différentielle F(v', v) = 0.

Le théoréme

En termes de feuilletage, le théoréme de Briot ¢t Bouquet carac-
térisant les équations différentielles du type considéré dont toutes
les solutions sont méromorphes et définies dans C tout entier [1],
peut se reformuler comme suit:

THEOREME. Une équation difféventielle I'(v', v) = 0, o I est un
polynime en V' et v, a toutes ses solutions méromorphes et définies dans
C tout entier si et seulement si le fewilletage F associé est transverse en
lout point & la fibration triviale v : I'x € ~C

Rappelons qu'un feuilletage de I' x C est dit transverse a la fibra-
tion y en un point de T x C si la feuille et la fibre passaut par ce
point sont transverses.

DEMONSTRATION.  Pour montrer cela nous utilisons un théoreme de
C. Ehresmann [2] qui assure qu'un feuilletage défini sur une variété
analytique, munie d’une fibration localement triviale de fibre com-
pacte et de base simplement connexe est uniforme pour cette fibration
si et seulement s'il est transverse en tout point aux fibres de cette
fibration.

Le feuilletage § que nous avons construit sur I' x C remplit les
conditions de ce théoréme pour la fibration y; il reste donc a voir,
en vertu de ce théoréme, que § est uniforme si et seulement si toutes
les solutions de I'équation initiale sont méromorphes et définies dans
C tout enticr. Ceci découle de la construction méme du feuilletage
associé. ’

Avpricariox. I'un des corollaires les plus connus de ce théoreme
de Briot et Bouquet consiste en un tableau [1] comprenant la liste
compléte des équations du type bindme, c’est a dire dela forme v —
— f(v) = 0, dont toutes les solutions sont méromorphes et définies dans
C tout entier. Du point de vue ot nous nous placons, ces équations
sont caractérisées par un feuilletage associ¢ transverse en tout point
a la fibration y. Il est possible de retrouver ce tableau d’équations en
transformant cette condition géométrique en une condition arithmé-
tique sur les cntiers m et les ordres de multiplicité des racines de f().
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Exrverr 1. Considérons tout d’abord l'équation 1’2 = C(y — a)2
(v — 8) (v — ¢) que nous avons étudiée au premier paragraphe. Elle
fait partie du tableau de Briot et Bouquet, c’est-a-dire que toutes
ses solutions sont méromorphes et définies dans C tout entier. Par
exemple pour C =¢ = 1,a =0 ct b = — 1, les solutions sont les
suivantes: y(x) == 1/sin (x + xg), 9 € C. Or les formes différentielles
définissant le feuilletage sont, comme nous 'avons vu:

{ 2 dvy A\ dpy — vy dx A dF,
2dY AdP —dx A dTy

On constate que le feuilletage ainsi défini est transverse en tout
point de I'x C a la fibration w.

dans 01,2 x C
dans 0, x C.

LixpmpLi 2. Si on considére au contraire une équation telle que

V3= C(v —a)5(y —b) dont les solutions ne sont plus toutes mé-
romorphes et définies dans C tout entier — par exemple pour
; 3 . e .
C=1la=0c¢ct b= > on obtient par intégration directe les solu-

tions: v(x) = 3/2 (x 4 x9) 732 [(v + x0)¥2 — 1] 1, xp e C — le feuil-
letage associé n’a plus cette propriété. En effet:

la situatién initiale est semblabe a celle du premier exemple,
c’est-a-dire que la courbe I', adhérence dans K de la courbe d’équa-
tion F(p,y) = p3 -~ C(v — a)5 (yy — b) = 0 posséde une singularité
au point de coordonnées (0, a) de 0; ou (0, 1/a) de 0,. Il est nécessai-
re d’effectuer deux éclatements successifs de 0; pour obtenir la cour-
be T' qui n'est plus singuliére.

La situation finale est décrite dans le tableau suivant:

~ «Changements Tiquations du champ Iiquations de la sous-variété
Atlas de /{xC j = ~ . - ~

de cartes» de plans € sur K x € non singuli¢re I' X € de K X C
C—J’ ) 9 |2 - ’13»1’ | P . l\_ - Y vdl:w_l_’_l'f:-_. 1-CP2Y} (P Y+ b)=0
01,1 X C (L7, Y1, %) y =PV, fa| 1@ s Yd P = Prdy =0|1 - CPZ2Y} (P, Y+ a—0b)=

— Y3 . - .
01,2,1 X C(P2, Y72, %) ?_ 5: 1‘_2(, dYy—PyY3dx =0 P3Y,;—C(Ys+a—b)=0

P = P% Y2 ; 2 2 :

0122 X Cp2.¥2 %) |}y _ p2s o |P2dV2ty2dps — pRysdn =02 — Cy3(pay2 - a —b) =0
0, xC(P,Y,x) ;’;2_:1 _p2 |4Y = Pdx-=0 P3—C(1l—-aY)5(l —0Y)—=
03X C(m, v, x) pr =1 ady —dxy == 0 1—Ca3(y—a)S5(v—0)=0
04X C(IL, Y, x) }j%zl_j,z HaY —dx =0 1 —CIB3(1—aY)5(1—-0Y)=0
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On constate que T x C est contenue dans la réunion des deux
cartes 0555 X Cet 0’ X C. On calcule les formes différentielles qui
définissent § dans ces deux cartes et on obtient, aprés prolongement
aux points oft elles sont singuliéres:

j 3dy, Adpy— pyvadx pdEF, dans 0,5, X C
| 3PdY A dP —dx p dF, dans 0, x C.

~

En les points de I' x C ot P = 0, le feuilletage § ainsi défini
n’est pas transverse a la fibration .

4. Périodicité des solutions

L’étude des équations de Briot et Bouquet I(v',y) == 0 a été,
depuis ses débuts étroitement liée a I’étude des fonctions méromor-
phes simplement et doublement périodiques. Ies solutions de telles
équations ont souvent, en effet, des propriétés de périodicité remar-
quables, comme c’est le cas des fonctions elliptiques par exemple.
On peut retrouver ces propriétés des solutions grace a celles du feuil-
letage associé. _

Nous allons, plus précisément, montrer le théoréme suivant:

THEOREME. Soit § le feuilletage associé a une équation différenticlle
(v, vy =0 ot F est un polynéme que I'on supposera irvéductible et
constant ni en ', ni en v. Supposons de plus que F soit transverse en
tout point a la fibration . Alors les solutions non constantes de I’équa-
tion somt doublement périodiques (vespectivement périodiques, respec-
trvement non périodiques) si et seulement si § w'a aucune feuille cons-
tante (vespectivement § en a deux, vespectivement § en a umne).

Nous appelons naturellement feuille constante, une feuille qui
est le graphe d’une fonction constante de C dans I

Ty 1. Te feuilletage ¥ est invariant par translation parallélement
4 la base C de la fibration v, c¢’est-a-dire si une feuille de § est le
graphe d’une fonction x — M (x) de C dans I" le graphe de la fonction
x = M(x + %p), pour tout xy € C, est encore une feuille de §.
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Soit @ la projection canonique de T x Csur I' et soit A Pensemble
des points de r par lesquels il passe ume feuille constante. Cet ensemble
est fini car a chaque feuille constante correspond une solution cons-

tante de I'équation différentielle. Or celle-ci n’en a qu'un nombre
fini sous nos hypothéses sur F.

IEMME 2. Toute feuille non constante de § est transverse a @.

En effet, on constate que si une feuille de § n’est pas transverse a
@ en un point My de I' x C, la droite {My} x C est alors intégrale
de la forme différentielle définissant § et done, par unicité, elle coin-
cide avec la feuille considérée.

LrmMe 3. La restriction @, de @ a une feuille y non constante est
surjective sur '\ 4.

En effet @,:y F\A est une application analytique et non
constante donc ouverte @, (y) est donc un ouvert de I'|A. D’autre
part les images par @ de deux feuilles, ¥, graphe de M (x) et y, graphe
de M,(x), sont soit disjointes, soit confondues:

Supposons en effet que @ (y;) n DP(y,) # 2, ¢’est-a-dire qu’il existe
x; et x, dans C tels que M (x;) = M, (x,). Le graphe de la fonction
% - M,(x + x, — x1) est une feuille de §, d’aprés le lemme I, qui
rencontre y; au point (M, (x2), ¥1) = (My(#x1), #1). Ces deux feuilles
sont donc confondues. Par ailleurs, I'image par @ du graphe de M(x 4
- x5 — %) et celle du graphe de M,(x) sont égales. Les deux feuilles
y1 et y, ont donc méme image par D.

Enfin comme A4 est fini, T \4 est connexe; or c’est la réunion des
ouverts disjoints @(y) olt y est une feuille non constante de §. Donc,

pour toute feuille non constante y de F, ®(y) = F\A.

TIxvmy 4. Sila feuille p, graphe de M(x), est non constante alors
toutes les autres feuilles non constantes sont les graphes de M (x + xo),
pour xg € C.

En cffet, soit y; une feuille non constante, graphe de M;(x).
D’aprés le lemme précédent, il existe xg € € tel que M (x) = M(0).
Les graphes de M (x) et de M(x — x,) sont deux feuilles qui passent
par le point (M (%), xo) = (M(0), ). Elles sont donc confondues.

11 — Collectanea Mathematica
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Démonstration du Théoréme

Nous connaissons grice a ces quatre lemmes, plusieurs proprié-
tés géométriques des feuilles non constantes. Nous allons maintenant
identifier, de deux facons différentes, I'espace des feuilles non cons-
tantes en utilisant la double transversalité de ces feuilles par rapport
adetawy.

De la transversalité par rapport 2 la fibration y et du fait que les
feuilles sont uniformes, on déduit tout d’abord que la fibre I A4
est homéomorphe & 'espace des feuilles non constantes.

D’autre part une fibre {My X C de la fibration @, M, € _I"'v\\A,
rencontre toutes les feuilles non constantes une fois au moins d’apres
le lemme 3 et les coupe de fagon transverse d’aprés le lemme 2. Une
telle droite complexe n’est cependant pas homéomorphe a l'espace
des feuilles non constantes car celles-ci la recoupent éventuellement
plusieurs fois. D’aprés le lemme 4, les intersections des diverses feuilles
de § avec cette droite {Mp X C se déduisent l'une de lautre par
translation. Appelons A lintersection de {Mg} X C avec la feuille de
& passant par (M, 0), graphe de la fonction M (x). En vertu des lem-
mes 1 et 4, A s’identifie 3 'ensemble des périodes de la fonction M (x).
Donc A est un sous groupe fermé de {Mp} X C qui est discret car M
est analytique et non constante. I'espace des feuilles non constantes
est done homéomorphe & U'espace quotient de € par A. De plus, a
la feuille qui est le graphe de M (x) correspond une solution de I'équa-
tion différentielle. I1 découle de la facon dont nous avons défini cette
correspondance que cette solution a méme période que la fonction
M (x)

Tes solutions non constantes de 1'équation différentielle sont
doublement périodiques si et seulement si A est un réseau a 2 géné-
rateurs R-linéairement indépendants, c’est-a-dire si et seulement si
I'espace des feuilles non constantes est homéomorphe & un tore;
clles sont simplement périodiques si et seulement si A a un seul
générateur, c’est-a-dire si et seulement si I'espace des feuilles non
constantes est homéomorphe a un cylindre; enfin, elles sont non
périodiques si et seulement si A est réduit a {0}, c'est-a-dire si et
seulement si Uespace des feuilles non constantes est homéomorphe a C.

On cxprimera ces conditions en utilisant le nombre de feuilles
constantes de la facon suivante:
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On a vu que l'espace des feuilles non constantes est homéomorphe

\

a ]N"\A. Or T' étant une surface de Riemann, '\ 4 est homéomorphe

4 un tore si et seulement si A est vide; il est homéomorphe a un cy-
lindre si et seulement si 4 a deux éléments et I’ est alors nécessaire-
ment homéomorphe & une sphére; enfin il est homéomorphe a un
plan si et seulement si A n’a qu'un seul élément et T’ est, 14 encore,
nécessairement homéomorphe a une sphére.

Remarque 1

De la démonstration précédente, on peut déduire de plus que la
surface de Riemann associée a I'équation F(y, V') = 0 est, si toutes
les solutions de cette équation sont méromorphes et définies dans C
tout entier, soit une sphére, soit un tore (du moins si elle est connexe,
ce qui est assuré lorsque I est irréductible). On retrouve donc le
théoréme de Hermite qui est énoncé ainsi dans {4}

«Si I'équation F(v', v) = 0 ne posséde pas de point critique mo-
bile, alors son genre est 0 ou In.

La réciproque de ce théoréme est évidemment fausse comme le’
montre Uexemple de la fin du chapitre T:y3 = C(v —a)3 (v — b)
dont la surface de Riemann associée I' est une sphére et dont les
solutions possédent des points critiques algébriques.

Remarque 2

Nous pouvons aussi déduire de la démonstration précédente que
si le feuilletage & ne posséde aucune feuille constante alors la fibre
I" est un tore. On peut considérer ceci comme un corollaire direct
du lemme 2: en effet la forme différentielle définissant le feuilletage
& induit sur la fibre I" un champ de droites réelles sans singularité

en vertu de la transversalité. Done néeessairement, 17 est de genre 1.

Remarque 3

Signalons enfin que I'on peut aussi déduire le théoréme de Her-
mite directement de Uexistence du feuilletage & et du fait que celui-
oi est transverse si et seulement si toutes les solutions de 1'équation
sont méromorphes et définies dans € tout entier. On sait en effet
7] qu'une surface de Riemann de genre supérieur ou égal a deux
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posséde au plus un nombre fini d’automorphismes analytiques. Lors-

que le feuilletage est transverse, les applications de I* dans I’ qui au
point de coordonnée M (x) associent le point de coordonnée M (x + x),

ott M est I'application de C dans I” qui paramétrise la feuille de
passant par un tel point et olt xy est un élément de C, forment une

infinité d’automorphismes analytiques. Le genre de I" est donc 0 ou 1.
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