APROXIMACION UNIFORME DE UNA FUNCION
CONTINUA POR UN CONJUNTO CONVEXO
DE FUNCIONES CONTINUAS

POR

BALTASAR R. SALINAS

§ 1. INTRODUCCION

1. Sea X un espacio topoldgico compacto (1) y sea Y un espacio
vectorial (o lineal) normado sobre el cuerpo R de los niimeros reales.
Asi queda asociado a cada elemento y de Y un ndmero real |y{,
llamado norma de y, con las propiedades :

Ny jyl=0 9y Jyl=0 siysdlost y=0.

Ny + vl < [l + 192l
Ns. Jay]| = le| |y| para cada « € R.

De estas propiedades resulta que Y es un espacio métrico con la
distancia
D (y1, ¥2) = {y2 — nl.
Siendo
[yl = Iyall | < lys — 94l

se sigue que || es una funcién uniformemente continua de y en Y.
Recordamos que entonces el espacio € (X, Y) de las aplicaciones
continuas f de X en Y es un espacio vectorial normado sobre R, en
donde
a) lasuma f=f + f, de f, ¥ f, se define por
f) =Hh®) + 7 () (x & X)

() Con esto queremos expresar que X es un espacio topoldgico con la
propiedad de HEINE-BOREL-LEBESGUE.
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b) el producto f = «f, de « € Ry f; se define por
fx) =afi (%) (x & X)

¢) la norma [|f| de f se define por
I71 = Sup [/ @)1
x€X

Vamos a comprobar que la aplicacién f— |f| de X en R s,
efectivamente, una norma. Desde luego |f| es un ndmero finito para
cada f e C(X, Y), puesto que |f(x)| es una funcién real continua en
el espacio compacto X y entonces, por el teorema de WEIERSTRASS,
tiene un méximo en X. Ademds se verifican :

N;. Evidentemente, /| >0 y |f] =0 si f= 0. Reciproca-
mente, si |f] =0 es {f(x)| =0 para todo xe& X y, por tanto,
fx) =0y f=0.

N,. Siendo

() + @] < LA®] + 1@< 1Al + 1l
para todo x € X, resulta
I+ ol < 1Al + [Ael-

N;. Como
lef )] = lal |7 ()]

para todo x € X y « € R, se ve inmediatamente que

loef] = lel 171

2. Dada una funcién prefijada f de C (X, Y) y un subconjunto K
(no vacio) de C (X, Y) se presentan en la teoria de la aproximacién los
siguientes problemas :

PrROBLEMA 1. (La funcién real

(1.1) ply) =y —7/l

tiene un minimo u en K?.

DEFINICION 1. Diremos que @ es una aproximacion éptima de f
por K st o ¢ Ky para p = ¢ se obtiene el minimo de p (p) en K, es
decir st

(1.2) ulp) =p (=I}}/£i}r<1 u ()
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ProBLEMA 2. Estudiar el conjunto K de las aproximaciones 6p-
timas de | por K.

PrOBLEMA 3. Estudiar el conjunto F (@) de los puntos x € X para
los que

(1.3) le (x) — F ()] = w (@),

analizando el comportamiento de ¢ sobre F (p) para poder discerniv
St @ es 0 no una aproximacion éptima de f por K.

En este trabajo nos vamos a limitar a tratar estas cuestiones en
el caso que K sea un conjunto convexo y, en particular, cuando K
sea una variedad lineal M C C(X, Y).

OBSERVACION 1. Si K es el conjunto de las aproximaciones 6ptimas
de f por K, (fo — f) -+ K es el conjunto de las aproximaciones éptimas
de foe C(X, Y) por (fp,— /) + K.

Recientemente, IvANOFF [6] (%) ha obtenido importantes resul-
tados sobre estos problemas en el caso que Y sea el cuerpo C de los
ndmeros complejos o R de los ntimeros reales y que K sea una va-
riedad lineal M de dimensién finita sobre C o R. Asi ha demostrado
que cuando ¢ es una aproximacién 6ptima de f por M el con-
junto F (p) tiene la siguiente propiedad extremal: Para cada py ¢ M
existe un punto x € F (p) tal que

Re{[p) —f®)]v@) — @]} 2w (e=p@)

o lo que es igual que

Re {[¢(x) — ()] Tp () — ¢ @I} = 0.

Es posible que un subconjunto N de F (¢) tenga la misma propie-
dad, a tal subconjunto le llama IVANOFF conjunto normal y demuestra
que existe en X un conjunto normal minimal y que si 7 4 1 es el nd-
mero de sus puntos entonces 7 <7 en el caso real y » < 2% en el
caso complejo. Hsta diferencia que aparece entre ambos casos se
explica perfectamente por ser toda variedad lineal M de dimensién #
sobre el cuerpo € una variedad lineal de dimensién 2# sobre R.

En este trabajo completaremos estos resultados, extendiendo y
mejorando el clisico teorema de HAAR.

(3) No habiéndonos sido posible consultar esta Memoria, hemos tenido
que recurrir a las revistas Math. Rev. 14, pag. 254 y Zentralblatt fiir Math. 46,
pag. 293 para comocer su contenido.
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NoracioNes. Conviene tener presente que en este trabajo:
1. K es un conjunto comvexo de funciones de C(X, Y).

2. u(p) = |o —f| para una funcion prefijada f e C (X, Y).
3. p=Inf u(p).
@ €K
4

K es el conjunto de las aproximaciones éptimas de f por K.

§ 2. La TEORfA DE LOS CONJUNTOS CONVEXOS REGULARES
DE FUNCIONES REALES CONTINUAS

En esta parte supondremos que Y es la recta real Ry que Kes un
subconjunto convexo de C(X, Y) que contiene a la funcién ¢ = 0.

DEFINICION 2. Diremos que un subconjunto N de X es un con-
junto normal (vespecto de K) vy que K es un conjunto convexo regular
sobre N, si para cada f € K existe un punto x € N tal que

f®) =0 (= 2x(f)

En el caso que K sea una variedad o sistema lineal S también divemos
que S es un sistema lineal oscilante sobre N.
EjEmMpro. Si X es el intervalo [— 1, 1] de la recta real Ry

T, (¥) = cos (n arc.cos x)

es el polinomio de TCHEBYCHEFF de grado #, el sistema lineal § :

n—1
T, (x) Z Ay Xy (o0r € R),
0

engendrado por T, (x), T, (x)«,..., T, (x) ¥"~1, es un sistema lineal
oscilante sobre el conjunto

7 2w NI
N = ﬁ[ 1, cos—, cos-—,...,CO08 —- (.

En efecto, si fuese
n—1

T,(x) Do <0
0
para todo x ¢ N, el polinomio

n—1

Dla, w0
0
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tendria un cero x, en cada intervalo

(cosv’Tn, cos (v_—}—_l)_n) v=0,1,2,.., n—1)

y, por consiguiente, n ceros en [— 1,1].
PropPoSICION 1. S7 S es un sistema lineal oscilante sobre N, para
cada f & 8 existen dos puntos x, y %, de N, iguales o distintos, tales que

fr) 20 v [l <0 (m=x(f);i=12)

DEMOSTRACION. Basta tener presente que si f&§, —feS.

OBSERVACION 2. El nombre de sistema lineal oscilante, dado a S,
se debe a la propiedad que poseen estos sistemas segun la proposicion I.

ProrosIcioN 2. Si X C X no es un conjunto normal (vespecto
de K) y a > 0, existe una funcién f e K tal que

fx) <0
para todo x e X, y
17l = 1:’{3;({ If (0)] <e.

DEMOSTRACION. Por la definicién 2 existe una funcién ge K tal

que
gx) <0

para todo x ¢ X. Por tanto, si ponemos

f= 1;23 g con A =Min ({g[, «),

tendremos que fe K, |f| <ay

flx) <0

para todo x ¢ X.

PropPOSICION 3. Si N es un conjunto normal, todo conjunto X C X
que contenga a N es normal.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la definicién 2. -

Como consecuencia resulta :

CororArIO 1. Dado un conjunto X C X, para que existan subcon-
juntos normales de X es mecesario que X sea normal.

El siguiente teorema justifica, en parte, que estudiemos en este
trabajo los conjuntos convexos regulares.
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TEOREMA 1. Para que ¢ = 0 sea una aproximacion optima de
f (x) = — 1 por K en un conjunto cerrado I C X, es mecesario y sufi-
ciente que F sea normal.

DrMOSTRACION. La condicién es necesaria. En efecto, si F no es
normal ni vacio existe, por la proposicién 2, una funcién f ¢ K tal que

flx) <0

para todo x ¢ F con |f(x)| <1 en X. Esta funcién f por el teorema
de WEIERSTRASS, siendo F compacto y no vacio, tiene un méxi-
mo — o en F que, evidentemente, es negativo. Entonces, como

flx) — (1) =14+fx<1—-0<1

para todo x ¢ F y fe K, p =0 no es una aproximacién o6ptima
de —1 por K en F.

La condicién es suficiente. Si F es normal, por la definicién 2,
para cada fe K tendremos :

fx) = (=1l =147 =1

para algin x ¢ F y, por consiguiente, ¢ = 0 es una aproximacién
6ptima en F de — 1 por K.

DEFINICION 3. Una familia {X,; Ae A} de subconjuntos X,
de X se dice que es una cadena decreciente si A es un conjunto orde-

nado no vacio y
XD Xy

para X' < A". Andlogamente, se dice que {X;; A e A} es una cadena
creciente i

X C X
para A < A"

TEOREMA 2. Si F es un conjunto normal cervado, existe un con-
junto F* normal cervado minimal, esto es, que cada conjunto cerrado
I" C F* y distinto de F* no es normal.

DEMOSTRACION. Por el axioma de ZORN es suficiente demostrar
que la familia de los conjuntos normales cerrados contenidos en F,
ordenados por inclusién, es inductiva respecto de la interseccién y
no vacia. Desde luego dicha familia no es vacia puesto que F perte-
nece a ella. Tenemos, pues, que probar que si { F1; A€ 4} es una ca-
dena decreciente de conjuntos normales cerrados contenidos en F,

F,=nF,

Ac4
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es un conjunto normal cerrado. Como F, es cerrado por ser intersec-
cién de conjuntos cerrados, queda por probar que F, es un conjunto
normal.

En efecto, como todo F; es un conjunto normal, para cada f ¢ K
existe un punto x, € F; tal que

i) =0 (% = %5 (7).

Sea @, = {xy ;A > l} el conjunto de los puntos x)- con 2’ = A.
Se ve facilmente que dichos conjuntos constituyen una base de filtro.
Por tanto, siendo X compacto, existe un punto x, ¢ X adherente
a todos los conjuntos @;. De esto resulta, siendo f continua, que

/(%) = 0.

Para concluir basta tener presente que por ser los conjuntos F;
cerrados vy @, C IF, %, ¢ F, para todo Ae4 y, por consiguiente,
que x, & F,.

DEFINICION 4. Un conjunto normal N C X, se dice completamente
normal (respecto de K) si para cada f e K, que no se anule idéntica-
mente en N, existe un punto x € N tal que

f(x) > 0.

De igual forma que las proposiciones 1 y 2 se obtienen las dos
siguientes.

PropOSICION 4. Si N es un conjunto completamente normal res-
pecto de un sistema lineal S, para cada f €S, que no se anule idéntica-
mente en N, existen dos puntos x, Y %, de N tales que

flr) >0 y flx) <0 (x; = x; (f) 5 © = 1,2).

PrOPOSICION 5. St X no es un conjunto completamente normal
(respecto de K) y a > 0, existe una funcion f & K tal que

flx) <0

para todo x e X vy 0 < |f| < a.
OBSERVACION 3. La proposicion 3 no se puede extender para los
conjuntos completamente normales.
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PROPOSICION 6. St Ny es un conjunto completamente normal
contenido en el conjunto normal N y para f € K se tiene

flx) <0

para todo x € N, N estd contenido en el conjunto de los ceros de f en N,
es decir, f(x) = 0 para x € N,.

DEMOSTRACION. Se deduce de la definicién 4.

TrorREMA 3. ZTodo conjunto normal N que no posea ningun sub-
conjunto propio X, normal y cervado en N, es completamente normal.

"DEMOSTRACION. Supongamos que N no es completamente nor-
mal. Entonces, existe una funcién f ¢ K tal que

flx) <0
para todo x €N ¥
f) =—0<0

pdra un x, € N. Sea () < ¢ < ¢ y X, el conjunto de los puntos x de N
que satisfacen la condicién

f(x) = — e

Siendo X, un conjunto cerrado en N y N + X, X, no es normal
y por la proposicién 2 existe una funcién g ¢ K tal que

gx) <0

para x e X, v |g(®)] < e para x e X.
De todo esto resulta, poniendo

w1
F=30+ees,

que
W =1 (@) + g b)) <0
para x € X,y
P =5 () + g () <g(—ete)=0

para x ¢ N — X,. En resumen, f*(x) <0 en N para una funcién
7* ¢ Ky, por consiguiente, N no es normal. Como esto es absurdo, N
es un conjunto completamente normal.
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CororArIO 2. Todo conjunto normal cerrado minimal F es com-
pletamente normal.

CoroLARIO 3. Todo conjunto normal minimal N es completamente
normal.

TroREMA 4. Si F es un conjunto novmal cerrado, existe un con-
junto cerrado F*, completamente novmal, contenido en F.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2 existe un conjunto normal
cerrado minimal FF* C F. Este conjunto, por el corolario 2, es un
conjunto completamente normal.

OBSERVACION 4. Demostrada la existencia de conjumtos comple-
tamente normales F* contenidos en wun conjunto normal cervado I,
hacemos nolar que la proposicién 6 da un método para encontrar estos
conjuntos completamente normales.

ProrosicioN 7. Si X, es un conjunto no completamente normal
y X D X,, X, N X es un conjunto no completamente normal (3).

DuaosTRACION.  En efecto, por ser X un conjunto no completa-
mente normal existe una funcién fe K que no se anula idéntica-
mente en X, y tal que

fx) <0

para todo x € X, y, por consiguiente, para todo x ¢ X, por la con-
tinuidad de f. Por tanto, como

flx) <0

para todo x € X, N X y f no se anula idénticamente en X, N X D X,,
X, N X es un conjunto no completamente normal.

TEOREMA 5. St N es un conjunto mormal que no posee ningin
subconjunto propio normal y cervado en N, para que X C N sea normal
o completamente noymal es mecesario y suficiente que X D N.

DEMOSTRACION. ILa condicién es necesaria. En efecto, si X no
contiene a N el conjunto X N N, cerrado en N y distinto de N, no
es normal y por tanto tampoco lo es X CX N N.

La condicién es suficiente. En cfecto, si X no es completamente
normal de la proposicién 7 resulta que X N N no es completamente
normal y, por consiguiente, segtin el teorema 3, X N N + N.

Cororario 4. S¢ N es un conjunto normal que no posee ningiun
subconjunto propio normal y cervado en N, todo conjunto Ny C N que
sea normal es completamente normal.

(®) Designamos por X a la clausura de X.
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TEOREMA 6. Si¢ N es un conjunto normal que no posee ningin
subconjunto propio mormal y cervado em N, todo conjunto normal
Ny CN goza de la misma propiedad.

DEMOSTRACION. En efecto, si X, es un subconjunto propio de N,
cerrado en N,, X, es interseccién de un conjunto X, cerrado en N,
con N,. Por tanto, siendo X + N, los conjuntos X v X, C X no son
normales.

ProposiciON 8. Todo conjunto normal minimal N es aislado.

DEMOSTRACION. En efecto, si existiese un punto %, de N, no
aislado, seria N — {%,} D N v del teorema 5 resultaria que N — {x, }
es un conjunto normal. Siendo esto absurdo, N es un conjunto
aislado. '

CororarIO 5. Si X es separable, todo conjunto normal minimal
es nmumerable.

TEOREMA 7. Si N es un conjunto normal que no posee mingun
subcongunto propio normal y cerrado en N, para que exista un conjunto
normal minimal N* C N es necesario y suficiente que la clausura A del
conjunto A de los puntos aislados de N contenga a N. En el caso
que N* exista, N* = A.

DEMOSTRACION. La condicién es necesaria. En efecto, si existe
un conjunto normal minimal N* C N por la proposicién 8 y el
teorema 5 se sigue que N* es aislado y N* D N, y por consiguiente
que A =N*y ADN.

La condicién es suficiente. En efecto, si 4 D N por el teorema 5
se deduce que A es un conjunto normal. Como ademds para todo
conjunto normal X CN se tiene X D N, resulta que XD A y, en
particular, que A es un conjunto normal minimal.

CoroLARIO 6. Para que un conjunto normal cerrado minimal F
sea un conjunto normal minimal es mecesario y suficiente que sea
finito.

DEMOSTRACION. Se deduce del teorema 7 teniendo presente
que un conjunto cerrado F C X y, por tanto, compacto, es aislado
si y solo si es finito.

LeMA. Si el conjunto {ay, a,..., a,} de los puntos

a; = (g1, gy «-ns %ip) =1, 2...,n)
de R* con coordenadas

w; >0 y o0; <0 para j+1 (¢71=1,2..mn)
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tiene una envolvente convexa [a,, s, ..., a,]:
n "
W N - .
a—:Z}»iai (}_’)Lizl y 24, =0 para z=1,2,...,n)
=1 1

que no tiene mingun punto comun con la region (cerrada)
1%, <0, %, <0,...,%, <0},

dicha envolvente convexa [a;, a,, ..., a,] corta a todos los semi-ejes
positivos

{x1=0, v %1 =0, ,>0, %41=0,..., %, = 0} (=1, 2,..mn).

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién. Desde luego para
n=17y n=2 el lema es cierto. Supongamos que también lo es

N 1 !
para n — 1. Entonces, como el conjunto {al, as, ...,a,,_1} de los
puntos
a: == (aiiy A2, eny g-in—]) ('l - 1) 2; e, — 1)
de R»—1 tiene una envolvente convexa [ay, a3, ..., 4,_1] que no tiene

ningdn punto comun con
{2, <0, %<0, ..., %,y <0},

se pueden determinar los ntimeros Ai > 0 de modo que
i=1

n—1 n—1
Z,jlif =1y Z: Aija; = (B, Bios --r Bin—1)
=1

con f;=0parai+7yf,=1/8,>0 (5, 7=1,2,..,n—1).
De esto resulta, poniendo

n—1
e =S =0 (=12
ji=1
]&i = }:—1 (1 == 1: 2! ey, B — 1) y }"ﬂ = ]1;—1_
1+ >u | 1+ DK
1 1

13 — Collectanea Mathematica.
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que
n—1 nf_l‘ n—1
2 ka+a,=— > 340+ a,=(0,0,..,0,%)
i=1 i=1 i=1

y

> 2a;=(0,0,..,0,7).

=1

n

IS

Finalmente, como

D=1y 4=0 (=12 .. %),
1
y la envolvente convexa [ay, 4,, ..., a,] de {a,, a,, ..., a,} no tiene

ningiin punto comdn con la regién
{xl <0, %, <0,...,%4, < O},

se sigue y > 0. De la misma forma se puede probar que [ay, a,, ..., 4,,]
corta a los demds semi-ejes positivos.

CoroLARIO 7. La envolvente convexa [ay, a, ..., a,] del conjunto
{ay, ag, ..., a,}, considerado en el lema anterior, es un simplex de
dimensién n — 1.

DEFINICION 5. En general, si Y es un espacio vectorial normado,
llamaremos soporte de un conjunto H C C (X, Y) a la minima variedad
lineal M que contiene a H, es decir, M es el conjunto de las funciones
@ € H que se pueden expresar en la forma

n
‘P‘—‘Zli‘l’i

1=1

n

con g, H para i =1,2,...,n y > =1 (n=1,2,..). Liama-
1

remos dimensién de H sobre el conjunto X C X a la dimension de la
variedad lineal M (X) C C (X, Y) que se obtiene por restriccion de las
funciones ¢ de M a X.

OBSERVACION 5. Como en este pardgrafo, por hipdtesis, p = 0 € K,
la dimension de K sobre X C X es el mdximo nimero de funciones
linealmente independientes sobre X pertenecientes a K.

TEOREMA 8. Si¢ N es un conjunto mormal minimal que consta
de p puntos y la dimension de K sobre N es v, se tiene vy < p <7 + 1.
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DEMOSTRACION. Desde luego p =7 puesto que el nidmero de
funciones linealmente independientes sobre N no puede ser supe-
rior a .

Como para 7 = o 0 p =1 el teorema es evidente podemos su-
porer 7 finito y p>1. Sea N = {x:; Ae A} entonces, siendo
cada N — {x } un conjunto no normal, existe una funcién f; ¢ K
tal que

Hhix) <0

para todo x € N — {x;}, de donde se sigue por ser N completamente
normal que

f (%) > 0.

Sea s <7 el médximo niimero de funciones f; (2 € A) linealmente
independientes sobre N, entonces existen s funciones.

f1=f;»11 f2=f7-g""!fs:f}‘.s (;\-18/1)

linealmente independientes sobre N y tales que cada f; (A€ A) es
combinacién lineal sobre N de ellas. Por tanto, como toda funcién

f= Zj,ui :
1
con

Dlui=1 vy ;=0 i=1,2..5)
1

pertencce a K v es negativa en cada punto x de N — {x,, %,, ..., %, }
(x; = %) se sigue, siendo N completamente normal, que

Zﬂi fi (%) >0 (x; = x2)
1
para algin j =1, 2, ..., s. Por consiguiente, el conjunto {a,, a,, ..., 4}

de los puntos

a; = (f; (%), f; (%), -, £; (%)) t=1,2,..5)

de R* tiene una envolvente convexa [4, a,..., 4;} que no tiene ningtin
punto comdn con la regién (cerrada)

{60, £<0,..,& <0}

13*
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de R’. De esto se deduce por el lema precedente que existen s fun-
ciones g;, g, .., & pertenecientes a la envolvente convexa [f;, f,, ..., ]
de {fy fa .. fs} v tales que
g, (%) >0, gi(x) =0 para j+1¢ G;7=1,2,...,9)
)7
g x) <0

para x € N — {xl, Koy vee) xs}. Como evidentemente g;, g,, ..., g son
linealmente independientes sobre IV, resulta que cada funcién f, (A 3 A)
es combinacién lineal sobre N de g, g, ..., & ¥, por consiguiente,

b =28 g

i=1 01\
para x € N. De esto se deduce que f; (x) > (0 para todo x ¢ N —
— A%y, Xy %)y A A — {A, Ay, ., At v, por tanto, que
p<s+1=<r+41.

CororARrIO 8. St N es un conjunto normal minimal respecto de
un sistema lineal S (= K) y si la dimensién de S sobre N es v, N consta
de v + 1 punios.

DrMOSTRACION. Por el teorema 8 si p es el nitimero de puntos
de N es » <p <7 4 1. Por otra parte, si fuese p << 7 + 1 existiria
una funcién f € S con valores prefijados en los p puntos de N, en par-
ticular, negativos y N no serfa normal.

De aqui en adelante supondremos en este pardgrafo que K es un
sistema lineal S.

TrOREMA 9. Sz S es de dimension finita n sobre un conjunto com-
pletamente normal N y si {X;; A A} es una cadena creciente de
subconjuntos de N tales que

algiun conjunto X, es completamente normal.
DrMosTRACION. Por la proposicién 7 es suficiente demostrar
que si los conjuntos X; no son completamente normales, el conjunto

X() = U Xi.

i€ A4

no es completamente normal.
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Sea {@1, @y, ..., ¢,} (<) una base de § sobre X,. Entonces,
siendo cada X; un conjunto no completamente normal existe una
funcién

r
—
fl- = Z %y Py
v =1

tal que
Hhx) <0
para todo x € X, y

14
oy
/L Apy — 1
v=1

Sea A; el conjunto de los puntos

A = (01, Gprgy oevy Ory)

~

con A =4 de la esfera S,_;:

of o4 ... af=1.

Se ve facilmente que dichos conjuntos constituyen una base de
filtro sobre S, ;. Por tanto, siendo S,_; un conjunto compacto de R”
existe un punto

a = (o, O, ..., o)

de S,_; adherente a todos los conjuntos 4;. De esto resulta que si x
pertenece a algiin X, es decir, si x ¢ X, se tiene

f (%) E$ % @y (%) < 0.

Para concluir basta observar que f € S y no se anula idénticamente
(4
LA
en X, puesto que X'l =1 v {@, ¢s ..., es una base de §
- .

sobre Xj.

TroremMa 10. Si S es de dimension finita sobre el conjunto
X CXy X, es un subconjunto de X, no completamente normal (ves-
pecto de S), existe un conjunto X* C X, cerrado en X, no completa-
mente normal y que contiene a X,, con la propiedad que todo subcon-
junto X' e X que contenga a X* vy distinto de X* es completamente
noymal.



190 B. R. Salinas

DEMOSTRACION. Por la proposicién 7 y el axioma de ZORN es
suficiente demostrar que la familia de los conjuntos no completamente
normales contenidos en X y que contienen a X, ordenados por in-
clusién, es inductiva respecto de la reunién y no vacia. Desde luego,
dicha familia no es vacia puesto que X pertenece a ella. Vamos a ver
que es inductiva. En efecto, si {X; ; A€ 4} es una cadena creciente

de conjuntos no completamente normales, por el teorema 9, U X es
R

un conjunto no completamente normal.

OBSERVACION 6. St X no es completamente normal el teorema 10
es trivial puesto que X* = X satisface las condiciones que se requicren
para X*.

TroreMA 11, Si N es un conjunto normal (rvespecto de S) que
no posee ningiin subconjunto propio normal y cerrado en Ny si S es de
dimension v sobre N, N consta de v + 1 puntos.

DrarosTrACION.  Como el teorema es inmediato para 7 = o, su-
pondremos 7 finito. Sea A el conjunto de los puntos aislados de V.
Si AD N, por el teorema 7, A es un conjunto normal minimal v, por
consiguiente, segtin el corolario 8, 4 v N constan de 7 4+ 1 puntos.

Si A no contiene a N, 4 es un conjunto no completamente normal
y por el teorema 10 existe un conjunto X*, no completamente nor-
mal, con 4 C X* C N v tal qué todo conjunto X' + X*, que verifi-
que la condicién X* C X’ C N, es completamente normal. Entonces,
N — X* + @ y existe un punto x,e N — X* y, por consiguiente,
X* U {2,} D N. Como X* no contiene a N por ser X* no comple-
tamente normal, resulta de esto que x, es un punto aislado de N, lo
que es absurdo puesto que (N — X*) N 4 = @. Por tanto, hay que
descartar la posibilidad de que A no contenga a N.

CorOLARIO 9. Si I es un conjunto normal cerrado (vespecto de S)
v S es de dimension finita n sobre F, existe un conjunto normal N C IF
que consta de v +1 <n -+ 1 punios.

§ 3. I.A TEORIA DE LA APROXIMACION EN ESPACIOS
VECTORIALES NORMADOS

Aqui supondremos como en § 1 que Y es un espacio vectorial
normado general salvo indicacién expresa de lo contrario. X como
siempre, es un espacio topolégico compacto.

ProrosicioN 9. Si K es un conjunto cervado de dimensién finita
sobre cada punto x € X y tal que cada subconjunto acotado de K es equi-
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continuo, todo subconjunto acotado H de K es relativamente com-
pacto en K.

DEMOSTRACION. Sea H (x) = {@ (x); ¢ € H} el conjunto de los
valores de las funciones de H en un punto x ¢ X. Este conjunto H (x)
es relativamente compacto en Y, por ser' H (x) un conjunto acotado
de dimensién finita. Entonces, como H es un conjunto equicontinuo
por el teorema de Ascorr (4) resulta que H es relativamente compacto
en C(X, Y), puesto que la convergencia compacta en X coincide con
la convergencia uniforme en X, por ser X compacto. De esto se con-
cluye, siendo K cerrado, que H es un conjunto relativamente com-
pacto en K.

CororarIO 10. Si K es un conjunto cerrado y de dimension finitan,
todo subconjunto acotado H de K es relativamente compacto en K.

DrMOSTRACION.  Se deduce de la proposicién 9 teniendo presente
que todo subconjunto acotado H de K es equicontinuo por ser cada
funcién ¢ ¢ H combinacién lineal, con coeficientes acotados, de n + 1
funciones g,, @1, s, ..., ¢, de K, independientes de ¢ (?).

TEOREMA 12. Dada una funcion [ ¢ C(X, Y), st K es un conjunto
cerrado tal que cada subconjunto acotado H de K es relativamente com-
pacto en K, existe una aproximacion éptima ¢ de f por K, en otras pa-
labras, el conjunto K (C K) de las aproximaciones optimas de | por K
no es vacio.

DEMOSTRACION.  Sea

w=Inf u(y) (e () = v — 71
wek
entonces, como

p = u(y)

es una aplicacién continua de € (X, Y)en Ry {{jy—f] < p+1,pe K}
es un stbconjunto no vacio, cerrado y acotado de K v, por consi-
guiente, compacto, por el teorema de WEIERSTRASS existe una fun-
cibn peK de |p — f| <u -+ 1 para la que se alcanza el minimo
de u(y) en K. Por tanto, u(p) = u.

Cororario 11. Con las musmas hipdtesis que en el teorema 12,
st f¢Kes

p=Inf. p(y) = 0.
WEK

(4 Véase BOURBAKI [4], pag. 43.
(®) Este corolario se puede probar también teniendo presente que todo espa-
cio vectorial normado (o topolégico), real y de dimensién finita # es isomorfo a R”™.



192 B. R. Salinus

TEOREMA 13. St F (p) es el conjunto de los puntos x de X para
los que |l (x) — f (%) = u (@), se tiene:

a) F(p) es un conjunto cerrado no vacio.

'b) Para cada conjunto abierto G D F (¢) existe un ¢ > 0 tal que si
ly —¢l <& F(y) CG.

D1MOSTRACION. a) Que F (¢) es no vacio lo hemos visto en § 1
v que es cerrado se sigue por ser |¢ (¥) — f(x)| una funcién conti-
nua de x.

b) X — G es un conjunto compacto por ser un conjunto cerrado
del espacio compacto X. Por tanto, por el teorema de WEIERSTRASS,
lp () — f(x)] tiene un méximo u(p) — 2¢ en X — G, que por ser
(X—G)N F(p) =D es menor que u(p) = ¢ — f| y, por consi-
guiente, &> 0.

Vamos a demostrar que si [y — ¢l < e, F (y) CG. En efecto, si
fuese ||y (x) — f(x)| = |y — f| para un punto ¥ ¢ X — G se llegaria
al absurdo de que

lpy = =1y —7@ <lp®) —e@] + ek — @] <
Sly—el+ulp —2e=ly—o|l +lp—/l —2e <
2y —gl +lv—fl —2e<lp—7i-
TEOREMA 14. El conjunto K de las aproximaciones optimas ¢

de | por un conjunto convexo K es cervado en K, acotado y convexo.
DEMOSTRACION. En efecto, siendo

v > u(y)

una aplicacién continua de K en R, el conjunto K de los puntos ¢ de K
tales que

plp) =u

es cerrado en K y también, evidentemente, acotado: |p — f| = p.
Por otra parte, si poe K y ¢, € K,

po=01—ANp,+ o ek
para 0 <A <1, puesto que ;€K y

p=p@)<lep—fl=0—=2)lg—fl +2]o.— ]l = p-
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CororariO 12. Sz K es un conjunto convexo y cervado de dimen-
sion finita sobve cada punto x € X y tal que cada subconjunto acotado
de K es equicontinuo, K es un conjunto convexo compacto (no vacio).

DEFINICION 6. Divemos, por un abuso del lenguaje, que @ es un
punto interior de K si ¢ es un punto interior de K en su soporte M,
esto es, st existe un entorno de ¢ en M :

Volp) ={ly—¢| <o pye M} CK.

ProrosicioN 10. Si ¢y es un punto del conjunto convexo K y ¢,
es un punto interior de K, cada punto

=1 —2 @+ 4y 0<21<1)

del segmento abierto de extremos g, y ¢, es también un punto interior
de K. (6.

DeMOSTRACION. En efecto, siendo ¢, un punto interior de K existe
un entorno

Velp) ={lg —ml <o weM} CK,

y, por tanto,
Viel@) =1 — Ao+ AV, (¢) CK,

que expresa que ¢; es un punto interior de K.

DEFINICION 7. Diremos que ¢ es un punto central de K si para
cada o & K — {@} existe un punto g, € K — {@} tal que ¢ es un punto
del segmento de extremos oy @1. St @ es un punto no central de K, dive-
~ mos que @ es un punto extremal de K.

ProprosiciON 11. Todo punto interior del conjunto convexo K es
un punto central de K, y basta la existencia de un punto interior de K
para que todo punto central de K sea un punto interior (de K).

DEMOSTRACION. En efecto, si ¢ es un punto interior de K existe
un entorno de ¢ en su soporte M :

Vo) ={lv—9l <e¢. veM}CK.
Por tanto, si go& K — {@} vy ponemos

_ et (-1 PR 2
& A con e+ lg — ool

(6§) Véase BOURBAKI [5], pag. 51.
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tendremos que ¢, € M y como ademds

i

1—2 .
lpr — ol ==~ lo — %l =2,

¢ ¢ K — {g}. Finalmente, siendo

p=010—2Ag,+ ie 0<i<l),

@ es un punto del segmento de extremos ¢4 v ¢;.

Reciprocamente, si g es un punto central de K y K posee un punto
interior ¢4, @ =@, o bien ¢ + ¢, vy existe entonces un punto
@€ K — {@,} tal que g esun punto del segmento abierto de extremos
@0 Y ¢, ¥, por la proposicién 10, ¢ es un punto interior de K.

OBSERVACION 7. Si I es el intervalo cerrado [a, ] de R, el conjunto
convexo K CC(I, R), formado por las funciones reales ¢ derivables que
satisfacen la condicion |p'(x)] <1 en 1, carece de puntos interiores vy,
sin embargo, posee puntos centrales, por ejemplo, el punto ¢ = 0.

CororarIiO 13. St el conjunto convexo K es de dimensién finita v,
K posee puntos interiores y, por consiguiente, puntos centrales.

PROPOSICION 12.  Si g, es un punto del conjunto convexo K vy ¢,
es un punto central de K, cada punto :

=1 —=Apo+ g 0<i<1)

del segmento abierto de extremos @,y ¢, es también un punto central deK.
DrMosTRACION. Dado el punto yy e K —{¢:}, si po=g¢, (e K —
— {(p z}), @) es evidentemente un punto del segmento de extremos

YoV ¥ =@, €K — {g}. Siy, + @ se puede determinar, por ser ¢
un punto central de K, un punto p ¢ K — {¢,} tal que

fr=01—2)g,+ 1y 0 <A <1).
Entonces, si ponemos

— 11— A)‘Po_jf Agy + 244 — 1)y,
V1 1= 2+r

(1 — 244 A2 > 0),

se deduce que

(1—2Agy+ A1y
w="1 "1 °K-lwl
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y
=21 =)y + (1 —2+2A1)y,

y, por tanto, que ¢; es un punto del segmento de extremos y, y ¥;.
ProPOSICION 13. Si g,y ¢, son dos puntos del conjunto convexo K,
para cada punto
=1 —ANp,+ iy 0D<i<)

del segmento abierto de extremos ¢, v ¢, se tiene

F (1) C F (po) N F (¢y)-

DEMOSTRACION. En efecto, como para cada x & F (¢;) se verifica

p=lg: (@) —fH <A —=2) leo(®) — @] + 2 le (*) — 7 #),

por ser K un conjunto convexo, y

lpo (@) — @] <p v Je(x) =) <p,
resulta

lpo@) —f@) =n v lo(x) — ()] =p

para x € I (¢;) y, por consiguiente,

F () CF (pg) N F ().

TrOREMA 15. El conjunto cerrado

F=UF(y)

YEeK

1o es vacio y para cada punto central ¢ de K es F (p) = F.

DEMOSTRACION. Si K = @ el teorema es evidente puesto que
F = X. Si K + @ para demostrar la primera parte del teorema es
suficiente probar, siendo X compacto y los conjuntos F () cerrados,
que los conjuntos F () (y € K) constituyen una base de filtro pero
esto se sigue de la proposicién 13.

Finalmente, si ¢ es un punto central de K, cualquiera que sea
o €K — {(p}, existe un punto ¢, ¢ K — {@} tal que ¢ es un punto
del segmento abierto de extremos ¢, y ¢,, y por la proposicién 13
resulta que

F(p) C Flpo) N F(p) C F (po)-
Por tanto,

F@CNF@ y Flp)=F.

YeK
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§ 4. LA THORfA DE LA APROXIMACION EN CIERTOS
ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

Como anteriormente supondremos aqui que X es un espacio topo-
logico compacto ¥ que Y cs un espacio vectorial normado y ademads
que existen dos funciones reales H (!) v L (¥, ¥") con las siguientes
propiedades : '

P,. H() es una funcion continua y creciente en la semi-recta t = 0.

P,, Ly, ") es una jfuncién real definida en Y X Y y lineal en y”,
esto es,

a) L, yi +y3) =L, yi) -+ LY, p2).

b) Ly, Ay")=AL(y, y") para cada nimero real 2.

Py H(ly + ') =H(Y1) + L, y") de forma que la igual-
dad se verifica si y sélo si y" = 0.

P,

lim _}i(“yl _*_ )':);\”“) —H (H:y,“) =L (y/, y”),

i—0

siendo la convergencia uniforme en cada conjunio acotado de Y X Y v,
por consiguiente, L (y', y") continua en Y X Y.

Erempros. 1. Si Y es un espacio euclideo en donde estd definido
el producto escalar (y’, y”), siendo

1y +y"12= 112+ 20, y) + ly"I%
se puede tomar H(f) =2y L(y', y") =2, v").

2. SiY es un espacio hermitico en donde estd definido el producto
escalar (y', "), siendo

Iy + 9" =1y"I>+ 2 Re (o, ¥") + I¥"[%

se puede tomar H (f) =2y L(y', ") =2 Re (y', y").
3. Si Y=10? (p >2), siendo

Iy + "1 =2 Iy + 0P = 1y'12 + p 200 g P~ sig 9, +

v=1 v=1

Fpp—1) S n2 -+ 0o 0<6<1)
v=1
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Szl 0=t < [y 2y 0y 2 <
v=1
| < Iy"12(1y'] + 1y 1)

se puede tomar H(f) =y L (y', y") = pZ'rl,’,’ |9y |P—1 sig n,.
v=1

Podemos completar ahora el teorema 15 asi :
TEOREMA 16. Si
F =1 F(g),

peK

para cada par @y y @, de funciones pertenecientes a K, se tiene

Po (%) = ¢ (%)
para todo x e F. :
DEMOSTRACION. Sea

@r = Qo T Ay ¥ = @1 — ®o)
di =@, — =4+ %y,
entonces, como ¢; € K, teniendo presente P,, tendremos

Ly (@), p () = tim 204 @D = B4, _

para ¥ ¢ I y, por consiguiente,
H([4,0)]) = H(|4o (%)) + Lo (), »(*)) (= n)

para x € I, de donde por P, resulta y (x) = 0 para todo x ¢ F, es
decir, ¢, (x) = ¢, (¥) para todo x & F.

OBSERVACION 8. El teorema 16 es también cierto si Y es un es-
pacio vectorial mormado convexo, es decir, si de |y,| =1, |ys] =1
y 10n + ¥2)/21 = 1 se sigue y, = 3.

Cororario 14. Si K es de dimensién n y K es de dimension 7,
K es de dimensién s < n — v sobre

F =1 F(p)

e K
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TEOREMA 17. Si g, e K — K existe una funcién ¢, € K tal que
41) Lo, vx) <0 (o=g9o—1 v=0¢1—)

para todo x € I ().
DEMOSTRACION.  En efecto, siendo u (o) + u, existe una funcién
¢, € K tal que

# = pp) < plpo)
entonces, poniendo y = @; — @,, tendremos por Py y P;, que

L(4,(x), v (x) <H (g, (x) () 1) — H (lgo (%) — f(¥)]) =
= H (u(g) — H (u(go) <0

para todo x € F (¢,)-
TEOREMA 18. Si @, € K y existe una funcion ¢, € K tal que

x)

(4.2) L(dy(x), p(x) <0 bo=g9o— 1 v =91 — @)

para todo x € I (p,), ¢, no es una aproximacion éptima de f por K,
es decir, ¢ K.
DrmosTRACION.  Como

L4, (), (x)

es una funcién continua negativa en F(p,) v F (p,) es,un conjunto
compacto, L (4, (%), y (x)) tiene un maximo — m < 0 en F (¢,). Sea G
el conjunto de los puntos x € X tales que

L(do(), ») < —m2.

Evidentemente, G es abierto y contiene a I (p,). Por tanto, segtin
el teorema 13, existe un ¢ > 0 tal que F (p) CG si ¢ — @] < &.
Por otra parte de P, se deduce que

H(|43(5) + 2y @) < H (14, @)]) + 2L (4, (1), v () + 2

para todo x€ X y A: 0 <A <A, si se elige A, de manera con-
veniente. '
Sea

0 <A < Min (L . 1),
Il
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entonces, si ¥ & F (py + Ay), xEG y por consiguiente

H(p(po +2y)) = H([4o (%) + 2y @) < H (4o W)]) +

~

AL Ao (), p () 275 <
< H (ulgo) =25 + 275 = H(u(po)).

De esto resulta que
(7o + 2y) < plgo)

para g, + Ay = (1 — A) @y + Ag, € K y por tanto que ¢, ¢ K.

DErINICION 8. Si @y € K v K (p,) es el conjunto convexo de funcio-
nes reales continuas en X que contiene a la funcion g = (), imagen de K
por la aplicacion ¢ — g definida por

g) =Ldo(x), ¢(0) =@ (x)  (do=00—1),

diremos que un subconjunto N de X es un conjunio normal respecto
de go (v K), si N es novmal respecto de K (@o). Andlogamente, divemos
que N es un conjunto completamente normal respecto de @q (v K) st N
es completamente normal respecto de K (pg).

OBSERVACION 9. St K es una variedad lineal M y ¢, € K,
K (po) = M (o) es un sistema lineal de funciones reales continuas en X.

TrEOREMA 19. Para que ¢ sea una aproximacion éptima de | por
K, es decir, para que p € K, es necesario y suficiente que F (p) sea un
conjunto normal respecto de @.

DEMOSTRACION. Resulta inmediatamente de los teoremas 17 y 18.

TrorEMA 20. Si¢ N es wun conjunto completamente normal ves-
pecto de p €K y N C F (¢), se tiene

NCF= F).

YekK

DrMosTRACION. Para demostrar el teorema es suficiente probar
que para cada ¢* € K, N C F (¢*). En efecto, como para 4 =¢ — f,
A% =¢* — f v p=¢* — ¢ sc verifica

g =LA, yx) <H(4* X)) — H (4 #)]) =
— H(|4*@)]) — H (1) <0
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para todo x € F (¢) con g £ K (¢), tendremos, segtin la proposicién 6,
que N esta contenido en el conjunto de los ceros de g en F () v, por
consiguiente, en F (¢*).

Cororario 15. Todo conjunto N C F (p), completamente normal
respecto de ¢ € K es un conjunto completamente normal respecto de
cada ¢* € K.

DemosTracION.  Se sigue de los teoremas 20 v 16.

Cororario 16. Todo conjunto N C F (¢), normal minimal respecto
de ¢ € K es un conjunto normal wminimal respecto de cada ¢* ¢ K.
Todo conjunto I'* C I'(¢), normal cerrado minimal vespecto ¢ € K es
un conjunto con la misma propiedad respecto de cada ¢* ¢ K.

DryosTRACION.  Sc deduce de los corolarios 2, 3, 4 v 15.

CororariO 17. Todo conjunto I'* C F (¢), cerrado vy normal res-
pecto de ¢ € K tiene una interseccion no vacia con

F =/ F(@y).

pwek

DrmosTrACION.  Se deduce de los teoremas 2, 3 v 20. ,
TroreMA 21. St K es una variedad lineal M de dumension finita n,
K no es vacio y existe un conjunto N, normal minimal respecto de

cada ¢ € K, conlenido en
F=Fy).

YeK

Ademds, si K es de dimension v, st N consta de p puntos y si la di-
mensién de M (p,) (po € K) sobre cada subconjunto de X (o I) que
conste de q puntos es q, se tiene

(4.3) g+1<p<n—r+1

DrEMOSTRACION. Por el corolario 10 v el teorema 12 el conjunto K
de las aproximaciones 6ptimas de f por M no es vacio, por el teorema
19 si ¢y € K el conjunto cerrado F (¢,) es normal respecto de ¢, v por
el corolario 9 existe un conjunto N C I (¢, ), normal minimal respecto
de ¢,. Como, segtin el corolario 3, N es completamente normal resulta,
por el teorema 20, que N C F. Ademds, por el corolario 16, IV es un
conjunto normal minimal respecto de cada ¢ &€ K. Con esto queda
demostrada la primera parte.

Como por el corolario 14 la dimensién de M sobre I no es superior
an — 7y por el teorema 11 la dimensién de M(g,) sobre N (C F) es
p — 1, tendremos que p — 1 <#n — 7. Por otra parte, siendo ¢’ la
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dimensién de M (¢,) sobre cada subconjunto de X (o I) que conste
de ¢’ < ¢ puntos, se deduce que p =>q 4 1.

DErFINICION 9. Divemos que y" &Y es ortogonal a yv' €Y st
L, y")=0.

TrEOREMA 22. Con las mismas hipitesis que en el teovema 21, si
cualesquiera que sean ¢ EM y ¢* e M (¢* + ¢), v (x) = ¢* (v) — ¢ (x)
es ortogonal a ¢ (x) — [ (x) a lo sumo para n — I valores de x pertene-
cientes a I (¢), resulta que K se reduce a una funcion ¢, y que cada con-
qunto N C I (¢,), novmnal minimal respecto de gy, consta de n -+ 1 puntos.

DEMOSTRACION.  Como por las condiciones impuestas se deduce
que la dimensiéon de M (¢,) sobre cada subconjunto de I© que conste
de ¢ = n puntos es n si ¢, € K, por la desigualdad (4.3) se sigue
r=0yv p=mn-1.

CororaArIO 18. ' Si 8 es un sisiema lineal de funciones reales con-
tinuas en X de dimension finita n y si cada ¢ €8 — {0} tiene a lo
sumo n — 1 ceros en X (0 I' (¢)), existe una vy una sola aproximacién
dptima qq de f por Sy cada conjunto N C I’ (¢,), normal minimal res-
pecto de ¢ consta de w4 1 puntos. ,

DeMoSTRACION. Es un caso particular del teorema 22.

Cororario 19. S § es un sistema Lineal de funciones complejas
continuas en X de dimension finita n (sobre el cuerpo C de los mimeros
complejos) y si cada ¢ 8 — {0} tiene a lo sumo n — 1 ceros en
X (0 I (), existe una y una sola aproximacion optima ¢, de f por S
v cada conjunto N C I' (¢,), normal minimal respecto de ¢,, consta de
un wiimero p de puntos tal que

(4.4) n+1<p<2n+4+1

DrmostrRACION.  Como S es de dimensién 2# sobre el cuerpo R
de los ntimeros reales, por el teorema 21, K no es vacio. Por otra
parte, siendo L (', ¥") = Re (y' y") para H (f) = 2, se deduce que la
dimensién de S (¢) sobre cada subcenjunto de X (o F (¢)) que conste
de ¢ = »n puntos cs n v, por tanto, que p = n + 1. De esto resultaria,
por el teorema 16, si existicse mas de una aproximacién éptima que
existiria una funcion » € § que se anularfa en I7, y, por consiguiente
enp > n -+ 1 puntos. Como esto es absurdo existe una sola apro-
ximacién 6ptima de j por 8. La desigualdad (4.4) sc sigue entonces
de (4.3) teniendo presente que la dimension de K es 7 = 0.

OBSERVACION 10.  Parte de los corolarios 18 y 19 constituyen la con-
dicion suficiente del teorema de HAAR para los cammpos, real y complejo.
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