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SUMMARY

This work begins with some fundamental ideas of perfect spaces.
In the second paragraph, the following spaces are introduced

H () = {“ cen/X|a,je ' < 0, Vu > /‘}
0

H(— o) = {aem/i la,| e+ < oo, V,u’eR}
0 .

Hip] =fbew/AngeN, Ip > plld,] <e v, Vn>mng
H[— ol=(bew/AngeN, Ip eR/|b,]| <e v, Vn>mng

where (4,) is a sequence of real numbers 0 < 4y < A; < ... = oo.
We show that H[u)* = H (u) and H (u)* = H [u], where peR or

u = — oo and lim%">0.

Paragraph three is concerned with the different topologies which
can be defined in terms of the dual pairs (H [u], H (u)) and
(H(u), H[p]), where peR or p = — oo.

Paragraph four deals with the inductive limit of the spaces H (u)
and the projective limit of the spaces H [u], where u < R.
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INTRODUCCION

Sea w el espacio vectorial sobre C formado por todas las suce-
siones x = (x,) [x,€C, ¥YneN.

Ilamamos espacio de sucesiones A a cualquier subespacio vecto-
rial de w.

Kothe y Toeplitz introdujeron el concepto de a-dual de un es-
pacio de sucesiones 1, notado por 2*. Aquellos espacios de sucesio-
nes 2 que coinciden con su a-bidual, 2 = A**, se llaman de Kothe o
perfectos.

En el capitulo I de este trabajo, comenzamos dando unos re-
sultados generales de la tcoria de la «-dualidad. A continuacién,
exponemos algunos ejemplos de espacios de Kothe, los espacios
ri<p< o), hpO<p<ow) vy hipl(0<p< o)

Posteriormente, establecemos las relaciones de inclusién exis-
tentes entre estos espacios y teniendo en cuenta las parcjas duales

ae wy, (h [:7], hu)y, <(h (;1‘), h{p}) comparamos las topologias

dadas por la dualidad en el subespacio con las topologias inducidas
en él por las topologias que la a-dualidad engendra en el espacio en
que estd incluido, llegando al resultado de que las aplicaciones
canénicas dadas por las inclusiones son siempre continuas para cual-
quier topologia de las establecidas a partir de las parejas duales.

En el capitulo II, introducimos previamente el concepto de serie
de Dirichlet y algunas notaciones concernientes al estudio de dichas
series.

A partir de ello, formamos los espacios H (u), p€ R y H(— )
estableciendo, después, los espacios H [u], ue€ R y H[— oo].

Vemos que H (u) (ue R 'y p = — oo) son espacios escalonados,
lo que nos lleva al resultado de que son perfectos o de Kéthe.

A continuaci6én, estudiamos la «-dualidad.

En el capitulo III, que es de indole topolégica, consideramos las
parejas duales (H[u], H(u)) v (H (u), H[u]) en los casos lim

inf %‘ > 0 (finito o no), estudiando las diferentes topologias dadas

por ellas.
En el capitulo IV, estudiamos el limite inductivo de los espacios
H (u), p» < R y el limite proyectivo de los espacios H [ul.
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En cuanto a la notacién usada, sélo cabe destacar la empleada
para denotar las diferentes topologias dadas por una pareja dual.

Sea (B, A) una tal pareja dual. o, 4,, B4, 0, v B4 designan
las topologias débil, normal, fuerte, de Mackey y semifuerte en 4,
respectivamente.

Respecto a los teoremas que utilizamos, hacemos referencia a los
trabajos en que se encuentran, dando al final de la memoria una
resefia bibliografica de los libros y trabajos consultados.

Debo hacer constar mi agradecimiento al director de este trabajo,
Prof. Dr. D. Rafael Aguilé Fuster.

CAPITULO I
LA «-DUALIDAD

Llamamos w al espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros
complejos-de todas las sucesiones complejas.

A todo subespacio vectorial de w, A € w, le llamamos espacio
de sucesiones. Consideremos

¢=1{],) | VneN, X, =0, excepto un ntmero finito}

y tenemos un ejemplo de espacio de sucesiones.

Un espacio de sucesiones se dice normal si cuando x € 2 también
v e, siendo y un vector cualquiera tal que |y;| < |x;|, Vi. ¢ es
un espacio de sucesiones normal.

Dado un conjunto de vectores M, se llama envoltura normal de
M al conjunto

NM)={xew | |x]| <|m;| para algin m e M}

M es normal sii N (M) = M.
A cada espacio de sucesiones 14 le asignamos un nuevo espacio
al que vamos a llamar 2%, su a-dual.

= {M= (u;) | i |u;x;| < o0, Vxel}
| 0

6 — Collectanea Mathematica
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Diremos que (B, A) es un sistema dual cuando 4 y B son
espacios de sucesiones y la forma bilineal

-]
(u, x) >ux = Y u;x;
0
estd bien definida sobre B X A4, cumpliendo las dos condiciones
siguientes

ux =0 Vxed=>u=0
ux =0, VueB=>x=0

En general (4%, 1) no es un sistema dual, aunque para ello es
suficiente que ¢ c 1. La condicién no es necesaria.

Un espacio de sucesiones se 11oma de Kothe o perfecto sii 1 = A*.

Si A es perfecto = 2 es normal y ¢ c 1= (A% 1) es siempre
sistema dual.

EJEMPLOS DE ESPACIOS DE SUCESIONES

Los Espacios /#, 1 <p < o0
zﬁ={xew /f}!x,-v<oo} 1°=ew | || <M, Vnel
0

Sabemos que /! y I® son peffectos y (1) =I®, ({®)* =11, es

perfecto para 1 < p < oo, (I)* =1, j% + %: 1.

Los ESPACIOS A (u) Y hlu]
h(u) ={a€w | Sk a,| < o, VK e (0, u)} 0<pu<
0

h () = {aew [ lim V%" a,| = 0, VK>0}

h ] ={uew [ AngeN /Vnznoaiunlgk”,K</%}0<y<oo

0] ={uecw [ |u,| <k, paraalgin K > 0}



Series de Dirichlet consideradas como espacios de sucesiones

Sabemos que estos espacios son perfectos y que
hip)r = h(;%) 0<u<o; A[0}=h(w)

hwr=4ﬂ,0<u<w;hmr=hm

RELACIONES ENTRE LOS ESPACIOS /& Y [?

1.9 —Si u>1, p>1=h(pecl

e

ach(u) ~Xkla,| < oo, VK<p=Yla,l< o=
0 0
=acll=h(pcllcl

200 —Siu<l, p>1=10chp

67

x€l®= Xx, 2" tiene radio de convergencia R > 1= X k*|x,| < o,

VK |K<R-xech(u(p<l)=10clech).

39 = Sipu>1Lp>1=hlucl
Sabemos que 2 c A(u), p <1=h[u]l cit, u>1.

40 —Siu<l,p>1=10"¢chiy
Sabemos que A (u) €, u>1=0F chiul, p<l1.

COMPARACION DE LAS TOPOLOGIAS
Se nos presentan los siguientes casos:
u=1 p=1 1N ch(l) b
u>1, p=1, hp cl d

)
)

) u<l, p=1, ch
a) p=1, p=1, k[llch
)
)

—

<

1

XS

p>1 p=1 hlpgch
p<l, p=11Nchly]

2

o

) =1, p>1, " ech(l)
) u>1, p>1, higecl
) u<l, p>1, Pchp
2) =1, p>1, R[llcl
) u>1, p>1, hlplcl
) v<l, p>1 VPchlu
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TOPOLOGIAS DEBILES

a)) u=1, =1, Nech(l)
o,y = topologia débil en % (1) respecto a la pareja dual.
o, = topologia débil en Il respecto a la pareja dual.

« = topologia inducida en /! por la topologia .

ProrosicioNn I-1

o, es més fina que a.

Demostracion

Una base de entornos de cero para la topologia ¢, viene dada
por la familia 4 tal que

A=Uyu, e =1a€h(1) | sup |u;(a)| < e u;€h[l]}

Una base de entornos de cero para la topologia o, viene dada por
la familia B tal que

B = Uu;,ug...un;e = {x ell / sup |u‘i (x)| < &, U ElOO}

Una base de entornos de cero para « viene dada por la fami-
lia Anl

Anll={xeh(l)nil | sup |u;(x)| <e u;eh[l]}
Como e h(l)=h[l]ci®= todo 4 nI! es un B.

Observacion I. En todos los demds casos se encuentra el mismo
resultado, efectuando demostraciones andlogas.

TOPOLOGIAS NORMALES
a;)) p=1,p=1,0ch(l)

Ay(p) = topologia normal en 4 (1).
A, = topologia normal en /L.
y = topologia inducida en I! por la topologia 4,
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Prorosicion 1-2

A, es mas fina que y.

Demostracion

Una base de entornos de cero para 4, viene dada por la fa-
milia 4 tal que

A=U,yg="1ach(l) | p,(a) <& uech[l], u> 0

Una base de entornos de cero para 4, viene dada por la fami-
lia B tal que

B=U,,={xell | Pu(x) <e uel®, u>0

u, )

Una base de entornos de cero para y viene dada por la familia
A n I tal que

Anll={xell | Pu(x) <e uchll]y
Como /It c h(l) = h[l] cI®= todo A Nl es un B.
Observacion II. En todos los demds casos se encuentra el mismo
resultado, efectuando demostraciones anilogas.
TOPOLOGIAS FUERTES
a)) p=1, p=1, lech(l)

B, = topologia fuerte en % (1)
B: = topologia fuerte en /I

B = topologia inducida en /1 por B,

ProrosicioN 1-3

B es mas fina que fS.
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Demostracion

Una base de entornos de cero para la topologia B, vienc dada
por la familia 4 tal que

A=Upg="lach(l) | ptla,] <e VE 0<p <1

Una base de entornos de cero para la topologia f, viene dada
por la familia B tal que

B=U,=@wel [ [z, <g= {xezl | Yini < s}
Y ]
Una base de entornos de cero para la topologia f viene dada por
la familia 4 n /! tal que
Anlt=&xell | prix,] <e Vk O<p <1}

Tenemos Bc Anll(Vp | 0<p <1 y el mismo g).
En efecto:

xeB X lnl <e-prlnl < ini(p<1)=xednll
0

todo entorno de B es un entorno de f.

d) p>1, p>1, (p#), hpck

pi» = topologia fuerte en I?
Bru = topologia fuerte en % (u)
B = topologia inducida en % (u) por fi

Prorosicion I-4

Briy e€s mas fina que f§

Demostracion

Una base de entornos de cero para f8,» viene dada por la familia
A tal que

A=TU, = {xelf’ | (g‘, !xk|")]5 < e}
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Una base de entornos de cero para Bu(w viene dada por la familia
B tal que

B=Upeg=1lach(u) | mia, <e VEk 0<m< w

Una base de entornos de cero para f# viene dada por la familia
A n h(p) tal que

A nh(p) = {ﬂeh(u) / (g Iaklf’)’l; < e}

Veamos que todo 4 n % (u) contiene siempre a un B.
Sea

A0 = {aeh(m (S 1mrf ge}

Tomemos un B tal que

1
m — 1)p
B=jechn | mia <o, ¢ = O sy
m
B . ) ‘ ¢ - &P
aeB > mtia| <& - la Smk’—’ gl Sm_kf’»

9:; , 0 1 k
> %IM"’S&”%(W,>

o 1 k 4 [ o _1
Como m>1->ml>1=Y (——) =" (E laklp)f’ <e
0

r>1, p>1. Caso p= oo, h(u) cl~

B = topologia fuerte en [
B = topologia fuerte en % (u)
B = topologia inducida en % (u) por B,

Prorosicion I-5

ﬂlx(/l) es mads fina que /3
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Demostracién

Una base de entornos de cero para P viene dada por la familia
A4 tal que
A =1{xel>~ | sup |x,| < &

Una base de entornos de cero para B, viene dada por la familia
B tal que

B = (’;(m,e) = {a eh (Ju) / m* lxki <g, v k’ 0<m< 1

Una base de entornos de cero para f viene dada por la familia
A n A (p) tal que

Anh(p)=1{ch(u | sup |a| < e
Todo A n & (u) contiene a un B.
Sea Anh(u =fach(u) | sup |a,} < &
Tomemos un B tal que
B=1{ach(u) | m*|a,| < ¢, & =¢ m=1
Observacién IV. Los casos ¢;, fi ¥ @, son evidentes.
b)) r=1,p>1, k{1l c i

B» = topologia fuerte en [
Bu:1; = topologia fuerte en A[l]

B = topologia inducida en %4[1} por By

ProrosicioN I-6

Bir; es mas fina que f8
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Demostracion

Una base de entornos de cero para by viene dada por la familia
A tal que

4= {x elr |/ (? |xk|1>)zl> SS}

Una base de entornos de cero para f(;; viene dada por la familia
B tal que

B = U”hm =aeh(l] | P,(a) <ée u>0, uech(l)

Una base de entornos de cero para f viene dada por la familia
U, tal que

U, = {aek[l] / (? !aklf’)’l’ ge}

7 7
VU, 30, | U

Us,.
By © U8

Dado Uy, tomemos Uﬂ) o dado por la sucesién #,=n2+ 1y
1

Por lo tanto

<
5\
“ EU‘Bh[u > P(a) < ¢ =~ (%: |“£|p)” <e

pn=1 p<1. Caso p = oo, h[1] c I.

fe = topologia fuerte en I
Bru; = topologia fuerte en % [1]
f = topologia inducida en %[1] por B

7 — Collectanea Mathematica
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ProrosicioN I-7

Brn es mas fina que f

Demostracion

Una base de entornos de cero para B viene dada por la familia
A tal que

A ={xel> [ sup x| < g

Una base de entornos de cero para ;) viene dada por la familia
B tal que

B = Uf’hm ={ach[l] | P,(a) <e u>0 uech(l)

Una base de entornos de cero para 8 viene dada por la familia Uy
tal que

Ug={ach(l) | sup |a,| < &

.V Up, 3 Uﬂh[l] / U”hm n Up

Dado Uj, tomemos Uﬂhm dado por la sucesiéon u, =#n2 4+ 1y

g =c¢

acU

= /=> la. | <
[ P, (a) <é& = sup la;| < e

Observacion V. Los casos ¢,,, dy €5 y f, son evidentes.

TOPOLOGIAS DE MACKEY

Observacion VI. ITas demostraciones son inmediatas en todos los
casos, encontrandose en todos ellos el mismo resultado.
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CAPITULO II
ESPACIOS DE SUCESIONES DE SERIES DE DIRICHLET

ILlamamos serie de Dirichlet a una serie de la forma

Xa,e ™S
donde Ay, A, A, ... es una sucesién de ntimeros reales, monétona
creciente tal que A< i; <..—>
La variable s es una variable compleja y ag, 4y ... a, ... es una
sucesién de nimeros complejos. ag, 4y, ... a, ... son llamados coefi-
cientes de la serie y 4g, 4, ... 4, ... es el tipo de la serie.

Entre los tipos de importancia tenemos 4, = lg n, ay = 0
La serie es, pues, de la forma

hed . a a
%:a”n"b = —1—1. - 2—2 + ..

llamada serie de Dirichlet ordinaria.
Si a; = a, = ... iguales a uno, tenemos

00
$nes
=
que representa la funcién zeta de Riemann.

Los Espacios H (u)

Consideremos los espacios H (u) tal que

H (p) = {“e”’ | Xla,|eu < oo, V//>#}
0

siendo u cualquier ntimero real.
Sea u = — o y consideremos el espacio H (— oo) tal que

H(— o) = {“ew | B la,|enr < oo, Vﬂ’ER}
’ 0

Ay, A1 ... A, ... es cualquier sucesién de ndmeros reales tal que 4, - oo
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Prorosicion II-1

Los espacios H (u) son escalonados de orden uno.

Demostracion

Sea up, us ... u, ... una sucesién de numeros reales, decreciente y
convergente a u.
Consideremos los vectores

a; = (ay) = (e~ *m) ... a, = (@z) = (e~ *nm) ...

para R =1,2 ..
Si los tomamos como escalones, el espacio escalonado correspon-
diente a ellos es

Veamos que

En efecto: aeH (u) = X |a,je ™™ < o, Vu > u
0

Ahora bien, u, yy ... gy ... son mayores que u,
VEeN - ? |l e~ic < 00, ¥y~ €, VheN ~acfl 2,
Reciprocamente
xeligl Aoy = ?, |%,| e~ < 0, ¥V uy
Queremos ver que x € H (u) <= %’] | %, e #l < o0, ¥V u' > u.

Sea po>plp—pl<p —p VEZk =

o0 o0
= g < et o E Ixnl e—Mmu < E lx.;I e~ tunx
0 )

cuando u, es tal que &k > ky > x € H ().
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ProrosicioN II-2

Sea 4 = — oc. El espacio H (— ) es escalonado de orden uno.
Demostracion
Consideremos los ndmeros enteros negativos — 1, — 2, — 3 ..

vy tomemos los escalones
= " — —Zu(—1) = " — - Ap(—k)
a; = (a7) = (e ) oo a, = (ax) = (e ) ...
El espacio escalonado correspondiente a ellos es
' =
i

o

Veamos que H (— o) = fl] Da-
Eu efecto:
aeH(— ©)=>acl, Vi= aef;] Ry
Reciprocamente

xef;] Ay > X |%, % < 0, VEEN
0

Sea WeR=TEeN | — k< py = ek > ettt =

o
> ¥ x| et < oo, weR - xeH(— o)
0

Nora. Como consecuencia de la proposicién anterior, los espa-
cios H(u), pe R v H(u), p = — oo son perfectos.
Los Espacios H [u]

Consideremos los espacios H [u] tal que
Higl=thew | W' >u yun meN | [b,| e, Vn>ng

siendo u cualquier ndmero real.
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Sea u = — o y consideremos el espacio H[— oo] tal que
Hi— w]={bew [Ip eR yun nyeN [ib,| e, Vn=>ngy

Aoy Ay ... A, ... es cualquier sucesién de ntmeros reales tal que
Ay < Ay < ...-» 0.

Prorosiciox II-3
H (u) = H [u)*
Demostracion

ueHpl = ¥ iu, b, < o, VbeH] ul
0

Ahora bien, e=»# e Hu, V ' > p= X it le ™" < o0, V' > p.
0

Reciprocamente a € H (u) = X ja,le ™" < oo, Vu' > p.
0
Sea beH[pl >3y >p yun nyeN [ [b,]| <

<emi', Vo =mp > Xla,l b, < o~acH[pl
> v

wl

Provosicion II-4

Supongamos lim inf %’ > 0 (finito o no),” H (u)* = H [u].

Demostracién

Sabemos por la proposicién anterior que H (u)* = H [p

[}

Demostremos que H (u)* ¢ H[u).
Sea wueH (u)' =Y iu,lia,| < oo, siempre que
0

%j lanle—znu' > o, V ,“" > u

Tenemos que ver que u € H[u], es decir,

A > e N | u,| <emi, Vo >mg
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Supongamos que no se cumpliese esta condicién.

Tomemos, entonces, una sucesién ugy, u; ... 4, ... decreciente v
convergente a u.

Para cada y;, 1 =0, 1, ... % ..., existen infinitos términos #, tal
que |u,| > e M -~ podemos formar una subsucesién (u,) de (u,)
tal que

e~ < lm, i, 1=0,1, 2.

Tendremos Y e~ uti|a,,| < oo, VaeH (u) va que ueH (u).
0

Tomemos una sucesién de la forma

eMniti,  me {n;)

{ 0 n ¢ {n}
a, =

Esta sucesion pertenece a H (u), pues

1
lim sup (e*iri)?n, = e

En efecto: Xl|a, e ™" < 0, Vpu' > pu.

Veamos que:
Dado un u’' < y, siempre I u” | p < p”’ < u y tenemos

1 o0

ta, | < e, VYu>mny= Y |a,le " < co.
0
3
Por consiguiente, Y eMiti|a,, | < oo, ya que aeH (u), pero
1

oo

VeMiki|g, | = ooy tenemos una contradiccidn.
nil Y

0

Proposiciox II-5

Sea u= — o, H(— o) =H[— o]

Demostracion

Sea ue H[— oo} = Y |u,||b,| < 0, VbeH[— 0] = ¥, |u,| e~ < oo
0 0

VyueR, yaque e eH[— o], Vu'eR=>uecH(— ©)
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Reciprocamente

Sea aeH(— o) =Y |a,le ™ < oo, VpeR
0

Sea beH[— w]=3u €eR yun nyeN | |b,| <

oo
<e ', Yn>mg> Xla,llbi < o=aeH[— o]
0

Prorosicion II-6

Supongamos lim inf i—;l > 0 (finito o no). H(— oo)* = H|— oo].

Demostracion
Sabemos que H[— o] c H(— )"
Demostremos que H (— «)* c H[— oo].
Para ello, veamos que # ¢ H[— o] » u¢ H (— )"
Consideremos los ntimeros enteros negativos — I, —2...

Como u ¢ H[— o], tenemos para cada uno de ellos una infi-
nidad de términos u, | |u#,| > e * —9 = podemos elegir una sub-
sucesion (u,) de (u,) [ |tn| > €M, v =1,2...

Tomemos una sucesién definida de la forma siguiente

a, —

"

{ 0 n ¢ {n;

e~ it me {ng

Esta sucesién pertenece a H (— o), pues

1
lim sup (e=.i)™i = 0
En efecto:

oo

Veamos que Y ia,le " < oo, Vpu ek
1

Dado un u' € R, tomemos un u'’ < u'; como ¢ > 0, tenemos

1 o0
ia,;|i.,. < gu", Vun> Ny = %] |ani eIl < oo

Por otra parte, 3 |u,||a,| = © > u¢ H(— )
0 -



Series de Dirichlet consideradas como espacios de sucesiones 81

AILGUNAS RELACIONES DE INCLUSION ENTRE LOS ESPACIOS
H(p) v H[p]

Prorosicion II-7

Supongamos lim inf j;—” > 0 (finito ono) y u > 0. H[u] c H (u).
Demostracion
beH[u] » b et | a>p, n>mn

Veamos que Y [b,|e ™¥ < o0, Vu' > pu
0

o 7o w
2 |bn' g1 < 2 Ib,;| et -+ 2 e ~M(atu)
o 0

ng+1
Como

a+pu <0
tenemos

S [yl e < o0
0

Prorosicion II-8

Supongamos 7 < 0, 49, 4y, -.. 4, ... cualquier tipo. H [u] & H ().
Demostracion

Tomemos beH [u] | b,=e ™% siendo u<a<0

Veamos que ? |b,| e
no converge para todo u' > u

Sea p<py < —a-= ? |, et = ?e“n(“ﬂ')

Como a+ 4 < 0= lim e~hw@ts) = oo = b ¢ H ()

8 — Collectanea Mathematica
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Prorposicion II-9

Supongamos lim inf i—” > 0 (finito o no). H[— u] c H (u).

Demostracion
beH[—pl= b <é [a>—p n=m
Veamos que
?Ib;le"’“’" < oo, Vu > u

0

Como a+u >0=¥|b|e < o
0

Observacién. Es evidente que

H(p) c H(w), p<w 'y HplcHp, p>up
H(— o)cH(u), peR v HplcH[— x], peR

Carrruro III

ESTUDIO DE LAS TOPOLOGIAS EN LOS ESPACIOS
' DE SUCESIONES DE SERIES DE DIRICHLET

TOPOLOGIAS EN LOS ESPACIOS H (u)

Supongamos lim inf %"> 0 (finito o no).

Entonces, (H [u], H(u)) es un sistema dual de espacios de
sucesiones y vamos a considerar las topologias:

1.9 Apg,, topologia normal sobre H (u).
2.9  Bu, topologia fuerte sobre H (u).
3.9) 0y, topologia de Mackey sobre H (u).

Observacién I. H [u] es un espacio co-escalonado de orden uno.
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Prorosicion III-1

En H (u) se tiene Ayy = By = Onw ¥y H (u) es un espacio
de Fréchet.

Demostracion

H (u) con la topologia Ay, es un espacio de Fréchet y el resul-
tado es inmediato (VII, pag. 419)

Ocservacion 11. Como H (u) es un espacio perfecto, se verifica

Any = Bry = Onp = Bl

Prorosicion III-2
H (u) es un espacio de Montel, ¥V u e R
Demostracion
Evidentemente
ay = (e~mm), ... a, = (e~ m) ...

es un sistema completo, mondtono creciente de escalones.

. ag
Veamos que Vk AN(R) [ lim —— =0
an (x)
Tenemos Ay = e~ ANy = ... = eMI¥W
Por lo tanto
"
Ak — g~ (B —tym)
”
an (k)
Para que ¢~mm—rzw — 0 cuando 7 — o

basta que pyy <
Pero u; ... 4y ... es una sucesién decreciente ~ V K, 3 N (K) |
| by < Mg
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Para la demostracién de esta proposicién hemos utilizado el re-
sultado de un conocido teorema (VII, pag. 422)

Observacion 11I. — H [u] es de Montel.

ProrosicioNn III-3

H (— o) es espacio de Montel.

Demostracion
Evidentemente
a, = (e™) ... a, = (eF™) ...

es un sistema monétono creciente y completo de escalones.
Veamos que

”
. a
VEk AN() [ lim -2 =0
AN (k)
Tenemos

”

_:‘L — e—Im(N(k)—F)
aN (k)

Para que! e »(®-k 0 cuando % —> co basta que N (k) > k.

Observaciéon IV. H[— oo] es espacio de Montel.

Prorosicion III-4
Vp>u Ve>0, designemos
U(pe) =acH(g) | em?la, <e, Vnel

La familia de conjuntos U, . es base de entornos de cero para
una topologia ¥ de espacio localmente convexo metrizable tal que

T = Anuw = Puw = Onw
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Demostracion

1.0) U (p, ) es absolutamente convexo.

2.%) la familia de conjuntos U (p, &) es una base de filtro.
Dados U (p, &) v U(p', ), veamos que existe

Up.e) | UBScUp anU(p, e
En efecto:
Tomemos p = min (p, p'); &= min (e, &)

~

acU(p,e)=acU(p,e)nU(p,e)
Tenemos, asi, una topologia T localmente convexa.
3.9) T es metrizable.

Tomando j)”zﬁ";_l,u si u >0, ]57.:1%# si ,Lc<0,

n

}—f los U (p,, ¢, forman una base de entornos de cero.

2

€y 7

4.°) El dual topolégico de H (u) respecto a la topologia T es
el o-dual H [u].

a) Hu] € [H(p), 2]
En efecto:

beH[ul=3u >pu, yun ngeN [ |b,| <e =, ¥ >mn,

Sea acH(u)~ IdeSM<EIaiI)+ S enia,
0 ng+-1

siendo M = maximo |b;], 0 <i < n,
Dado 6 >0, tomemos pu<p<<pu vy

, . 0 0 °
& < minimo e , -
2M Y et 2 Y emw—p)
0

\

o0

Tenemos que Y, ¢4 —P) < oo,

no—1

Entonces VaeU(p,e) tendremos |ba| < é=bel[H (w), Z].



86 Julia Prada Blanco

b) [H (u), T € H[y]
En efecto:

Todo entorno de cero en T es entorno de cero en Ay ).
Sea U (p, &) un entorno de cero en 2.

U(p,e) =weH(u | e [x|<e VnelN}

Tomemos w=(e™?), p>u=uecH][u]

Consideremos el entorno U (u, &) que es un entorno de cero en
la topologia Apy de H (u).

xelU(u, &) = Ziu,x,| <e=Lem?ix,i i <=

et iy < e-xeU(p, &)

Prorosiciox III-5
V peR, ¢ > 0, designemos
U(p,e) =1{a eH(— ) [ e™?la,| <, V # € N}

1,a familia de conjuntos U (p, €) es base de entornos de cero para
una topologia ¥ localmente convexa y metrizable en H(— o) tal
que T = An(-co) = Br(~oc0) = Or(—c0)-

Dewmostracion
Analoga al caso anterior. Los conjuntos U (p, ¢) donde p, = — s
. 1 .

Y&, = g forman una base de entornos de cero.

7

TOPOLOGIAS EX LOS ESPACIOS H [u]

Supongamos lim inf %‘ > 0 (finito o no)

ProrosicioN II1I-6

En HIu] se verifica Oppo= pupe



Series de Dirichlet consideradas como espacios de sucesiones 87

Demostracion

H [u] es un espacio de Montel con la topologia 0x1,1 = Op1,q = Bar-

Prorosicion III-7

En H|— o] se verifica Oypy = Bupu.

Demostracion

Anidloga a la anterior.

Prorosicion JII-8

Auy = Onya.

Demostracion

Utilizando el resultado de un conocido teorema (XI, pag. 213)
basta ver que

Vy=(x,) vy VkeN [lim atx,=0=Y |azrx,| < o, VKeN
0

lim axx =0=[Ve>0 AN, (¢) | Vi >N(e) » |[emmmex,| < ]

.
le g, | < &> £ < e m, VYn>N,(e
' &

Veamos que Y e 4 |x,} < o, VEkeN.
. 0
Dado un % cualquiera, tomemos un &’ tal que p, > u,.

o0
Entonces x,! < gehmv, WV u > Ny(e) = Y e x| < o
0

Prorosicion III-9

Abi-oo) = Op—oo).
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Demostracion

Veamos que

LIS (2

Vi=(x) v VkeN |lim ayx,=0= Yak|y,| < o, VkelN
0
lim etbx, — 0 - [Ve<0, AN, (e) | V1 > Ny(e) > kx| < ]

Veamos que Yett|x | < 0, YkhkeN
0

Dado un % cualquiera, tomemos un £’ tal que 2 < &' y tendremos

0
Yoeltix ! <
0

Carrmruro IV

T IMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS H (u)

Supongamos lim inf %> 0 (finito o no)

Sea p un ndmero real. Tomemos todos los espacios H (u) tal
que u < R.
Sabemos que el limite inductivo de los espacios H (u) tal que

p<Resigual a 3 H(u) =UH (p)
R u<R

n<

Véase VII, pag. 220.

Prorposicion IV-1

El limite inductivo de los espacios H (u) es igual a H[— R]
n<R

Demostracion

1) UH(u) c H[— R].
En efecto:

0

aeUH () =3m <R [aecH )= Xla,fe? <o, V' >u
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Como u; < R, tomemos un p tal que u; <p < R.

Entonces

-] 00 B

, a
Y |a,|e Mt < oo = a et =M = |2, | < et YneN
% " o M

Como p< R= (a,)e H[— R]

2° H[—R]cUH(y
Sea aeH[—R] <3y’ >—=Ryun myeN | |a,| <e " ¥Yn>n

Como — R <y, tomemos un néimero —x | —R< —x < p' =
= x es uno de los u tal que u < R.

Ahora bien, |a,| <e &¥, Vun >n, siendo

p'>—x=acUH (), p<R

TOPOLOGIA DEL LIMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS H (u)

Tomemos los espacios H (u), # < R con la topologia normal que
sabemos que coincide con la fuerte, la de Mackey, la semifuerte y
la topologia Z.

Si py < uy, tenemos H (u1) € H (u,).

El limite inductivo topoldgico de los espacios H (u), 4 < R es
igual a la envoltura localmente convexa

:Z.H (w) (A ) = ':‘Ji[ (1) (Aerw)

siempre que la topologia de H (u;) sea mas fina que la inducida
en él por la topologia de H (u,)

Prorosicion IV-2

La topologia normal de H (u;) es més fina que la topologia indu-
cida en H (u,) por la topologia normal de H (u,).

9 "— Collectanea Mathematica
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Demostrativo

Una base de entornos del origen para la topologia de H (u) viene
dada por la familia U tal que

U=feH (u) | pu(¥) <& u>0, uelH(u)l%

Una base de entornos del origen para la topologia inducida en
H (u,) viene dada por la familia U n H (u,) tal que.

UnH@w)=&eH (@) | p.(x) <& u>0, u € (H (u))%

Una base de entornos del origen para la topologia de H (u;) viene
dada por la familia U’ tal que

U={&eH (u) | pulx) <€, u>0, uecH (u)?

H (p1) € H (u2) = H (p2)* € H (u1)* = todo U n H (1) es un U’

COMPARACION DE LA TOPOLOGIA DE H[— R] CON LA TOPOLOGIA
DEL LIMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS H (u), u < R

ProposicioN IV-3

La topologia del limite inductivo de los espacios H (u), 4 < R
es méas fina que la topologia normal de H[— R].

Demostracion

Veamos que todo entorno del origen en la topologia normal de
H[— R] es entorno del origen en la topologia del limite inductivo.

Tenemos que UH () =H[— R]=H(—R)c H[u], YVu<R.

Como H (u) € H[— R], 1a topologia de H[— R] induce en H (u),
V u < R una topologia a la que'vamos a llamar 4.

Evidentemente, 4, es mas fina que 4.

Por lo tanto, sea U un entorno del origen en la topologia normal
de H[— R]=UnH (u) (Vu<R) es un entorno del origen en la
topologia inducida en H (u) (Vu < R)=Un H (1) es un entorno
del origen en la topologia normal de H (u) (V 4 < R)
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Por consiguiente, I'U(U n H (u)) (V 4 < R) es un entorno del
origen en la topologia del limite inductivo.
Ahora bien,

U(w nH(u)(Yu<R)=Un (UH (u)

Vu<R

Entonces UUnHW)p<R=U
v si U lo tomamos absolutamente convexo, tenemos

TUUNHW)(Ve<R =U

Prorosicion IV-4

El limite inductivo topoldgico de los espacios H (u) no es estricto.

Demostracion

Para que el limite inductivo topoldgico fuese estricto haria falta
que la topologia de H (u;) indujera en H (u;) la topologia de H (u,).

Esta condicién no se cumple.

En efecto:

Sea U (p, &) un entorno del origen en la topologia de H (u;) tal
que p; < p < po.

Queremos ver si existe un U’ (p’,¢') tal que U’ (p',e’ € U (p, ).

Necesariamente p’ > up = p' > p.

Consideremos las siguientes sucesiones

g et n ==
xk = (xk) =
" getm oy £k

Tenemos que x*eU(p’, ), VkeN. .
Para que x¢e U (p, &), VE tiene que cumplirse [xy! < eeln?,
V n e N, siendo £ cualquier ndmero natural = :

’

< e’—ln(f"—P)y vnelN

™| m

Pero cualquiera que sea el ' que tomemos, se tiene p' — p > 0 =

= U (p,€) | U(p,¢)cUp e.
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IIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H [u], u < R

Considerendo los espacios H [u], # < R y las aplicaciones cané-
nicas inclusién I, ,, : H [us] - H [p1], p1 < po, tenemos que el limite
proyectivo de los espacios H [u], p << R es, evidentemente, igual a
NH[ul, n <R (VII, pag. 229).

Prorosicion IV-5

El limite proyectivo de los espacios Hlu], u < R es igual a
H(— R).

Demostracion

Limite proyectivo de los espacios

H[/t]=ﬂ£][eu]=(H[— R))*=H(— R)

TOPOLOGIA DEL LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H [u], u < R

Tomemos todos los espacios H [u] con la topologia normal que
sabemos que coincide con la fuerte y la de Mackey.

Si u; < py, tenemos H [uy] € H [uq] '

La topologia del limite proyectivo de los espacios H [u] tiene
una base de entorno de cero dada por las intersecciones finitas de
U, n H(— R) donde U, es un entorno absolutamente convexo del
origen en H [u], siempre que las aplicaciones I, ,, : H [u2] -~ H [u],
w1 < u sean continuas (VII, pag. 230).

Prorosicion IV-6

Las aplicaciones I, ,, : H[us] - H [p;], u3 < pp son continuas.

Demostracion

Si pp < py, tenemos que H [uy] € H [py].
Si Ag., es mas fina que la topologia inducida en H [u,] por la
topologia Ay = las aplicaciones son continuas.
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Comparemos, pues, la topologia Ay, y la inducida.
Como H[up} € H ] == H (1) € H (u2) = la topologia Ay, es
més fina que la inducida.

COMPARACION DE LA TOPOLOGIA DE H (— R) CON LA TOPOLOGIA DEL
LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H [u], p < R

Prorosiciox IV-7

La topologia del limite proyectivo de los espacios H [u], u < R
es igual a la topologia normal de H (— R)

Demostracion

1.9) Ia topologia normal de H (— R) es mds fina que la topo-
logia del limite proyectivo.

Sabemos que H(— R)c H{u], Vu<R

Por lo tanto, la topologia normal de H [u], u < R induce en
H (— R) una topologia que vamos a llamar A4.

Evidentemente, 4y es mdas fina que 4.

Entonces, sea (UupynH(— R)N(UpmnH(—R)n...n Up,n
N H(— R)) un entorno del origen en la topologia del limite pro-
yectivo.

Upy n H(— R) es un entorno del origen en la topologia inducida
en H(— R) por la topologia de H [u,] = es un entorno del origen
en la topologia de H (— R).

Anidlogamente Uu, n H(— R) ... Uy, n H(— R)

2.9) La topologia del limite proyectivo es mds fina que la nor-
mal de H (— R).

Sea U un entorno del origen en la topologia normal de H (— R).

Porlo tanto U={x e H(—R) [ p,(x) <e,u>0,uecH[— R)]}.

Sabemos que ne H{— Rl =3y <R | ueH ()

Tenemos

U'=weH[u] | p.(x) <&, u>0, neH ()

Se verifica que U = U' n H(— R) = U es un entorno del origen
en la topologia del limite proyectivo.
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