ALGUNAS CLASES GENERALES DE FUNCIONES
INFINITAMENTE DIFERENCIABLES

por

Juan CerDA v JuriAn Curtf

§ 0. — INTRODUCCION

Dada una sucesién de términos positivos (M,), se consideran con
frecuencia (ver p. e. [6]) las clases C{M,} de funciones de clase C®
sobre la recta que cumplen desigualdades del tipo

1f®ls = sup |f* ()| < 4,B,"M, M

para ciertas constantes positivas 4; y B,.

Esta definicién no es adecuada para dotar de manera natural a
la clase de funciones de una topologia compatible con la estructura
de espacio vectorial.

Pero se consideran también (ver [4]) otras clases de funciones
definidas por condiciones del tipo

s = 5 170 < o @

y entonces J es una norma bien adecuada al espacio de funciones.

Ello nos ha conducido a buscar una condicién aniloga a esta
tltima para expresar (1). Al observar que (2) significa que (||f®]|z) €
€ (M,) I, transformado diagonal de ! por (M,) segtin la terminolo-
gia de [5], y que (1) significa que se cumple (||f™||z) e (M,) % [0]
cuando %[0] es el espacio perfecto de las sucesiones de coeficien-
tes de las series de potencias de radio de conmvergencia positivo,
cuyo alfa-dual en el sentido de [5] es el espacio % (o0) de las suce-
siones de coeficientes de series de potencias de radio de convergen-
cia oo (véase p. e. [2] para lo que se refiere a los espacios de sucesio-
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nes i (r) y h(r]), se llega facilinente a la conclusién de que (1) equi-
vale a que, para toda

u=(u,) € (My")h (o)

se cumpla

£l = B 17 e

| < o 3)

y la familia de seminormas p, define una topologia localmente con-
vexa sobre el espacio de funciones que se considera.
Anilogamente (2) equivale a (3) si se consideran las sucesiones

ue (My") e

y en este caso la topologia de las seminormas p, es la misma que la
norma 9.

Por lo tanto es natural asociar a cada espacio de sucesiones com-
plejas & una clase de funciones infinitamente diferenciables definida
por una condicién como la (3) cuando # recorre 4, clase de funciones
que queda autométicamente provista de una topologia localmente
convexa.

En este trabajo se construyen espacios de funciones andlogos a
los que hemos deserito, se estudian las propiedades de convergencia
que poseen y que ponen de manifiesto hasta que punto es adecuada
la. topologia con que los hemos dotado, se describen numerosos ejem-
plos observandose como una clase muy amplia de ellos son espacios
semi-Montel, se dan condiciones bajo las que estos espacios son alge-
bras topolégicas con la multiplicacién habitual de funciones y, por
dltimo, se plantea el problema de la casi-analiticidad que serd estu-
diado en [3].

§ 1. — NOTACIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Serd A un abierto, intervalo o, en general, un subconjunto de R*
sobre el que estén definidas las derivadas y designaremos

E =E(4),
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espacio de las funciones sobre 4 que son de clase C®. Sobre ¢él se
tiene la sucesién de funcionales definidos por

1f Py = IFN = sup 1 f (%)

que, al no ser finitos, no son seminormas.
Para cada sucesién # = (u,) de ntmeros complejos y cada fe E
designamos

14|

Panf) = pu(H) = B 17

Si 4 es un conjunto de sucesiones complejas (o, equivalentemente,
el espacio vectorial de sucesiones por él engendrado) con la condicién
de no anularse en winguna coordemada (para cada indice m existe
ueh con u, # 0), en el espacio vectorial

E"(A) = E"= {feE : p,(f) < o para toda u eh}

consideraremos la topologia localmente convexa separada definida
por la familia de seminormas p, (u €h).

En virtud de la condicién impuesta a 4, del que supondremos es
espacio vectorial, la envoltura normal N (%) contiene a ¢ y ademds
es E* = EN® con coincidencia de topologias. Por ello en lo que sigue
supondremos que h es espacio vectorial de sucesiones complejas que es
normal y contiene a .

Si para cada a €4 designamos f® (a) = d? f(a), se cumple

PropPoSICION 1. — Si en el a-dual #* se considera la topologia
normal respecto del sistema dual (%, 4*), son uniformemente con-
tinuas las aplicaciones

v, : E* > W (acd)
f——(llf™ (@)1l

v  Eh > R
f— (71

asi como, en el caso # = 1, las aplicaciones lineales

Et — > h* (acA)
[ — (f™ ()
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DEMOSTRACION. — Si ¢, (# € h) son las seminormas que definen
la topologia normal, se tiene

0 0 (f) =2 (&) = B 11F @) 1] = llg™ @111 Il <
< B 115" (@) = g @11 4] = £, (f — &)-

ProposiciON 2. — La topologia de E*(4) es més fina que la de
la convergencia uniforme de las funciones y sus derivadas.

DEMOSTRACION. — El enunciado significa que la topologia de E*,
definida por las seminormas p, con % € 4 es més fina que la de las
seminormas p, con # € ¢ y se ha impuesto que %4 contenga a ¢.

ProPOSICION 3. — Si B es subconjunto de A4, las restricciones
E"(A) —E"(B)
f — fs

son lineales continuas.

DEMOSTRACION. — 2, 5 (f5) < pu 4 (f).

Si se consideran los G o 4, se supone siempre a G abierto de R*,
los E*(G) forman un sistema inductivo de espacios localmente con-
vexos respecto de las restricciones y serd

E® (4) = EW = lim E*(G)

Ace

Considerando los K ¢ A, K siempre compacto en el que estd
definido E (K) de R", los E*(K) forman sistema proyectivo de e.l.c.
respecto de las restricciones y serda

E,(4) = E, = lim E*(K)

A5 K

que esta constituido por las funciones f: 4 — C tales que fx € E* (K)
para todo K que esté contenido en A.
Se comprueban facilmente :
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PROPOSICION 4. — Por restriccién se obtienen las dos aplicacio-
nes lineales continuas

Ew(4) %5 Bra) L E,(4)
inyectiva
ProrosiciON 5. — Las aplicacivnes & y j permiten identificar

(conjuntisticamente y topolégicamente)

k
EW (G) = E*(G)
Eumiﬂmy

Para demostrar las proposiciones anteriores basta utilizar las
propiedades universales de los espacios E® y E,.

§ 2. — PROPIEDADES DE CONVERGENCIA

El superindice ™ lo usaremos para indicar «magen por la aplica-
cién d™: f — fomy,

TEOREMA l.a. — Sea F filtro (o red) de E*(4) y feE (4)
tales que: _

(a) F — f‘('”) puntualmente para todo m =0, 1, 2, ...

(b) F es de Cauchy en E*(4).

Entonces se cumple fe E*(4) vy F — f en E*(4).

DEMOSTRACION. — Sean (g;) cualquier red asociada a F (F = (g;)

si Fesred),e>0y uch.
Segtn (b) existe 7, tal que, si 7, 7 > 1y,

k k
I el — gl 1w <e,

si 4,7 > 1y para todo m € N se tiene

T lle” — gl lm] <e (1)
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y por lo tanto, si existen los limites, se cumplira

Z tim [lg — gl Jm| < (2

siempre que sea ¢ > 7y y para todo m € N.
Pero, fijando £ e N y tomando # €% tal que u, = 1, utilizando
la hipétesis (a) resulta

Hﬁ@#@WF%WWM—WMMWSS

para todo ¢ > 1y, es virtud de (1). Es decir

1% —f®] <& para todo ©>1,

de modo que
1€ — &1l — 11 — F®) < 11g" — /™) —> 0

con lo que se cumple (2) y

K . . .
ollgg)—f""ll'l"klﬁs st 1>1

s

k

para todo m € N. Haciendo ahora m — oo se obtiene
p.(g —f) <& para todo 7 >1

lo que demuestra que fe E*(4) y que g; ~ f.

TEOREMA 1.b. — Sean F filtro (o red) de E,(4) y feE (4)
tales que:

(@) F™ — ftm) puntualmente en A para todo m e N

(b) F es de Cauchy en E, (4).

Entonces se cumple feE,(4) y F - f en E,(4).
DEMOSTRACION. — De la definicién de E, (4) como limite proyec-

tivo resulta facil limitarse al caso A = K compacto, caso en que
E, = E* y se puede aplicar el teorema 1.a,
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De los teoremas anteriores resulta en muchos casos la completi-
tud de los espacios de funciones que estamos considerando. Asi el
espacio E?¢(4), constituido por las funciones fe E (4) tales que
[If" ]| < oo para todo m e N, es metrizable y su topologia es la
de la convergencia uniforme de las funciones y sus derivadas y se
cumple :

CoroLARIO. — Si E¥(4) es completo, también lo es todo E* (4)

DEMOSTRACION. — Es E%(4) ¢ E?(A) con inclusién continua y
se puede aplicar el teorema 1.a.

Anélogamente, si para una familia exhaustiva (K;) de com-
pactos de A es completo cada E (K;) = E¢(K,), también lo serd
todo E, (4) como limite proyectivo de los E*(K;) que son completos
seglin el corolario anterior.

Si G es abierto, E*(G) y E, (G) son siempre completos.

TEOREMA 2.a. — Si F es filtro compacto de E*(4) (o sea, existe
M € F compacto de E*(4)) y si lim F = feE (4) para la topo-
logia de la convergencia puntual, entondes es fe E*(4) y ademés
lim F = f en E*(4).

DEMOSTRACION. — Sobre M coinciden la topologia inducida por
E"(A), que es compacta, y la de la convergencia puntual, que es
separada y menos fina. Se tiene lim F, = feM en E(4) pun-
tualmente y en E*(A4), luego lim F = f en E*(A4).

Con la misma demostracién se obtiene :

TrOREMA 2.b. — Si F es filtro compacto de E,(4) y ademads
lim FF = f en E (A) puntualmente, entonces es fe E,(4) y lim F=f
en E,(4).

Diremos que % cumple (C) si:

(C) Para cada uwch existen veh v ¢,—0 con |u,|=¢,|v
(esencialmente #, /v, — 0).

ﬂl

TEOREMA 3.a. — Si & cumple (C), feE(A) y F es filtro (o red)
de E*(4) que cumple:

(a) F acotado en E*(A)
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(6)  F™ — ftm uniformemente para todo m € N,
entonces feE"(4) y F - f en E*(4).

- DEMOSTRACION. — Sea M € F acotado en E*(4) y sea (g;) red
de M asociada a F, que cumplird

g™ — fm  uniformemente para todo m e N.
Fijemos # € 4, de modo que existe L > 0 tal que
| p"(g) <L para todo ge M
y de [|g™ ]| - ||f™]|| resulta facilmente p.(f) < L con lo que

feE*(A).

- Dado & > 0 tomemos v € 2 como en (C), de manera que
e, < €2L, si n>mn
en.donde L, > 0 cumple
Z”g(m) —f(m)”'[vml SLv (1)
para todo ge M (es — f+ M acotado).
De la hipétesis (b) se tiene la existencia de M’ e F contenido
en M tal que

g™ — fM|| < ef2|u,|ng si m<my ysi u,7#0

con lo que tenemos

no—l

Eo g™ — f - |u,| < &2 si geM (2)

y de (1) y (2) resulta
p.(g —f) <& para toda geM’eF,
osea F—f en E*(A).

TEOREMA 3.b. — Si & cumple la propiedad (C) y si se tienen una
funcién fe E(4) y un filtro (o una red) F de E, (4) que cumplen;
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(a) F es acotado en E,(4)

(b) F™ — fm uniformemente sobre eada compacto de 4,
entonces feE,(A) y F—f en E,(4).

DEMOSTRACION. — Andloga a la anterior razonando sobre cada
compacto K de 4 en lugar de hacerlo sobre 4 (sustituir p, por pg .,
«convergencia uniforme» por «convergencia uniforme sobre cada
K c Ay, ete)).

Cororarto. — Si E?(4) (resp. E, (A)) es semi-Montel y si 4 cum-
ple (C), también es semi-Montel E"(4) (resp. E, (4)).

DEMOSTRACION. — Es E'" c E? (resp. E, c E,) y la convergencia
en E? (resp. en E,) es la uniforme (resp. uniforme sobre cada com-
pacto) de funciones y derivadas y las inclusiones son continuas.
Para comprobar la propiedad de Montel se pueden considerar ul-
trafiltros y aplicar el teorema 3.

En vista de los resultados anteriores interesard tener ejemplos
y condiciones bajo las que % cumpla la propiedad (C).

ProPOSICION 6. — Si 4 cumple (C) y (M,) es una sucesién numé-
rica con todos los términos no nulos, el transformado diagonal

M) h= {(M,u,) :uweh
también cumple (C).

DEMOSTRACION. — Dado (M,u,) €h, |u,| = ¢,|v,| con veh
implica

ij‘[n unl = lﬂlful i“‘nl = &, ‘ﬂ{n] lvnl = &, Iﬂ'f[n vﬂl

con (M,v,) € (M,)h. v
Para estudiar los ejemplos serd util:

LEMA. — Sea X a,, serie convergente de términos > 0 de suma S.
Para cada & > 0 existe una sucesién 0 < §, — oo monétona tal que

i 0,a,<S + ¢
#=0
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DEMOSTRACION. — Sea 0 < #; < #5 < ... < #;, < ... sucesion de
N tal que los restos que definen cumplan

T oa,<e¢f(k+1)2

y tomemos

n — k si ny, <<% < Nyt 1
=1 si n<m
con lo que 0 < J, > oo creciendo y ademds
Zanﬂn=%+ +am+2 2 a, + ..+ (k+ l) Z an—i—

n<ngn . N <t S<Mpi1

+o.<SHe2+ .. +ef2t4+..=S+te
‘PROPOSICIC’)N 7. — No cumplen la propiedad (C) los espacios
1, ¢

Cumplen la propiedad (C) los espacios de sucesiones ¢, ¢, @, 17
con 0 <p < oo, A[r] con 0 <7 << 0, h(r) con 0 <7 < o0
Lo mismo sucederd con los transformados diagonales.

DEMOSTRACION. — En los casos 1 y ¢ basta considerar « =
=(1,1,..,1,...) vy si v cumple 1 = ¢,|v,| con &, —~ 0, v no estd
acotada.

La propiedad (C) significa que para cada u existe 0 < §, - o
tal que v = (d,%,) es de h. Esta propiedad se cumple para ¢ y para
o tomando 0 < §, > oo arbitraria. Es facil también comprobarla
para c¢y. Para h[r] y para h(r) sirve siempre 6, =n (si # > 0)
puesto que

lim sup |u#|* = lim sup (n|n,])1/".

Para el caso 17, si X |u,|? < oo se consigue la sucesién (d,) tal
que X & |u,|? < oo aplicando el lema.

§ 3. — EJEMPLOS

1) E,(G) estd constituido por todas las f: G —C que son de
clase C®sobre cada compacto K de G (restriccién a K de gg : R* - C



Algunas clases generales de funciones infinitamente diferenciables 31

de clase C®). Su topologia es la de la convergencia uniforme de las
funciones y sus derivadas sobre cada compacto.

2) E?(A)=E>(A4) es el espacio de las funciones f € E (4) acota-
das ellas ellas y sus derivadas sobre 4, con la topologia de la conver-
gencia uniforme de las funciones y sus derivadas.

Se cumplird

E® (d) = lim E®(G)

Ace
que, si 4 es compacto, coincide con

lim E (G)

4 CG acotado

3) Sih=(1/M,)h (o) se cumple (suponemos M, > 0)
e .
EMA) ={feE4): 2 i lo,| < oo si uweh(wo)}=
={feE():(Ilf™]]) e (M,) r[0]} =
={feE(A):|lf")| <M,-a,bf, a;,>0, b, > 0}

que, con notacién andloga a la habitual, designaremos

CH{M,}

(ver, p.e., Mandelbrojt).
4) Anilogamente

Eqpynee) (G) = Co (M)

y estd constituido por las funciones f: G — C de clase C* sobre cada
compacto K de G para las que se cumple

1fo ||y <M, -a, bk para todo m > 0.

En la condicién anterior se puede suponer a; , = 1 si se impone
tan solo para los m > 0.
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5) Si 0<p < o se puede designar por D4 {M,? al espacio
E*(A) con
h=(1/M,) ¢

y estd constituido por las f e E (4) que cumplen

TRl
z M

|1,] < 0 slempre que uelf

n

En el caso p = oo escribiremos, simplemente, D4 {M,} (en corres-
pondencia con los D (4; {My) de Dales-Davies) y lo componen
las fe E (4) tales que '

LS

m

Se trata de un espacio normable.
En el caso 1 < p < oo estd constituido por las fe E(4) que
cumplen

Z|feme My < oo,

silfp+1/g=1
En el caso 0 << p <1 se trata del conjunto de las fe E (4) que
satisfacen

||[f™|} < M,,+b, para todo meN.

D, {M,! es normable por medio de la norma
f = sup [[f™]|[M,,
6) Andlogamente se tienen
DA{My? = Euy 1 (4)

(DA {M,} en el caso p = o), de las f: 4 -~ C que sobre cada com-
pacto K de A son de DX {M 3.

7) Ev(4) = estd formado por las fe E (4) que cumplen

f =0 para todo m > my(f)

Asi, si es p.e. A =1 intervalo, se trata de las funciones poliné-
micas sobre I.
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Obsérvese que respecto de su topologia, que desde luego es mas
fina que la de la convergencia uniforme de las funciones y sus deri-
vadas, una sucesién tiende a cero

(fe) >0

si y solo si, ademds de la convergencia uniforme mencionada, existe

un ng para el que fi™ = 0 si m > ngy, para todo k.
En efecto, desde luego estas condiciones implican la convergencia
a cero. Veamos el reciproco. Si no fuese cierto se podrian determinar

ky>1 tal que u,| = ||f¥"™ ] £0, 1 <m,
ha>ky o ocon gl = [If £ 0, my < my

e

y completando con ceros los términos de la sucesién # = (1) de
términos > 0 para la que los #,, se han construido por recurrencia,
la sucesién parcial (fz;) no podria tener limite cero porque

Pulfis) = If5 ||t = 1 para todo 1.

Como consecuencia se obtiene que un subconjunto M de E® (A)
estd acotado si y solo si M™) son conjuntos uniformemente acotados
de funciones y ademds existe un #, tal que

M =0 para todo m > .
8) Se tendrd una descripcién andloga de E, (4). Sus elementos

son las funciones f: 4 — C tales que fx € E* (K) para todo compacto
K de 4. Si A es abierto, son las funciones polinémicas.

§ 4. — ALGEBRAS DE FUNCIONES DIFERENCIABLLS

Para £ es equivalente que se cumpla que para todo u« € 4 existan
v, weh tales que

wd < [l lenal) s 0<k<n

3 — Collectanea Mathematica
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a la condicién de que para cada u € & exista v € 4 tal que
(&) |2t | Slvk!'lv,,_k\/@) si 0<k<n

debido a que % es un espacio normal de sucesiones.

PROPOSICION 8. — Siempre que % cumpla que para todo u existe
v que satisface (A), las clases E*(4) y E, (4) de funciones son alge-
bras sobre C cuyo producto cumple

pu(f-8) <. (f)P.(8)
de modo que son &lgebras topoldgicas.

DEMOSTRACION. — Serd
perre) < 5B (3) 011 le=21- - oaal () < . () 24 (&)

PROPOSICION 9. — Si para cada u €h existe v ek que cumple
(AC) i‘u‘nI S |vnl S !vkl * lvyt—lel/(Z) Si 0 S k S ",

entonces E* (A) y E, (4) son élgebras localmente multiplicativamente
convexas.

No se mejora la condicién (A.C.) sustituyendo la primera desi-
gualdad por

I1L7L| S a lvﬂ|

y manteniendo la segunda a causa de que se podria suponer a > 1
v de la normalidad de 4.

ProposICION 10. — % no cumple la condicién de (4) pero si
M, > 0 cumplen

(i) Mo Mocs < M, ©0<k<n)

entonces D4{M,} es élgebra normada y D, {M,} es algebra local-
mente multiplicativamente convexa.
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DEMOSTRACION. — De cumplirse (4) para los elementos de [,
para todo K > 0 deberia existir una sucesién v, |v,| < M, tal que

K S |v1|. |7)n.—1|//’Z S IMZ/H -0

en contradiccién con K > 0.
Para

. —1
w= (Mg, Mi',..,M;",..),
P, 4 es norma suficiente para D4 {M,} que cumple

Pu (fg) < P (f)]bu (g)

mientras que (p, x)x es sistema suficiente de seminormas para
D,{M,} que cumplen la misma propiedad de convexidad.

ProposicioN 11. — Para que CA{M,} v C,{M,} sean algebras
es suficiente que exista M > 0 tal que

M, M, M, <M 0<Ek<mn)
y esta condicién se cumple si (M,) es logaritmicamente convexa.

DEMOSTRACION. — En virtud de la regla de Leibnitz

pfe) < B

n=0

(i(@nﬂmwngWHWMﬁimlg

k=0

"

S }.: (E b/]“"lwk'b’gp_k'Mn—k/]‘[n) I“nl .al.ag <

E=0 -

¥y (Z) M'k.Mk-]VI"‘“"-W[”___,(/M,L) |2, |- a;a, <
<Y L*|u,laa < x

en donde L =2M"M y a,;, b, a,, b, son las constantes que se in-
dican en el ejemplo 3 del § 3.
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§ 5. — CASI ANALITICIDAD EN LA RECTA

Se dice que FcE (A) es casi-analitica cuando cumple: Si f,ge F
son tales que d? f (%) = d¥g (o) para un xp€ A y para todo pe N,
necesariamente f = g».

PrOPOSICION 12. — Sean I = (a, b), & estable frente a todas
las transformaciones diagonales del tipo # — (*)u con 2> 0 y
E" (I) 4lgebra. Entonces para que E*(I) sea casianalitica es necesario
y suficiente que no posea funciones no nulas con soporte compacto.

DEMOSTRACION. — Si no es casi-analitica existe fe E*(I) nula
en ¢ € I ella y sus derivadas y no nula en un 4 que podemos suponer
mayor que ¢. Tomando

filk) =f(x) si x>c y filx) =0 si x<c

se obtiene una funcién de E*(I) nula en x <c¢ y no nula en 4.
Gracias a la estabilidad de % frente a las u — (k") u, mediante una
homotecia de centro un extremo de I se puede suponer a <c¢ <
<(a+0b)/2=d<by la funcién

frrx>fila+b—x)

simétrica de f; respecto de (a + b)/2 también es de E*(I) y, al ser
ésta un algebra, se cumple f; f, € E" (I), funcién no nula y de soporte
compacto.

El reciproco es evidente. q.e.d.

La proposicién anterior también es valida si I = R. Si I es una
semirrecta, es necesario y suficiente para que se cumpla la casi-
analiticidad que E* () no posea ninguna funcién no nula con soporte
acotado en R.

CoroLARrIO. — Si las clases E* (I), E* (R) son élgebras y 4 es esta-
ble frente a las u — (k") , la casi-analiticidad de E* () es equivalente
a la de E*(R).

DEMOSTRACION. — Considerar restricciones a I, o prolongaciones
a R por ceros, de funciones con soporte compacto.
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En [3] se relacionara la casi-analiticidad de E*(R) con el pro-

blema de Watson y con la existencia de ciertas «funciones de Os-
trowski» y se demostrarid que, expresados convenientemente, se man-
tienen los criterios clasicos.

(1

(2]

(3]

(4]

[5]

(6]

Universidad Auténoma de Barcelona
Bellaterra, junio de 1975
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