SOBRE UNA CIERTA CLASE DE ESPACIOS TOPOLOGICOS
por

MANUEL VALDIVIA

En este trabajo introducimos una clase de espacios topoldgicos,
mds amplia que la de los espacios K-suslinianos, y estudiamos algu-
nas de sus propiedades.

 Los espacios vectoriales que utilizamos estin definidos sobre el
cuerpo de los ntimeros reales o de los ntimeros complejos. Todos
los espacios topolégicos que aparecen en este articulo son de Haus-
dorff. Un espacio topolégico E es un espacio polaco, [2, p. 121] si
es separable y admite una métrica d, compatible con su topologia,
de manera que el espacio métrico (E, d) es completo. Un espacio
topolégico es susliniano, [9], si es imagen continua de un espacio
polaco. Un espacio topolégico F es K-susliniano si existe un espa-
cio polaco P y una aplicacién ¢ de P en las partes compactas K (F)
de F, de manera que J{p(x):xe P} = F, y dado un punto cual-
quiera z de P y un entorno V del conjunto ¢(z) existe un entorno
U de z tal que ¢(U)c V, [5]. :

Si A es un conjunto en un espacio topoldgico T, D(4) es el con-
junto de todos los puntos de T tales que si x € D(4) y W es un en-
torno cualquiera de x, entonces Wn A es un conjunto de segunda
categorfa en T. Representamos por O(4) el interior de D(4). Se
dice que A tiene la propiedad de Baire si existe un abierto B en T
de manera que B ~ A y A ~ B son conjuntos de primera categoria.
Puesto que A ~ O(4) es un conjunto de primera categoria, [5, p. 85],
A tiene la propiedad de Baire si, y sélo si, O(4) ~ 4 es un conjun-
to de primera categoria.

Necesitaremos después los dos siguientes resultados, [11]: a)
Sean E y F grupos topoldgicos tales que E es de segunda categoria y
F es K-susliniano. Sea f un homomorfismo algebraico de E en F. Si
la grifica de f es cervada, entonces f es continua. [12]: b) Si E es un es-
pacio topoldgico regular susliniano existe un conjunto A de primera ca-
tegoria, de manera que E ~ A es un espacio polaco.
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DEFINICION 1. Decimos que un espacio topolégico E es semisusli-
niano si existe un espacio polaco P v una aplicacién ¢ de P en las
partes cerradas de E, de manera que se cumplen las siguientes condi-
ciomes:

1 Uflp(x):xe P} = E.

2. St (x,) es uma sucesion en P que comverge a xy v z, € (%,),
n=12,.., entonces (z,) tiene un punto adhevente perteneciente

a @(xo).

ProrosSICION 1. Si E es un espacio topoldgico K-susliniano, en-
tonces E es semi-susliniano.

Demostracién: Sea P un espacio polaco y sea ¢ una aplicacién
de P en las partes compactas de E, que define E como un espacio
K-susliniano. Es obvio que sélo hemos de comprobar la condicién 2
de la Definicién 1. Sea (x,) una sucesién en P que converge a #.
Tomamos z, € ¢(%,), » = 1,2,... Supongamos que (z,) no tiene nin-
gun punto adherente perteneciente a ¢(xo). Entonces, dado z € ¢ (%)
existe un entorno abierto V(2) de z y un entero positivo #(z), de ma-
nera que '

z, ¢ V(2), para n > n(z).

Puesto que ¢(xg) es compacto y {V(z):z e p(xy) es un recubri-
miento abierto de ¢ (%), existe en ¢(xp) un conjunto finito de:puntos

{21, 22, ey 2}
tal que
V=UWV():9=12 .., 52> ¢(x).
Hallamos ahora en P un entorno U de xj, de manera que
p(U)c V.

También hallamos un entero positivo #y mayor que % (z), =12, ..p,
tal que x,, € U. Entoces

p(xa)CV,
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Por otra parte 2z, ¢ V, lo cual es una contradiccién. g. e. d.

Nora 1. Hay espacios semi-suslinianos que no son K-suslinianos
Por ejemplo, sea E un espacio numerablemente compacto, no com-
pacto. Tomamos para P un espacio topolégico que tenga un sélo
punto #, y para ¢ la aplicacién de P en E tal que ¢(x) = E. Obvia-
mente, se cumplen las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1 y, por lo
tanto, E es un espacio semi-susliniano. Por otra parte, si E fuera
K-susliniano serfa de Lindelof, [8], y puesto que es numerablemente
compacto serfa compacto, en contra de la hipétesis.

PROPOSICION 2. Si E es un espacio topoldgico semi-susliniano 'y
F es un subespacio cerrado de E, entonces F es semi-susliniano.

Demostracién: Sea P un espacio polaco y ¢ una aplicacién de P
en las partes cerradas de E, que cumplan las condiciones 1y 2 de
la Definicién 1. Sea Q el subespacio de P tal que ¢(x) (| F # o, para
cada x €Q. Si (y,) es una sucesién en  que converge en P a y,, se
tiene que

o) N F#6, n=12..,

por lo que existe un

v, ep(y,) N F, n=12,...

La sucesién (v,) tiene un punto adherente vy en ¢(yo). Puesto que
F es cerrado, resulta que vy e F, de aqui que

(o) N F # 4,

lo que nos indica que Q es cerrado en P. Por lo tanto Q es un espa-
cio polaco. Consideramos ahora la aplicacién y de Q en las partes
cerradas de F, tal que

y) =eE N F xeQ.

Es inmediato comprobar ahora que se cumplen para @,y y I las
condiciones 1 y 2 de la Definicién 1. q. e. d.

Para la Proposicién 3, supongamos que tenemos un espacio to-
polégico regular F, un espacio métrico completo separable P y una
aplicacién ¢ de P en las partes cerradas de un subespacio E de F,
de manera que cumplan las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1.
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ProposICION 3. Si para cada x € P, @ (%) es cervado en F, enton-
ces E tiene la propiedad de Baive en F.

Demostracién: Sea {B,:#n = 1, 2, ...} una familia numerable de
bolas cerradas de P, de radios menores que 1, de manera que

UB,:n=12 .} =P

Supuesto construido el espacio métrico separable completo
By s,... »»y Para los ndmeros enteros positivos #;, 5, ..., #n,, ha-
llamos en B, #y..n, una familia numerable de bolas cerradas
{Bn,... ma =12 .}, de radios menores que 1/2?, que recu-
bren B, ..,

Puesto que

E=U@B):in=12.)

@ (Bamy ... my) = U{p(By, 5 ... nym)in=12.)
se tiene que los conjuntos

A=0(E)~UO(@B,):n=12 .,

<

Cormreny = 0@ (Buynym)) ~ U A0 (9 (Buymym) i = 1,2, .3
son de primera categoria. Ponemos |
CO)=UConnin,ngn, = 1,2, ..}
C=UCH):p=12.1.
Entonces el conjunto
B=A4Ay°c
es de primera categoria.

Si 2€0(E) ~ B existe una familia numerable de niimeros ente-
10s positivos {m,:p =1,2,..} de manera que
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z EO((p (Bml mz...m,,)),ﬁ - 1, 2,

Si %, € By, my...my » 1l& sucesién (x,) es, evidentemente, de Cauchy en
P y, por lo tanto, converge a un punto xj € P. Veamos, ahora, que
z € @ (x). En efecto, si suponemos que z no estd en @ (%0), existe un
entorno cerrado U de z en E, tal que U] ¢ (¥p) = o. Puesto que

Un ' (Bm, My o ”'17) -7'é g,

tomamos 2, € UM ¢ (Bw,m,...u,) Y ¥ € Buym,...m,, de manera que
z € ¢ (v,). Puesto que la sucesién (v,) converge a %y en P se tiene que
la sucesién (z,) tiene un punto de adherencia z; en ¢ (x0). El conjunto
U es cerrado, luego zp € U, de aqui que ¢ (%) NU # o, lo cual es
una contradiccién. c.q.d.

TEOREMA 1. Si E es un espacio topoldgico regular semi-susliniano,
existe un conjunto A de primera categoria en E, de manera que st x € E~
~ A se puede obtener en E una familia numerable de entornos de x,
{U,:in=1,2,..}, tal que N {U, :n = 1,2, ..} es relativa numerable-
mente compacto.

Demostracién: Sea P un espacio polaco y ¢ una aplicacién de
P en las partes cerradas de E, que definan E como un espacio semi-
susliniano. Sea {4, :# = 1,2,...) una base de la topologia de P. Si

'z‘[n = I:O ((P (An)) ~ g (An):l U [(P (An) ~0 (7) (An))]

ponemos
M=UM,:n=12.}.

Puesto que 4,, es un abierto de P, se tiene que 4, es un espacio po-
laco, [2 p. 122], por lo que, como es ficil de comprobar, ¢ (4,) es
un espacio semi-susliniano, con la topologia inducida por E.

Teniendo en cuenta la Proposicién 3, ¢ (4,) tiene la propiedad
de Baire en E y, por lo tanto, M, es un conjunto de primera categoria,
de donde se deduce que M es un conjunto de primera categoria.
Podemos poner

M=U{F,:n=12.},

en donde F, es un conjunto denso en ninguna parte. Si F, es la clau-
sura de F, en E, entonces
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A =U{F,, n=1,2,..}

es un conjunto de primera categoria.

Tomemos ahora un punto x en E ~ A. Sea vy un punto de P talque
x €@ (yo). Sea {B, :# =1, 2, ..} la subfamilia formada por todos los
elementos de {4, :# =1,2,..} tal que

yoeB,, n=12,..

Para cada entero positivo # hallamos un entorno W, de x de manera
que W,N F,' = #.
Sea

(U, n=12,..} ={0(@B,):n=12 .3 U{W,:n=12,.}.
Se tiene que

0(p(B,) N (E~4)=[([0(p(B,) ~ #(Bx) N 0lg (B,))]
NE~A)=9¢B)N0(BNNE~A) =¢(B,)N (E~4),

de aqui que
x€0(p(B,)),n=12,..

Si z pertenece a ) {¢(B,):n = 1,2, ...} tomamos en B, un elemento
%, tal que z € ¢ (x). Puesto que la sucesién (x,) converge a y, se tiene
que z pertenece a @(yq), de aqui que

{(P (Bn) n = l’ 2! } = (p(y())}

que es un conjunto numerablemente compacto.
Finalmente,

NU,:n=12.3c[{0@@(B,):n=12 . .3]N(E~4)=

=[M{gB):n=12_.JN(E~4)c NipB,):n=12 3ce(yo)
c. q.d.

TrEOREMA 2. St E es unm espacio vectorial topoldgico semi-sus-
liniano de Baire, entonces E es separable, metrizable 'y completo.

Demostracién: Utilizamos la misma notacién que en la prueba
del Teorema 1. Hallamos el conjunto de primera categoria 4. Pues-
to que E es de segunda categoria, se tiene que E ~ 4 no es vacio,
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de aqui que podamos tomar un x € E ~ A. Haciendo, si fuera nece-

sario, una traslacién, podemos suponer que x coincide con el origen

de E. Tomamos en E un entorno del origen V', equilibrado y abierto,

contenido en U;. Supuesto que hemos construido Vi, Vs, ..., V,,

hallamos un entorno del origen V, ;, equilibrado y abierto, tal que
1

Vn»l-l + Vn—.Ll = %——{—1 (Vl n VZ n.. I/n n (]n +1)'

Entonces {V,:n =1, 2, ..}, como es facil de demostrar, forman una
base de entornos del origen para una topologia T sobre E, menos
fina que la inicial, de manera que E[T] es un espacio vectorial topo-
légico metrizable.

Si L es un antorno cerrado del origen en E, entonces existe un
entero positivo »; tal que nli contiene ¢ (yo), puesto que ¢ (y) es
relativa, numerablemente compacto, siendo I el interior de L. Su-
pongamos que

' (Bn) ¢ 3] i: n = 1, 2, aee
Tomamos #, € B, tal que

o) G mLn=12, ..

v, € (P(u,,‘), Uy, ¢'}'L1 i; n = 1, 2, (1)

Puesto que la sucesién (#,) converge en P a y,, se tiene que (v,) tiene
un punto adherente en ¢ (yg), lo que estd en contraidecién con (1).
Entonces existe un entero positivo ¢ tal que ’

@ (Bnq)) Cc %1 L
y, por lo tanto,

0(p (Buy)) € my L.

Hallamos un entero positivo #, de manera que 0 (f (By,)) = Us,.
Si p es un entero mayor que #; y %, resulta que

V? (Vl nVyn..n Vp n Up-i-l) VP (e —‘Unzc L,

1 1
1 CF CP¥I s

de aqui que E[J] = E.
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Cada conjunto numerablemente compacto de E es compacto, de
donde se deduce que E es K-susliniano, de aqui que E sea un espacio
de Lindeldf, [8], por lo que resulta separable. Si Eesla complec-
cién de E, aplicamos la Proposicién 3 y obtenemos que E tiene la
propiedad de Baire en E ¥, por lo tanto, [7 p. 113], E = E. c q. d.

Elsiguiente Teorema es una extensién de un resultado dado en [10].

TEOREMA 3. Sea E un grupo topolégico K-susliniano de segunda
categoria. Si existe en E un comjumto de primera categoria A tal que
E ~ A es metrizable, entonces el grupo topoldgico es metrizable, se-
parable y completo para la uniformidad bildtera.

Demostracién: Sea 4 = Y{F, :» = 1,2,..}, de manera que F,
es denso en ninguna parte. Si F, es la clausura de F, en E, sea B =
= U{F,:#»=1,2,.}. Podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que el elemento neutro ¢ de E no estd en B. Puesto que E~ B
es metrizable, podemos hallar una familia {7, :# = 1,2,...} de en-
tornos de ¢ en E, de manera que

{T,n(E~DB):n=12,.}

sea una base de entorno de ¢ en E ~ B. Para cada entero positivo
n sea S, un entorno de E tal que S, I, = 2. Sea

(U, n=12,.3=4T,:n=12,..3U{S,:n=12,.}.

Entonces ) {U, : » = 1,2,...} = {¢} . Tomamos un entorno abierto si-
métrico V| de ¢ en E tal que V; € U,;. Supuestos construidos V7,
V,,..., V, hallamos un entorno abierto simétrico V. ; de ¢ en E tal
que

741
Vn-f—l Vn-}-l Vn+1 c n Vs n n v, n Un+1'

Puesto que la familia {x V, : x éE} recubre E y este espacio es de

Lindeldf, [8], existe una sucesién (a,,)7~1 de elementos de E de ma-
nera que

Ui, V,:p=12.} =E. )

Suponemos que, para cada entero positivo #, ¢ estd en ( Byp) 51
Sea B el filtro de entorno de ¢ engendrado por
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@, V., anm' i m, np=12.1}.
Es obvio que
N{L:LeB={e.

Si T €B también es inmediato que 7~ 1 € B. Tomemos ahora ente-
ros positivos

;s Pi: m;, 1= 1,2,..., g,
tales que

NGt Vi, @, =12, T
Si

W =0 @Vt 1 Gy 6= 12,0 ),

entonces W es un elemento simétrico de B tal que

WWc ﬂ {(“nm V’”i— 1 a’;;{) (a”tf’i Vmi+1 a;iil’.') 1= L2,.., 73
C N @ty Vg Gy 1= 1,2, T.

Finalmente, veamos que si 4 € E entonces a T a~! estdi en B. En
efecto, teniendo en cuenta (1), hallamos enteros positivos 7;, s
1=12,...,q tales que

An; p; € Ap; 54 Vms +3
de aqui que
a':S: € Vmi+ 3 a;ifl?e a 11 Aris; €A "Dy me+ 3
y por tanto
@r; s V’"i +3 “’_i Sls C aay, p; Vms +3 Vmi +3 Vf"i +3 a;i il>i a1
c a[“ni 2] Vm.' a':i 11>.'])
de donde se deduce que

-1 . —
N@,s; Vi1, 8,5, :1=12,..., ¢ c aT a1,

2 — Collectanea Mathematica
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luego aT a € B. Podemos afirmar que B define sobre E un grupo
topolégico separado E[J]. de manera que la topologia J es menos
fina que la topologia de E y E[J] es metrizable.

Sea y la inyeccién candnica de E[J] en E. Entonces ¢~ ! es con-
tinua y, por lo tanto, y tiene la gréfica cerrada. Sea {X, :7n = 1,2,...}
una familia numerable de conjuntos cerrados de E[J] que recubren
E[T]. Puesto que E es de segunda categoria existe un entero positi-
vo 7g tal que X, tiene un punto interior en E. Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que este punto es e. Entonces X, M (E ~ B)
es un entorno del elemento neutro en E~ B, de aqui que X, [}
N (E ~ B) sea un entorno de ¢ en (E ~ B)[J] y puesto que E ~ b
es denso en E[T] y X, es cerrado en E[J] resulta que X, es un
entorno de ¢ en E[T], de aqui que este espacio sea de segunda cate-
ria. Aplicamos ahora el resultado a) y obtenemos que p es continua,
de aqui que E sea metrizable. Puesto que E es un espacio de Lindelof
resulta que E es separable.

Supongamos ahora que H es la compleccién de E para la estruc-
tura uniforme bildtera. Puesto que E tiene la propiedad de Baire
en H, [8], se debe verificar que H ~E es de primera categoria en
H. Si uge H, uy ¢ E, entonces uy H es denso en H y homeomorfo
a E, de aqui que uy H es de segunda categoria en E. Esto es una
contradiccién por verificarse que ug H ¢ H ~ E. c.q.d.

El Teorema siguiente también se encuentra en [12].

TEOREMA 4. Si E es un grupo topoldgico susliniano de scgunda
categoria, entonces E es melyizable, separable y completo para la uni-
formidad bildtera.

Demostracién: De acuerdo con el resultado a), existe un conjun-
to 4 de primera categoria, de manera que E ~ A4 es un espacio po-
laco. Aplicamos ahora el Teorema 3 y llegamos a la conclusién bus-
cada. c.q.d.

Nora 2. V. I. Klee, [5], demuestra que si E es un grupo abeliano
topolégico, que posee una métrica compatible con su topologia, para
la cual es completo, entonces E es completo. Con este resultado se
da respuesta al problema propuesto por S. Banach, [1 p. 232] de
si todo espacio vectorial topolégico que es completo para alguna
métrica compatible con su topologia es completo.
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Para obtener el anterior teorema de Klee, puede utilizarse el an-
terior Teorema 4 de la siguiente forma: si E es un grupo topoldgico
separable que posee una métrica compatible con su topologia, para
la cual es completo, entonces E es susliniano y, por lo tanto ,apli-
cando el Teorema 4, ya que E es un espacio de Baire, resulta que
E es completo para la uniformidad bilidtera. En el caso que E no
sea separable la demostracién se deduce facilmente a la anterior.

Nota 3. En [4] J. Dieudonné demuestra que el grupo E de los
homeomorfismos del intervalo [0,1] en [0,1], cuando se le dota a E
de la topologia que se deduce de la métrica

a(f, g = méx {|f(x) —g (%) :x€[0,1]}, f, g€ E,

es un grupo topoldgico que no se puede sumergir como subgrupo den-
so en ningtin grupo topoldgico completo. Nosotros daremos ahora
una prueba de esta propiedad. Dados los homeomorfismos f, g y /4 de
[0,1] en [0,1], se tiene que

d (foh, gog) = max {|(fog) (x) — (hog) (x)|:x € [0,1]} =
= max {f(g) ) —h(g(*)]:x€[0,1]} =
= méx {f(y) — 2 ():ye[0,1]} =d(f, ),

de aqui que la métrica 4 sea invariante por la derecha, de donde
se deduce que 4 describe en E la uniformidad derecha. Hemos de
ver ahora, para tener el resultado que buscamos, que la compleccién
de (E, 4) no es un grupo topolégico, [3 p. 43].

Es facil de comprobar que la métrica 6 definida por:

o(f, 8) =max {|f71(*) —g 1 (¥)|:x€[0,1]}, f, g €E,

describe la uniformidad izquierda en E y, por lo tanto,

9(f, &) =4(f. &) + (/. 8). /. g€ £,

define sobre E la uniformidad bildtera. Es inmediato que (E, gq) es
completo. Por otra parte E es separable, por lo que E es un espa-
cio polaco. La compleccién H de (E, d) es el espacio de todas las
funciones monétonas continuas de [0,1] en [0,1] y, por lo tanto E +# H.
Razonando ahora igual que en la prueba del Teorema 3, resultaria
que si H fuera un grupo no podria ser distinto de E, lo cual es una
contradiccidn.
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