SOBRE LA DETERMINACION DE UNA FUNCION
MEDIANTE SUS NUMEROS DERIVADOS

POR

F. SUNYER BAILAGUER

1. Scuerrrer fué el primero que dido una respuesta al problema
siguiente :

Hallar una familia () de conjuntos de puntos de la recta real, tal que si
C ¢ Q, sea suficiente conocer, en todo punto de C, el valor finito del niimero
derivado superior a derecha () de una funcion continua, para que esta fun-
cion quede determinada salvo en una constante aditiva.

La respuesta de ScHEEFrER [4, teorema IV] (%) afirma que es sufi-
ciente que la familia Q esté formada por los conjuntos cuyo complementario
es numerable (3).

Il mismo ScHEEFrERr [4, pag. 287-288] dice :

«Die Irage, deren Beantwortung wir eingangs als das Ziel unserer
Untersuchungen hingestellt haben, lautete : In welchem Umfange muss
die Gleichung D* F (x) — D% [(z) = O erfiillt sein, damit der Schluss
F(x) — f(x) = Const. gezogen werden darf?»

« Diese I'rage wiirde als vollstindig beantworlel anzusehn sein, wenn
sich im Anschluss an den Satz IV Folgendes nachweisen liesse : Bedeu-
tet P eine im Intervall z,x, belichig gegebene Menge von Werten z,
deren Michtigkeit hoher, als diejenige der abzihlbaren Mengen ist, so
existiren immer stetige Funktionen g (z), welche nicht im ganzen In-
tervall x,z; constant sind und dennoch an allen Stellen, die nicht sur
Menge P gehoren, den Differentialquotienten Null besitzen. »

() Y lo mismo para los niimeros derivados inferior a derecha, superior
a izquierda e inferior a izquierda.

() TLos ntmeros entre paréntesis angulares remiten a la bibliografia
del final del trabajo.

() LEBESGUE [2, pag. 82] indica que la misma demostracién de SCHEET-
FER permite hallar una familia Q tal vez inis general, a saber: La formada
por los conjuntos cuyo complementario es de potencia inferior a la del continuo.
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« Der Nachweis der Existenz solcher Funktionen o (z) ist uns indes
nicht in voller Allgemeinheit, sondern nur unter der Voraussetzung ge-
lungen, dass die Menge P entweder selbst perfekt ist oder doch einen
perfekten Bestandteil enthédlt. Die von uns aufgeworfene IFrage wird
also im Folgenden nicht vollstindig erledigt; denn es bleibt der Fall
iibrig, dass die Menge P von hoherer als der ersten Michtigkeit ist, ohne
einen perfekten Bestandteil zu enthalten. Freilich ist es zweifelhaft, ob
solche Mengen iiberhaupt vorkommen koénnen; Beispiele dieser Art
diirften wenigstens bisher nicht bekannt sein. Sollte es sich daher in der
weiteren Entwickelung der Mengenlehre herausstellen, dass wirklich
jede Punktmenge, derén Michtigkeit hoher als diejenige der abzihlba-
ren Mengen ist, cinen perfekten Bestandteil enthalt, so wiirde damit
gleichzeitig der letzte Schritt zur Beantwortung unserer I'rage gethan
sein. Bei dem gegenwirtigen Standpunkte der Theorie muss jedenfalls
die Bedingung, dass die nicht abziihlbare Menge P cinen perfekten Bes-
tandteil enthalten solle, ausdriicklich angegeben werden. »

Posteriormente BErxstEIN demosird la existencia de los conjunlos
que SCHEEFFER ponia en duda, es decir, la existencia de los conjuntos
de potencia del continuo y totalmente imperfectos. (%)

Por lo tanto, en el caso en que C es el complementario de un conjunto
de potencia del continuo totalmente imperfecto, cabe preguntar si la
funcién queda determinada por el conocimiento, en la totalidad de C,
del valor finito de uno de sus niimeros derivados. Ultimamente nosotros
[5] dimos una respuesta afirmativa a esta pregunta e indicamos que la
familia Q mas general que puede utilizarse en el problema sefialado al
principio es la familia formada por los complementarios de los conjuntos
totalmente imperfectos. (%)

Los resultados de ScHEEFFER y LiBEsGUE daban la impresion que
la determinacion de la funcion era debida a que el conjunto complemen-
tario de C era poco numeroso. Pero nuestro resultado contradice esta im-
presion, pues segiin BERNSTEIN existen dos conjuntos de potencia del
continuo totalmente imperfectos y complementarios el uno del otro.
Por lo tanto, basta ¢l conocimiento del valor finito de un numero deri-

() En la recta real, conjunto tolalmente imperfecto es equivalente a con-
junto que no contiene ningin perfecto. Para una demostracién muy simple del
resultado de BERNSTEIN puede verse C. KURATOWSKI y W. SIERPINSKI [1, pa-
ginas 193-195].

() Puesto que, segiin ya indica SCHEEFFER, si el complementario de C
contiene un perfecto la funcién no queda determinada, la condicién de que
los complementarios de los conjuntos C e Q sean totalmente imperfectos es
necesaria y suficiente para que Q sea la solucién del problema que hemos
indicado al principio.
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vado en uno de ellos (siendo indiferente el que se elija) para que
la funcién quede determinada, como siempre salvo en una constante
aditiva.

El objeto de este trabajo es la demostracion de los resultados que en
la Nota citada [5] dimos sin demostrar.

En primer lugar daremos una demostracion del resultado principal
obtenida introduciendo una modificaciéon a la que utiliza P. Pr CarLLEsA
para demostrar el clasico resultado de ScHEEFFER, demostracion que por
otra parte es una modificacion de la de este tltimo (¥). Luego demostraré
de nuevo mi resultado utilizando las propiedades de los conjuntos donde
los numeros derivados son menores (0 mayores) que una constante. Este
empleo de las propiedades de los conjuntos § () < a§ () me fué suge-
rida, durante una conversacion, por P. P1 CarrEsa. No obstante, la pri-
mera demostracion que obtuve por este método aplicaba la propiedad
de Tos borelianos de que cuando no contienen ningtin perfecto son nume-
rables y luego tenia que utilizar el resultado de SCHEEFFER, y, por lo
tanto, carccia de interés ; pues, segin veremos en la primera demostra-
cion, casi el mismo método que permite demostrar el resultado de ScIEEF-
FER nos permile obtener directamente nuestra generalizacion. Sin em-
bargo, tdltimamente he podido hallar un procedimiento que permite
demostrar que cuando el conjunto §/+ ) < a§ no contiene ningn
perfecto este conjunto es nulo. Es esle procedimiento que daremos en
segundo lugar.

Finalmente emplearemos nuesira generalizacion del teorema de
ScHEEFFER para generalizar los principales resultados que se oblienen
a partir de este ultimo.

2. El enunciado del teorema objeto principal de este trabajo es el

siguiente :

TeoreMA 1. Una funcion continua en un intervalo (a, b), queda
completamente determinada, salvo en una constante aditiva, cuando se
conoce para lodo valor de x € (a, b), excepto en un conjunto A totalmente
imperfeclo, el valor finito del nitmero derivado superior a derecha (%) de
esta funcién.

() Younc [6, pig. 104-105] emplea una demostracién muy parecida
a la de P1 CALLEJA.

() f* () representa el nimero derivado superior a derecha, y {f* (¥) < a}
el conjunto de valores de x en los cuales se verifica f* (x) < a.

(]) E igualmente para el inferior a derecha, superior e izquierda e in-
ferior a izquierda.
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PrivMERA DEMoOsTRACION.  Sean f(r) y ¢g(x) dos funciones tales que
para todo valor de x € (¢, b) y que no pertenezca al conjunto A, se

cumple _
— oo [T @) =g (@) <+ .

Para demostrar el teorema es suficiente demostrar que la funcion
1) F (@) = [(x) — g ()

¢s constante ; y para probar esto, basta demostrar que I7(x) es no de-
creciente, puesto que permutando f(x) y ¢ (r) demostrariamos del mismo
modo que es no creciente, y por lo tanto, constante.’

Iin consecuencia, tendremos que demostrar, segun acabamos de ver,
que con las condiciones admitidas la funcion (1) es no decreciente. Su-
pongamos contrariamente que

) F by < I' (0)
y veremos como sc llega a un absurdo.

En primer lugar, segin (2), existirdan necesariamente dos numeros
positivos I y p tales que, para todo k del intervalo (0, K), se cumplird
F®) — F(q) + k(b —a) +p<0.

(lonsiderando, pues, la funcion continua
g (e k) == I @) — I (a) - k(x — a) + p,

se verificara

p(a, k) >0, o (b, k) <0,

y, por tratarse de una funcion conlinua, existira necesariamente un con-
junto no nulo de valores de 2 € (a, b), en los cuales

@, k)y=0.
Ademas, por la misma razon, el extremo superior de este con-
junto pertenccerda al mismo. Representemos, pues, para cada valor de

kg (0, K), por e(k) este extremo superior, entonces tendremos

gk, )=0, ¢, k)<<0 cuando c(k) << x < b.
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Iisto demuestra que
ot (c(k), k) <0,
y, por lo tanto,

Frie) < —k<.
Y puesto que en todo punto que no pertenezea a A,
'@ z=f"@—g*@=0,

¢ (k) pertenece al conjunto ..
Ahora bien, scan k; y k, dos valores tales que ky << k,. De las des-
igualdades

p(c(ky), k) >0, @b k) <O,

se deduce facilmente que c (k) << ¢(k,), o sea que c (k) es una funcion
creciente de k.

A pesar de que se trata de un resultado conocido, vamos ahora a
demostrar que ¢l conjunto que se obtiene transformando un intervalo
(en nueslro caso el (0, X)) mediante una funcion creciente (la ¢ (k)) con-
lienc necesariamente un subconjunto perfecto. En efecto, la funcién
creciente ¢ (k) tiene solamente a lo sumo un conjunto numerable de dis-
continuidad. Sea, pues, gH,,% una sucesion de intervalos abiertos que
cubran todos los puntos de discontinuidad, pero cuya longitud total sea
inferior a K/2. Entonces el conjunto

B=(,K) — U,

sera cerrado, y, puesto que es no numerable, conlendra un conjunto
perfecto I’. Ademads, en todo punto de B, y por lo tanto, en todo punto
de P, la funcién c (k) serd continua. Por consiguicnte, el conjunto
M = ¢ (D), transformado de un conjunto perfecto mediante una transfor-
macion biunivoca y continua en P, serd también un conjunto perfecto.

(Como suponiendo que se cumple la (2), hemos demostrado que todos
los valores de c (k) pertenecen al conjunto A, tendremos, pues, M C A4,
es decir, A contendria un conjunto perfecto, contrariamente a las hipo-
tesis del teorema. Este absurdo demuestra que la (2) no puede cumplirse,
y, segin hemos indicado, con esto queda demostrado el teorema.
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3. SEGUNDA DEMOSTRACION. Sea [2(z, n) ¢l conjunto de valores
de x € (a, b) en los cuales

F@)— F
X (_'1)______&) <a para lin<y—x<1/(n—1)

evidentemente, este conjunto es abierto. Por otra parte, de la definicion
de F* (x) resulta facilmente

[l (@) < | CG@) = Lj ﬁ E(x n) CIF* (2) < af

k=1 n=~k

y, por lo tanto,

{Fr @) < o] = Q @—1my=U U N E@— 1/m, n).

m=1 k=1 n=~k

Por consiguiente, este conjunto es un Gs,. Es evidente que si el con-
junto 3F*‘ @) < oc% no es nulo, existen dos numeros k y m tales que

B(e —1/m, k) = | E(x — 1/m, n) + 0.
n=~k

Ahora vamos a demostrar dos lemas que nos permilirdn terminar
la demostraciéon rapidamente.

Leyma 1. El conjunto B(« — 1.m, k), que es un Gy, es denso en si.

En efecto, sea x; un punto cualquiera de B = B(x — 1/m, k). De
la definicion de este B resulta que existe una cantidad r > 1/(k — 1)
tal que, para O <y —x; <,

F@)— F@) _
Jg—

— 1jm

y puesto que a I (xr) la suponemos continua, dada una & > 0, tal que
r > 1/(k — 1) + g, serd posible hallar un 9 > 0 tal que y << e y que para
todo 2’ y todo y que verifiquen

< —x; <7 ey —x <

se cumpla

Fe-F@)_ 1
y—2a R
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Tomemos para &’ un valor fijo que satisfaga a las condiciones ante-
riores y representemos por z, el mayor valor de x tal que

0L, —a, <, F(@,) — F@) = (@ — 1/m) (xz, — 2);

es facil demostrar que x, verifica la desigualdad x, — x; << & y que ade-
mas para todo y que cumpla 0 <y — x, << 1/(k — 1) se verificara

y—, m

es decir, x, pertencce a B. La arbitrariedad de xv; € By de & demuestra,
pues, que B es denso en si.

Leya 2. Un Gg denso en si y no nulo, conliene necesariamenle un
subconjunto perfecto (%).

Es sabido que cualquier Gs puede considerarse como la inlerseccion
de una sucesion de conjuntos abiertos decrecicntes, es decir, si represen-
tamos por G el Gs considerado podremos suponerlo formado del siguiente
modo :

donde los G, son conjuntos abiertos tales que
G;D6G,2..026G,2 ..

Si (¢ contiene un intervalo, evidentemente contendrd un subconjunto
perfecto. Supondremos, pues, que G no contiene ningun intervalo. Sean
Z; ¥ ¥, dos puntos de G y sea n; el menor valor de n tal que G, no con-
tiene el intervalo (x,, x,), puesto que los G, son abiertos podremos hallar
dos intervalos I, y I, tales que

x, eI, CG,, z,eI,CG,, ILNI,=0.

Como se supone que G es denso en si, en el intervalo I; que contiene
x, podremos hallar dos puntos distintos x,; y x;, que perlenezcan asi-
mismo a G. Igualmente en I, existen dos puntos z,, y x,, que pertenecen
a (. Sea ahora n, el menor valor de n tal que G,, no contenga ni la tota-

(%) A pesar de que este leina puede deducirse de los resultados conocidos
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lidad de (r;;, x;,) ni la totalidad de (x,, x..). Del mismo modo que anle-
riormente nos sera posible hallar cualro intervalos disyuntos I, I;,,
L, y I,, de longitud inferior a la mitad de la longitud méxima de I, y I,
y de modo que

1, C I, L, C L, I, CI, I, C I, (1)
T € Ih C Gy, Ty € Iy C Gy, Ty € I, C Gy, Tog € Iy C Gy,

Continuando op este modo indefinidamente obtendremos una suce-
sion de intervalos §1v, Vg ,f donde las » tnicamente toman los valores
1 y 2. Segtin la definicion de estos intervalos, cualquiera que sea la suce-

. ! i .
s101 %r,,\- se verilicara

ﬁ I'V, 2 T (3"1;;%) > G

ne=1

Es facil demostrar que a suma de los x(|%,]), para Lodas las sucesio-
nes Slv,,% formadas segtin indicamos, es un conjunto perfecto. Por lo
tanto, G contiene un perflecto.

Con eslos dos lemas podemos terminar la deinostracion del tearema del
siguiente modo. Como en la demostracion primera, sea I (x) == f(x) — g (),
segun hemos demostrado en la misma demoslracion primera, cl con-
junto gF t(x) <2 0{ esta comprendido en el conjunto totalmente im-
perfecto .1, pero, segun lo indicado al principio de este ntmero y apli-
cando el lema 1, resulta que si %F*’ (v) < 0% no es nulo, ¢ste conjunto
contendra un Gs denso en si, y aplicando el lema 2, veremos que
{ F+ (¥) < 0 contienc un perfecto. Lo cual estd cn contradiccion con la
relacion §F+ (v) < 02 C .\, Por lo tanto, gF'*‘ (x) < ()% debe ser nulo, .
o sea I (x) es no decreciente. Como, igual que anteriormente, permu-
tando f(x) y g(x) se demostraria que F (x) c¢s no creciente, habremos
demostrado finalmente que f(x) y ¢ (¥) difieren inicamente en una cons-
lante. Isto termina la segunda demostracion del teorema I

4. Evidentemenle en Llodos los resultados que se deducen habitual-
mente del teorema de Scnerrrer se pueden substituir los conjuntos
numerables por conjuntos totalmente imperfectos. En particular, sc
puede demostrar facilmente que:

(19 Las cuatro inclusiones de estos intervalos deben entenderse en sen-
tido estricto, es decir, que ninguno de los extremos de I. v I, son extremos de
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Los limiles superior e inferior de un niimero derivado son los mismos,
lunto si se suprimen como si no se suprimen los conjuntos lotulmente
imperfectos.

Asimismo en los resultados dades por P. Pr Cavrriss {3 sobre las
funciones vectoriales de una variable real o compleja, pueden substi-
tuirse los conjuntos numerables por los totalmente imperfectos.

-

5. En algunos de los teoremas de Youxag [6] puede escribirse asi-
mismo conjunto tolalmente imperfecto en lugar de conjunto numerable.
En particular, ¢l teorema 2 de Youxe puede generalizarse del siguiente
modo :

Troreya 11, Si f(x) es, en lodo punlo de un intervalo cerrado (a, D).
semicontinua inferiormente a izquierda y semicontinua superiormente a
derecha, y si el valor en el cxlremo izquierdo a ¢s menor que el valor en el
cxtremo derecho b, entonces el conjunio de los punlos en los cuales uno de
los cuaalro nimeros derivados de f(x) es posifivo (no nualo) contiene un
subconjunio perfeclo.

DrvostrAaciON.  La demostracion es casi igual a la que da Youxa
de su teorema, unicamente al final hay que demostrar que la correspon.
dencia entre el punto X y el valor de 8. ¢s una funcion monolona (en
sentido eslricto), entonces igual que en la demostracion de nuestro teo-
rema I, resulta que el conjunto de valores de X que corresponde al inter-
alo (que recorre ff debe contener un subconjunto perfecto.

De este teorema se sigue inmediatamente el siguiente

CororArio.  Si f(x) es, en fodo punlo de un inlervalo cerrado, semi-
“eonlinua inferiormente « izquierdu 1j semiconlinia superiormenle « derecha,
y si uno de los cuatro niimeros derivados sabemos que es < 0, salvo en un
conjunto totalmenie imperfeclo, entonces [(x) es no creciente en la lolalidad
del intervalo, de modn que incluso en los punios excepceionales los niimeros
derivados son < 0.

Igual que Youxa puede substiluirse en este teorema y corolario
la semicontinuidad superior por la semicontinuidad inferior y viceversa,
pero en esle caso hay que permutar asimismo los signos = ¥ o>y tam-
bicn <y >.

I‘inalmente, ¢l teorema 3 de Youxa puede generalizarse en la misma
forma que lo hemos hecho para el teorema 2, resultando el siguiente
enunciado :

Troreya TIL Si g (x) y h(x) son dos funciones de las cuales la pri-
mera es, en un intervalo dado, semicontinua inferiormente a izquierda y
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semicontinua superiormente a derecha, y la sequnda es, en el mismo inter-
valo, semicontinua superiormente a izquierda y semicontinua inferiormente
a derecha, y si uno de los cuatro niimeros derivados de g (x) es menor que el
correspondiente de h(z) o igual a él y finilo, salvo en un conjunto de punios
totalmente imperfecto, entonces g (x) — h(x) es no creciente en la totalidad
del intervalo.

DrmostracION. La demostracién sigue el mismo curso que la de
Youxa, pero utilizando, en lugar del corolario de su teorema 2, el coro-
lario de nuestro teorema II.
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