SOBRI{ EI, COMPORTAMIENTO DE UNA VARIEDAD
ALGEBRAICA EN LAS EXTENSIONIS
DEI, CUERPO DE REFERENCIA

POR

RAFAEL MALrLoL

Mediante la teoria de la forma asociada a una variedad algebraica de-
bida a B. L. vax pEr WAERDEN y W. L. Ciiow (¥), se pueden estudiar
las propiedades de la variedad cuando cl cuerpo de referencia es una
extension del primitivo; asi proceden v.d. WarrpEN en (3) (%), Kis-
1ava Heepe en (2), y, limitandose al caso de un cuerpo de caracteris-
tica nula, Hopck y PEDOE en (1). IEn (3), pag. 123, se utiliza para dicho
estudio la teoria de eliminacion. Nuestro propésito, en esle arliculo, es
Lratar algunos aspectos de esa cuestion, basandonos, principalmente,
en el conceplo de especializacion debido a v. d. WarrDpEN y en algunas
propiedades relativas al concepto de disjuncion lineul introducido por
A. Wem en (7).

Liste trabajo consta de dos partes. En la primera, de contenido pu-
ramente algebraico, cabe destacar: «) el teorema 3 que es equivalente
a la proposicion 18 del Cap. T de (7), y del cual damos una demostracion
independiente de la teoria de derivacion; y b) los teoremas 4 y 3, de los
cuales se deduce, esencialmente, el contenido de la segunda parte dedi-
cada a las aplicaciones geométricas.

I

Sea £ un cuerpo algebraicamente cerrado, A un subcuerpo de £,
A, el constituido por los elementos algebraicos y separables sobre 4, X'y
1" subcuerpos de Q extensiones del 4. Si X' N 4y = A diremos que 4 es
separablemente cerrado en X\

DeriNiciox. Se dice que X' y I' son linealmente disjunlos sobre A, si
cada sistema de elementos de X lincalmente dependientes sobre I', depende
linealmente sobre A. (**%).

(* W.TI.Cioow y B. L. VAN DER WAERDEN, 7. \A. G. IX, Math. Ann. 113,
(1937), pag. 692.

(**) I.os numeros entre paréntesis se refieren a la nota bibliogrifica.

(***) Iista definicién es equivalente a la de A. Wx1I, (7), pag. 6, prop. 3.
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Teoreva 1. Si w,,..., , son elementos de Q2 algebraicamente inde-
pendientes sobre X, X' y A (w, ..., w,) son linealmente disjuntos sobre .

Demostracién. Es suficiente demostrar la proposicion cuando es
r =1, pues el aserto, para r > 1 se deduce por recurrencia.

Sea w; un elemento de 2 trascendente sobre 2. Si gy ,..., 03, son ele-
mentos de X' linealmente dependientes sobre 4 (w;) tendremos :

a,6; + ... +a,0,=0 (11

siendo a;, i = 1,..., h, elementos no todos cero de 4 [w,] que podemos
suponer primos entre si. La relacion [1] y la trascendencia de , so-
bre A, exigen

-
390y + .. + Ay O = 0 2_!

=

siendo «;q el término de q; independiente de w;, y como no todos los a;,
son cero, la relacion [2] implica la dependencia lineal de oy ,..., o}, sobre A.

Leva 1. Si a es un elemento de A, se verifica:
2(@: 2= N4)@@: (&N 4). 3]

Demostracion. Sean f y ¢ los polinomios (normalizados) definidores
de las extensiones X' () y (&' N 4;) (o) respectivamente ; como ¢ es divi-
sible por f, los ceros de f son ceros de ¢ y por consiguiente pertenecen
a A, luego los coeficientes de f pertenecen a X' N 4, y en consecuencia
| = ¢ que implica la relacion [3].

TeoreMa 2. X y A, son linealmente disjuntos sobre X N .
Demostracién. Sean o, ¢ ,..., 05 elementos de X tales que
0=0,0; + ... +o0, con a; €4, i=1,.,k 1

Si « es un elemento primitivo de la extension (£ N Ay) (o) 5ooes o) ¥
m -1 su grado sobre X' N 4, tendremos

%; = by + byt -~ o + by ™ con by (2 N A), i 5]
De las relaciones [4] y [5] resulta

0 = bjg0;, + ... + bppoy -+

-+ (bll 0y + _%" bk] 0';,)0. '}_ e (blm 0y + .. "}_ bkm Uk) o™
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pero segun 137, 1, % ,..., «” son linealmente independientes sobre X, luego
o= b0, - ... 4 by 0y

La dependencia lineal de o, gy ,..., 0, sobre A, implica su dependencia
lineal sobre X' N A; de donde se deduce el aserto.

Lema 2. Si wy,..., o, son eclemenlos de Q algebraicamenle indepen-
dientes sobre X, se verifica

2wy 5eeey 0y) N %A (01 5eees 05 = (£ 0 A5) (0 <., @) 61

Demosiracion. Basta demostrar la proposicién cuando es r =1, va
que para r > 1 el aserto se deduce por recurrencia.

Sea w un elemento de £ trascendente sobre X, £ un elementlo de
2’ (w) algebraico v separable sobre 4 (w). Es suficiente demostrar que &
pertenece a (X' N 4,) (w).

Sean fy g elementos de 2'{w], primos entre si tales que { = f¢~1!;
como { es algebraico sobre A (w), se verifica :

G G PTG e gt =0

en donde a;, i =0, 1,...,n, son elementos de A [w] primos enlre si y
a, *+ 0. De [7] se deduce que q, es divisible por ¢, luego «,. { ¢ X [w] v,
en consecuencia, basta probar el aserto cuando es g = 1, es decir, cuando
es { = 0y + 07 0 + ... + 0y 0, o; € 2. Ahora bien, la relacién [7]
y la hipétesis de trascendencia de w sobre X' exigen :

Ay 0f 4 oo - g =0

siendo ¢;q el término de ¢; independiente de w, y como no todos los a;g
son cero, o, es algebraico sobre A4 ; por consiguiente ({ — o)1, o sea,
{1 =0, -+ ... + 0, w*! es algebraico sobre 4 (w), lo cual permite reiterar
el procedimiento llegando a la conclusion de que g, 0y ,..., 0}, son algebrai-
cos sobre 4. Si 4 es perfecto, la proposicion esta demostrada. Si 4 no es
perfecto y p es su caracteristica, existe un namero entero no negativo m
tal que la potencia p”-ésima de { = ¢y + 0y w - ... + 03 w® pertenece
a (£ n 4,) [w], pero { es separable sobre (X' N 4,)(w), luego { perle-
nece a (X N 4;)(w) y queda probado el aserto.
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TroreyMa 3. St ) .., o, son elementos de 2 algebraicamenle indepen-
dienles sobre 2, X'y i A (o, ,...¢ cu,)§s son linealmente disjuntos sobre 2 N As.

Demostracion.  Aplicando a X' (wy ,..., 0,) ¥ %A (w1 5-ees (u,)%S el teorema 2
resulta, leniendo en cuenta la relaciéon [6], su disjuncion lineal sobre
ZNA) (v, ..., »,); luego si gy ,..., 0, son elementos de X' linealmente de-
pendientes sobre }A(ay ..., wr); también lo son sobre (X N 4,) (@; 5 @) 3
ahora bien, en virtud del teorema 1, X' v (2’ N 4,) (w; ,..., w,) son lineal-
mente disjuntos sobre X N A4, luego oy ,..., g, son también linealmente
dependientes sobre X' N A, y la proposicion estda demostrada.

Liva 3. Si oy ,..., o, son elementos de 2 tales que 2 y 4 (wy ..., ,)
sean linealmente disjunlos sobre A, las X-especializaciones del sistema
(wq 5-.., w,) son sus A-especializaciones. (¥)

Demostracion.  Sea (wj ,..., ,) una A-especializacion de (w, ,..., ®,).
Iis suficiente probar que (w7 ,..., ") es Z-especializacion de (o ,..., ®,).

Sea f un polinomio del anillo X' [X] ... X,/] que posea el cero (w ,..., @,).
Sioy ..., oy, es un sistema maximal de elementos linealmente independien-
tes sobre A, elegidos entre los coeficientes de f, se verifica :

f=o0hi+... +afi
siendo f;, j = 1 ,..., h, polinomios del anillo 4 {X ..., X, 1. La disjuncion
lincal de 2'y 4 (@, ...., »,) sobre 4, exige que f;, j = 1,..., h, posea el cero
(0] 5oy ), TUEQO (01 ..., @), que es A-especializacion de (w; ..., ®,), s
cero de cada uno de los polinomios f; y por tanto es cero de f.

TroreMa 4. Sea (wy ,..., w,) un sistema de elementos de £2 que poseu
sobre X y A el mismo grado de trascendencia r. Si A es separablemente
cerrado en X, las Z-especializaciones de (w, ,..., ,) son sus A-especiali-
zaciones.

Demostracién. \) /1 es perfecto. Si r = 0, w, ,..., 0, pertenecen a A ;
si r > 0, una proposicion de v. d. WAERDEN (4), pag. 620 (Len>ia), ase-
gura la existencia de r nimeros naturales j, < n de modo que o ,..., ®,
pertenecen a }A4 (DT (L),-,I)';s; luego, segun el teorema 3, X' y 4 (w4 ,..., ®,)
son lincalmente disjuntos sobre 4 y el aserto se deduce del lema 3.

13) SiA no es perfecto y p es su caracteristica, sea 4; el cuerpo
constituido por los elementos & de Q tales que &” € 4, siendo m un nu-
mero entero. Los cuerpos 2'(4,) y 4, satisfacen las hipotesis de nuestra
proposicion :

(*) Se dice que (w;,..., @") es A-especializacion de (w,,..., w,), si de
/ (w3 ..., 0,)=0 se deduce f(w],...,w’) =0, siendo fe 4 [X;,..., X,].




Sobre el comportamiento de una variedad algebraica 129

) (o ,..., »,) posee el grado de irascendencia r sobre cada uno de los
cuerpos Ay y 2 (4,)

Pues 4; y 2'(4,) son extensiones algebraicas de 4 y X respectivamente.

b) A, es algebraicamente cerrado en X (A,).

Sin e X (d,), existe un entero m tal que n?” ¢ 2'; luego, si % es alge-
braico sobre A;, como por hipétesis es X' N A, = 4, existe un entero m’
tal que la potencia p™-ésima de #?" pertencce a 4, y por consi-
guiente 7 € 4. '

El cuerpo 4, contiene la raiz p-ésima de cada uno de sus clementos
y en consecuencia es perfecto, luego de A ) resulta, que las X' (4,)-especiali-
zaciones de (wy ,..., »,) son sus A;-especializaciones y como éstas son las
A-especializaciones de (o, ,..., ®,), (*), queda probado el aserto.

CoxstcuexNcia.  Si (w;,..., w,) es un sistema de elemenios de Q2 que
posee sobre X y A el mismo grado de {rascendencia, las Z—éspecializacioncs
de (wy,..., w,) son sus (X N A)-especializaciones.

Pues X' N 4 es separablemente cerrado en X.

TEorREMA D. Sea (wq,..., w,) un sislema de elemenlos de 2 que posea
sobre X' y A el mismo grado de trascendencia. Si A es separablemente ce-
rrado en A(wy ,..., w,), las Z-especializaciones de (v, ,..., ®,) son sus A-espe-
cializaciones.

Demostracion.  Aplicando a A(w, ,..., 0,) y s el teorema 2, se deduce
su disjuncion lineal sobre 4, ya que por hipotesis es 4 (wy ,..., 0,) N A, =4,
luego A(wy ,..., ®,) y 2 N 4, son linealmente disjuntos sobre A, lo cual
implica, segun el lema 3, que las A-especializaciones de (w, ,..., ®,) son sus
(2 N Ay)-especializaciones, que en virtud de la consecuencia del teorema
4 coinciden con sus A-especializaciones.

|

Sea /0 un cuerpo conmutativo cualquiera, £ un cuerpo algebraica-
mente cerrado extension del 4, tal que, para cada nimero natural imn,
posea m elementos algebraicamente independientes sobre A. Sea ., (2)
el espacio afin, sobre £, de n dimensiones.

Adoptando la terminologia de B. L. vAN pEr WAERDEN, llamaremos
«variedad algebraica sobre A de A, (£2)», o simplemente «A-variedad

(*) Pues si fed,[X,,.. X,] existe una potencia ¢ de p tal que

fredA[Xy,.., X,]; luego, si (] ,..., ,) es A-especializacién de (wy,..., w,), de
fl®y,..., w,) = 0 se deduce [f(w;,..., w.)]" = 0 y por tanto f(w},..., @) = 0.



130 R. Mallol

algebraicay, a cada subconjunto de A, (&) formado por los ceros comunes
a un sistema de polinomios del anillo ATX ,..., X,/]. Cada A-variedad al-
gebraica V, e¢s reunion finita de A-variedades algebraicas irreducibles,
determinadas, (ue reciben el nombre de A-componentes irreducibles de V.
s propiedad caracteristica de una A-variedad algebraica irreducible W,
la de coincidir con el sistema de las A-especializaciones de un punto P,
determinado salvo una isomorfia sobre 4, denominado « punto genérico
de W con relacion a /A ». Se llama dimensién de W a la de P sobre 4, es
decir, al grado de trascendencia, sohre A, del sistema constituido por las
coordenadas de P. Sir es la dimensiéon de W y X' es una extension de 4, (¥),
existe un punto genérico de W con relaciéon a 4 de dimension r sobre X.
Se dice que W es indivisible, si W es irreducible respecto de cualquier
extension de A.

TroreMA 1. Las X-componentes irreducibles de una A-variedad alge-
braica V, son sus (X N A;)-componentes irreducibles.

Demoslracion. Sean W, i = 1,..., k,las (X' N 4,)-componentes irredu-
cibles de V, d; la dimension de W, y P; un punto genérico de W, respecto
de X' N A de dimension d; sobre 2. En virtud de la consecuencia del
teorema 4 de I, las (X' N 4,)-especializaciones de I’;, son sus X-espe-
cializaciones, y, por consiguiente W, es el lugar geométrico de las
X-cspecializaciones de I°;, luego W, es irreducible, considerada como
X-variedad algebraica, de donde se deduce el aserto.

Consecvexcia 1. Las Agi-componentes irreducibles de una A-variedad
algebraica, son indivisibles.

Coxsectexcia 2. Si oy,..., w, son elementos de Q algebraicamente
independientes sobre A, las A(wy ..., w,)-componentes irreducibles de una
A-variedad algebraica, son sus A-componentes irreducibles.

Pues siendo w;,..., , algebraicamente independientes sobre A, del
Leorema 1 de I se deduce la disjuncién lineal de 4, y 4 (w, ,...* »,) sobre 4,
y, en consecuencia, A (wy,..., »,) N4, = A.

OservaciON. 1. Si J; es el ideal de (X' N 4;) [X; ,..., X, ] consti-
tuido por los polinomios que poseer el cero P;, y si 4; es el cuerpo exten-
sion del A obtenido por la adjuncién de los coeficientes de una base

(*) Por convenio «extensién de A» equivale a ¢subcuerpo de Q, exten-
sion del A, tal que £ posee m elementos algebraicamente independientes
sobre ¢él, para cada ntmero natural m ».
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de J;, entonces W, es 4,-componente irreducible de V' ; luego, las X-com-
ponentes irreducibles de V son sus A’-componentes irreducibles siendo
A" =A4(4,,...,4;); pero en virtud del teorema de la base (HiLBERT),
cada A, vy en consecuencia 4’ es una extension finita de 4 ; pero los genc-
radores de A; pertenecen a A, luego A’ = A(x) con o € A,.

TeornMa 2. Si W es una A-variedad algebraica irreducible, cada
2-componenle irreducible de W tiene la misma dimension que V.

Demostracion. En virtud de la observacién que precede, podemos
suponer X' =/ («) con o € 4. Seana ,..., o;, los conjugados de « sobre 4y f8
un elemento primitivo de la extension A (¢4 ,.... #;). Sea I’ = (§,,..., £))
un punto genérico de W con relacion a 4, W, una X-componente irredu-
cible de W y P, un punto genérico de W, respecto de 2'; I; es A-especia-
lizacion de P, y como f§ es algebraico sobre A, exisle una /-especializa-
cion de (f, P) de la forma (B,, P;), luego f; es elemento conjugado del
sobre A, y, por consiguiente f y f; se corresponden en una isomorfia
sobre /A, la cual es prolongable a una isomorfia

A (,85 51 9oy En) = A (ﬁis 51 ERRA E:l) _8_:

en donde &, &', j==1,..,n, son pares de elementos homologos.

De (8] se deduce: 1) (& ,..., &,) es un punio genérico I’ de W con
relacion a Ay 2) (B, P) es A-especializacion de (§;, P’).

De la definicion de (8;, P;) y de 2) se deduce que (f;, P;) es 4-especia-
lizacion de (B;, P'), luego P; es A (B;)-especializacion de P ; pere /A (f) es
una extension normal de 4, por consiguiente 8; € 4 (), luego 4(8;) =4 (p)
P; es, pues, A (f)-especializacion de P’, y a fortiori A(x)-especializacion
de P’; ahora bien, I, es punto genérico de una / («)-componente irre-
ducible de W, luego P; y P’ tienen la misma dimension sobre 4 (&), que
en virtud de 1) equivale a decir que W, tienen la dimension de W.

TrorEMA 3. Sea W una A-variedad algebraica irreducible (&, ,..., &,)
un punlo genérico de W con relacion a A. La condicion necesaria y sufi-
cienle para que W sea indivisible, es que A sea separablemente cerrado en

A (&g senes &),

Demosiracion. 1) La condicion es suficienle. Sca X cualquier ex-
lension de A ; segun ¢l teorema 1, las X-componentes irreducibles de W
son sus (X N 4;)-componentes irreducibles. Ahora bien (&, ,..., £,) tiene el
mismo grado de Lrascendencia sobre 4 v 2N A4, luego segun el teo-
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rema 5 de I, las A-especializaciones de (&, ,..., &,) son sus (' N 4,)-especia-
lizaciones, y, por tanto W es irreducible respecto de X N 4,, luego W
es irreducible respecto de X.

2) La condicion es necesaria. Sea o un elemento de 4 (&,,..., &,) N 4,
o’ un conjugado del « sobre 4 ; oo y &’ se corresponden en una isomorfia
sobre /1, que es prolongable a una isomorfia :

Ay &y E) = A (! &) ,eny ED) 9]

siendo Ey-, E/, j =1,...,n, pares de elementos correspondientes; luego,
(&1,..., &) es punto genérico de W con relacion a A, pero siendo W indi-
visible, (&,..., &,) v (&1 ...., &) son puntos genéricos de W con relacion
a /1 (2) y en consecuencia &, &' se corresponden en una isomorfia
sobre A (2)

Aoy &0 &) = A (e, &1L E) o,

o como clemento de A (&, ..., &,), tiene el mismo homoélogo en las iso-
morfias [97 v [107; luego oo =o', y como . € A es a S /.

Constevexcia 1. Cada A-variedad algebraica racional es indivisible.

Pues entonces es A (£, ,..., &,) = 4 (wy ,..., ®,) en donde o, ,..., », son
elementos algebraicamente independientes sobre A, y la disjuncion
lineal de A, y A (m ,.... »,) sobre 4 exige :

A (El seees En) ) ~’/1s = A.

ConsEcUENcia 2. Si W es una A-variedad algebraica indivisible,
también es indivisible cada A-transformada racional de W.

Pues si A es separablemente cerrado en A (&, ,..., £,) también lo es en
cada subcuerpo del A (¢, ,..., &,).

Troruma 4. Sea W una A-variedad algebraica irreducible. Si
P = (5(11) yeens ,(,1)) es un punto genérico de W con relacion a A, AN =
=/ (E“l” yeen Eﬁ,”) N 4, es una extension simple de A y existe correspon-
dencia « uno a uno» entre los conjugados A% de A sobre A y las compo-
nentes indivisibles de W. Si X es una exlension de A, la condicién nece-
saria gy suficiente para que las X-componenles irreducibles de W sean
indivisibles, es que cada AY) pertenezca a X.

Demostracién. En virtud de la consecuencia 1 del Leorema 1, y de la
observacion 1, se deduce que las componentes indivisibles de W son sus
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A (e)-componentes irreducibles siendo « un elemento de ,; P es punto
genérico de una de ellas W con relacion a A («), luego segun el teore-
ma 3 se verifica :

A) = A (o & oy ENYy A A @ = A (@, &V, ) 0 A

en consecuencia A (o) 2 AW y AW es, pues, una exlension simple A (B).
Si ) es elemenlo conjugado del M) sobre A, ) y B4 se corres-
ponden en una isomorfia sobre 4 que es prolongable a una isomorfia

APY ED L EDy = A, ED L ED) 1

siendo &Y, g9 7 =1, n, pares de elemenlos homalogos, de Ia cnal
se deduce

AP = A0, &) L&) L
que implie

A, ED L EDYy N A= A, 1

De [11] se deduce que PO = (E(lj) seor EDY 05 punto genérico de W
con relacion a A, v, por consiguiente, PP es punto genérico de una
A (f)-componente irreducible W& de W que segun [ 121 es indivisible ;
ademas si A1) + A6 es W <= W6 pues de no ser asi 00 seria punto
genérico de W respecto de A (BM), y por consiguiente £ v &7 i —1 ... n
se corresponderian en una isomorfia sobre A (f1)

AP ED ..., ED)

I

AP ..., EDy sy

y como /3(” 8 A (5(1) ,.{-‘f,”) los hom()]()ﬂm de B en las iqom()rfiu«; [1]'3

omponente m(hvml)le “ 70 de W5 segun el looromd 2, l’(” es punto

ik .
gencrico de W respecto de 4, y, en consecuencia £ 5, \’ & -1,...,n,

se (()]"l(’h])()ll(](‘]l cn una isomorfia sobre A

(1) A (R (k)
] (t EREEX] n ) - /I (51 geees En )
de la cual se deduce

(k)

AEY L ENY N A= AED L E) N A osea AP~ HED) LLEDH) N A,
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luego A(&‘l") yeens Ef,,"')) N A, es un cuerpo conjugado del AM sobre A.
Exisle, pues, correspondencia « uno a uno» entre los cuerpos conjugados
del A1) sobre 4 y las componentes indivisibles de W.

Sea X una extension de A tal que las X-componentes irreducibles de W
sean indivisibles. En virtud de la consecuencia 1 del teorema 1, podemos
suponer X C A, luego PP" es punto genérico de una de ellas respecto de X
y segtn el teorema 3 tendremos :

E=3E, .. &N =3¢ ..., ) n A,

v por consiguiente

IDAED . EDY A A = A

luego X conliene a lodos los conjugados de AM sobre 4. Sean
B9, j =1,.., h, los elementos conjugados del fM sobre A; cada punto
gencérico (£ ,...,§,) de W con relacion a 4, es punto genérico de una
}A (€150 &) N Asg—componente irreducible de W que es indivisible ;
pero A (&, ,..., &,) N A, cs uno de los cuerpos conjugados 4 (8®)) de 4 (B)
sobre A. Luego las 4 (B ,..., f®)-componentes irreducibles de W son
indivisibles asi como las X-componentes irreducibles de W si X' es una
extension de A que contiene a 4 (B ,..., B™).

OsservaciON 2. Una variedad algebraica V sobre A del espacio
proyectivo de n dimensiones P, (£2) estd definida mediante un sistema
de formas (polinomios homogéneos) I; del anillo 4 [X,, X ,..., X,,], las
cuales definen también un cono C algebraico sobre A del espacio afin
A1 () de vértice en el punto (0, 0,..., 0). Se verifica :

a) DeV=+V sededuce C+ C',ysiV=V,uVyes Ciu C, = C.
Basta tener en cuenta que los puntos de C distintos del (0, 0,..., 0)
son los representantes de los puntos de V.

b) Si V es irreducible lambién lo es C, y se verifica dim. C =
=dim. V + 1.

Si V es irreducible posec un punto I’ = (wg, o; ..., w,), de modo que
si I es una forma de 4 [X,, Xq,..., X,,] tal que F (w,,..., »,) = 0 también
es I (wg 075..., w,) = 0, para todo punto P’ = (wg, wy ,..., ;) de V.
Sea (w§, of,..., ©F) un representante normalizado de P, es decir, w] = 1
para algtn indice i, y sea { un elemento de f£2 trascendente sobre
A(of, ©f ..., o). Elpunto ({of, Lo ,..., o)) es punto genérico de C con
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relacion a A4, pues si f es un polinomio de A |X0, Xy e X, ] tal que
f{og, Lo ..., lo)) = 0 tendremos,

/m. (0);1; eery (’)n) t”‘ + + /0 (()0 EELLS] (’)H) - 0 [14]

siendo fg, k =0, 1,..., m la parte homogénea de grado k de f; la hipétesis
de trascendencia de ¢ sobre 4 (oy ,..., wf) v la relacion [14] exigen :
fi (@§ .., 0f) =0, luego si (wg,..., w,) es un punto de C tendremos :
f1 (0 4eo., @) = 0, y en consecuencia f(wg, 7 ,..., @) = 0. Ademas el
grado de trascendencia de 4 (o, {of ,..., toy), sobre 4 supera en una uni-
dadalde 4 (of ,..., wF) sobre 4, pues A (tw§, tof ..., tof)=A{, of ,...,0).

¢) Si A es separablemente cerrado en A (mf{ eeey 1) lambién lo es en

Ao, toT ..., toy).
En efecto’:

AW, of o, o N A, =4, of ..., 0,) N A (of .., m,.,)\S n A

pero la disjuncion lineal de ZA (08, 0F ..., 051, ¥ AL, ©F ..., oF) sobre
A(of, of ..., or), (teorema 1 de I), exige:

i i .
A, of, of ..., 0F) N4 (@F, of ..., 0F)is = A (0F ... )
luego
A, of ooy o) N A = /1

como se queria demostrar.
De a), b) y ¢) se deduce facilmente que los teoremas 1, 2, 3 y 4
subsisten en el espacio proyectivo.
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