DAS RINGSPEKTRUM MSOZ ;1/2]
von

RoLr KurrzeE

In [4] haben wir fiir C-orientierte Ringspektren E mit 1/2 e E°
eine Abbildung v : MSOR — E zwischen Ringspektren konstruiert
und in zwei Spezialfillen genauer studiert. In der vorliegenden Arbeit
untersuchen wir Zusammenhinge zwischen v und der Conner-Floyd-
Abbildung u : MUR — E, bestimmen die Struktur der Hopf-Algebra
MSOR, (MSOR) und beweisen ein exact functor theorem fiir MSOR,,
-Moduln.

E sei wieder ein Ringspektrum mit 1/2 € E° und der C-Orientie-
rung x*. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB #* = 1 (zur
Definition von #* vgl. z.B. [4], S. 359). Bezeichnet g die Abbildung

g : CP>~ MSO (2) > S2MSOR

mit R = Z[1/2] und wird 4; € E, (MSOR) erklirt durch 4, = -
(B2i+1) (1 = 0), so gilt nach [4], S. 360 E, (MSOR) ~ E [d\,d,, ...].
Weiter ist nach [2], Lemma 4.5 E, (MUR) ~ E,[by,b,, ...].

Die Vertauschungsabbildung = : MUR A MSOR -> MSOR ~
MUR induziert einen Ringhomomorphismus

7, : MUR, (MSOR) -~ MSOR, (MUR),

den wir spiter bendtigen. Bevor wir r, niher untersuchen, fiihren
wir noch einige Bezeichnungen ein. 5, : MUR, — MSOR, (MUR)

eal
werde durch MUR ~ S° ~ MUR — MSOR ~ MUR induziert. 7,
ist nach [2], §6 bekannt und wird dort 7, genannt. 3} m,x ! bezeichne
>0
die zu ¥ bx'*! inverse Potenzreihe. SchlieBlich sei ¢VUX : MUR,
>0
(MUR) -~ MUR,, (MUR) die Konjugation, die nach [2], Theorem
11.3 bekannt ist.
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Lemma 1: Fiir « € MUR,, gilt

Ty (0d;) = ma(o)mo;.

Bewss: 7', : MUR, -~ MUR, (MUR) sei der Hurewicz-Homo-
morphismus. Dann ist

T (0d) = Ty (1A~ )y (ab2i) = (u A~ 1)y MOF (aby) =
= (1~ 1)y ("2(e)mz;) = 72 () my;.
Nach (4], S. 360 ist
x 1 E*¥ (MSOR) — Hom*g, (E, (MSOR), E,,)
ein Isomorphismus. » : MSOR — E sei wieder erklirt durch
#(0) (1) = 1, %(v) (m) =0,

wobei m ein Monom in den d; (¢ > 0) bezeichne. x¥S0® ¢ MSOR?
(CP) ist definiert durch xS0R —= [g]. Fine einfache Rechnung mit
Kronecker-Produkten zeigt, daB '

Vg (BMSOR) = xF |+ 3 oy (6E)%, (1)
i=1

wobei ay; = %(v)g, (B2:) € E,i—,. Um die Koeffizienten ay; zu bestim-
men, betrachten wir die formalen Gruppen FMSOR (x y) und FE
(x,y) von MSOR und E. Bezeichnet ¢ (x) € E[[x]] die Potenzreihe
p(x) = x + X ap4%, so gilt nach [2], Lemma 2.13
1 >1
P(FE(x, y)) = v FYS0(g(x), o(y))- (2)

Hieraus kann man die Koeffizienten a,; berechnen; man erhilt z.B.
3
%y = — a“/z, Xy == (au —_ 0113)/4.

Wir untersuchen nun Beziehungen zwischen » und u. Das erste
Resultat lautet wie folgt
Sarz 2: Die folgenden Aussagen iiber E sind dquivalent:

1) af = O fiir alle 7 > I;
2) Das Diagramm

MUR _¥, MSOR

\'v
Y
E

u
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ist h-kommutativ;

3) Die formale Gruppe F*(x,v) ist [2]-typisch.

Bewels: (Zur Definition von [2]-typischen formalen Gruppen
vgl. [3], §3). 1) = 2) : Nach Voraussetzung liefern u und vu die Po-
tenzreihe h(x) = x. Daher ist u ~ vu (vgl. [2], Lemma 4.6). 2) - 3) :
Sei F(x,v) = X ai; &' v/. Wegen v, (¥50F) = 4F gilt al; = v, (al>°"),
also ist ai; = 0 fiir gerades 7 - J. Hieraus folgt FE(x, — x) = 0.

3) = 1) : Man beachte, daB FF™SOR(x, v) [2]-typisch und universell
fiir [2]-typische formale Gruppen iiber R-Algebren ist (vgl. [3], Theo-
rem 4.6, Theorem 5.6 und [4], Satz 7), und benutze (2).

Sarz 3: TFiir jedes C-orientierte Ringspektrum E mit 1/2 € E°
ist das Diagramm

MSOR _“y MUR
~__ Y M
v > E
h-kommutativ.

BewEgrs: Die Abbildungen v und pv liefern jeweils die Potenz-
reihe x + 3 ay; 2. Eine einfache Rechnung zeigt, daB somit v ~ uv.
i>1

COROLLAR 4: E sei ein C-orientiertes Ringspektrum mit 1/2 € E°.

vy 1 MSO,(X) ® E, —E, (X)

MSo,
ist genau dann ein Isomorphismus, wenn

U MU*(X)M%) E, - E (X)
ein Isomorphismus ist.
Bewrrs:  Aus [1], prop. 25, S. 38 folgt, daB v : MSOR —~ MUR
einen Isomorphismus

MSOR,(X) % MUR, -~ MUR,(X)

MSOR,

induziert. Hieraus folgt zusammen mit Satz 3 die Behauptung.
Wir wissen bereits, daB E, (MSOR) ~ E,[d,, d,, ...] mit d; = g,

(B2i+1). Um die Polynome g, (B2)€E, (MSOR) zu berechnen,

gehen wir von der Potenzreihe ¢(x) = x 4 ¥ 42" aus und bilden
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¢ '(x) = X 74", Nach (1) ist
i>1

2 = g7 (p(eF) = ¢! (0u (1908 = 3 wlo, (O]

i>1
Hieraus ergibt sich

(2B = T Aoy (xMSOR)TE.
(>3]

Nach [2], Lemma 2.15 gilt dann

0, (BY5°%) =7_§ 285, (3)

also haben wir

2i
T hiai €4(6) = 8xvu(B7) = vugu (B°7).

Da aus Dimensionsgriinden g, (85 ) = 0, ergibt sich schlieBlich

8ulB5) = — B hovrne dF — T Joue BB 4
Hieraus kann man die g, (f,;) sukzessive berechnen. Man erhilt z.B.
8+(B2) = a2, 84 (B,) = oy + 30pdy,
8+(Bs) = ag + (30, — 1403)dy + Sapds.
Fiir spatere Untersuchungen benétigen wir noch die Abbildungen
vk : MSOR, (MSOR) — E,(MSOR)
v3 : MSOR, (MUR) — E, (MUR).
Unter Benutzung von (3) ergibt sich

, X 241 .
vi‘(d;}lsoze) = vig*(ﬂ%Z?R) = g*“*(ﬁgiclm) = Zl'q'f,ziJ.-lg*(ﬂ?) =
7=

=k§0’12k+1,2i+1 dx +k§]}‘2k,2i+1g* (ﬂfk)- (%)
Man erhilt z.B. in Verbindung mit (4)

v}k(dl) = dl: ’v}g(dz) = dz — 3ﬂ%ld1/4.
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Nach [2], (4.4) gilt weiter

BI%) = 5 Bpvyii - (6)

7

vk (
Man hat z.B.

v5(61) = b1 + a1 /2, & (b)) = by + ay1b; + a3, 2.

Wir beschiftigen uns nun mit der Hopf-Algebra MSOR,, (MSOR).

h(x) sei die Potenzreihe &(x) = X 4, #%+! und 7, : MSOR,, — MSOR,,
=0
(MSOR) der Hurewicz-Homomorphismus. 7, kann man mit Hilfe

der Formel
N FMSOR(x, v) = h(FMSOR(h~1(x), h=1 (y)))

berechnen; zum Beweis verwende man die Methoden von [2], §6.
Man erhilt z.B. 95(a;y) = 3dy + ajp. Weiter sei 3 nx%+! die zu

>0
. . k . - q .
h(x) inverse Potenzreihe und 4; die 4i-dimensionale Komponente
von (X ).
i20

Sarz 5. Es gilt MSOR, (MSOR)~ MSOR,[4,, d,, ..].
Coprodukt

Pusox : MSOR, (MSOR) -~ MSOR,, (MSOR) ® MSOR, (MSOR),

MSOR,

Konjugation ¢¥$0k : MSOR, (MSOR) -~ MSOR, (MSOR), Coeins
¢ : MSOR, (MSOR) -> MSOR, und (4 ), : MUR,(MUR)--
MSOR,, (MSOR) haben die Eigenschaften

5UMsoze(fil.e) = ! dyg[H ® 4,
j+t=k

Cusor (@) = my

1 =0

E(d")z{o k>0

4 i=2k

Bewers: Die ersten drei Gleichungen beweist man mit den
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Techniken von [2], §11. Die letzte Gleichung folgt aus g ~ uf, wobei
f : CP = MU (1) — S2MUR.
Nunmehr sind wir in der Lage, den Homomorphismus

(v A v), : MSOR, (MSOR) -~ MUR,, (MUR)
zwischen Hopf-Algebren zu berechnen, denn es gilt offenbar
(v A )y = V& T, v MK,

cMSOR wird in Satz §, v in (5), 7, in Lemma I und v% in (6) beschrie-
ben. Man erhdlt z.B. (v A v),(d)) = by — 28} — ay1b,.

Unser néchstes Ziel ist die Herleitung eines exact functor theorem
fiir MSOR,-Moduln. Bekanntlich ist MU, ~ Z[x|, x;, ...] mit dim
%; = 2i; man kann annehmen, daB x, ; = [CP?~!] fiir jede Prim-
zahl p. Fiir n € N und ungerades p sei I(p, n) c MUR,, ~ R[x1, x,, ...]
das Ideal

I(p,n) = (P, %p_1, s Xpnmi_y).

Aus [5], Theorem 2.7 ergibt sich durch Lokalisierung
Lemma 6: Die invarianten, endlich erzeugten Primideale von
MUR, sind genau die Ideale O und I(p, #) mit p % 2 und neN.

MUR, sei wieder das in [4], S. 363 untersuchte Ringspektrum
von Adams; insbesondere gilt MURy, ~ R[x,, %,, ...]. Weiter ist

MSOR, == R[y1,%s, ...] (dim y; = 47). Fiir v : MSOR -> MUR,, hat
man nach [4], S. 363 :

vy (¥:) = 2. Y
Fiir n e N und ungerades p sei J(p, n) c MSOR,, das Ideal
J(:m) = (D, Yo pi2s -+ Vo1 )

LeMma 7: Die invarianten, endlich erzeugten Primideale von
MSOR,, sind genau die Ideale O und J(p, #) mit p 7= 2 und » e N.

BeEwxrrs: Man beachte MUR, ~ MUR,[x, #3,...] und bes-
timme unter Benutzung von Lemma 6 mit den Techniken von [7],
§6 die invarianten, endlich erzeugten Primideale von MURy, . Aus (7)
ergibt sich dann die Behauptung.

U sei die Kategorie der Comoduln itber MSOR, (MSOR), die
endlich prisentierte MSOR,-Moduln sind. Fiir U gilt das Filtrie-
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rungstheorem [6], Theorem 3.3’; hieraus ergibt sich zusammen mit
Lemma 7 wie in [7]
Sarz 8: G sei ein MSOR,-Modul. Der Funktor M -~ M ® G

MSOR,
auf Y ist genau dann exakt, wenn G die Eigenschaften hat:

1) $:6G -G ist monomorph fiir alle ungeraden Primzahlen p-
2) Yprpp : GlJ(p,m)G = G/J(p,m) G ist monomorph fiir alle
ungeraden Primzahlen $ und # e N.

Wir benutzen nun Satz 8, um ein universelles Koeffizienten-
theorem herzuleiten. KR bezeichne wieder das Ringspektrum der
komplexen K-Theorie mit Koeffizienten in R. KR*(—) spaltet nach
[1], S. 91 wie folgt

KR*(~) ~ K§(-) ® Kf(—).

K§(—) ist eine C-orientierte, multiplikative Cohomologietheorie mit
der Periode 4. Die Abbildung v, : MSOR,, > Ko, ~ R (die Theorien
seien im folgenden Z,-graduiert) macht R zu einem MSOR,.-Modul.
Wegen vy (y_y),) = 1 (man benutze das Diagramm von Satz 2)
sind die Bedingungen 1) und 2) von Satz 8 erfiillt. Daher ist MSOR,,

(X) ® R eine Homologietheorie auf der Kategorie der endlichen
MSOR,

CW-Komplexe und somit

v, ¢ MSOR, (X) ® R — Ko, (X)

MSOR*

ein Isomorphismus. Dies ist dquivalent zu einem Resultat von Adams
(vel. [11, S. 113, exercise 20).
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