UEBER HOMOLOGIEKLASSEN GEWISSER
TOPOLOGISCHER LOESUNGEN

JosEpH WEIER

Seien M eine dreidimensionale und N eine zweidimensionale orien-
tierbare zusammenhingende geschlossene Euklidische Mannifaltigkeit,
a; = ay Punkte aus N und [ eine simpliziale Abbildung von M in N.
Fiir i = 1,2 bestehe f—! (a;) aus endlich vielen paarweis zueinander frem-
den geschlossenen Streckenziigen .1;;, A,,, ... Sei x;; dic unten definierte
«natiirliche Orientierung» von A;. Es mégen x;; und x;, zur gleichen
« Klasse» gehéren, wenn eine in M gelegene Kurve (¢, 0 < v <1) mit
¢ € A;;und ¢; & Ay existiert derart, dass die geschlossene Kurve (f (c.),
0 < 7 < 1) innerhalb N nullhomolog ist. Sind y;, y,, ... gewisse der x;;,
Z;9, -.. und bilden die y; eine Klasse, so heisse Y] y, ein « Losungszyklus »
von (f, a,). Seien

Zits Zivs -

die Losungszyklen von (f, a,).
Befindet sich unter den Zyklen z;; keiner, der beziiglich M berandet,
so habe f den « Verschlingungstyp » Null. Sonst seien
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diejenigen der Zyklen z,,, z;,, ..., die beranden. Es bezeichne B die Menge
aller ganzen Zahlen f derart, dass eine in } gelegene endliche ganzzah-
lige 2-Kette w existiert mit w = ¥, ; und der Eigenschaft: die Schnitt-
zahl von (w, X z;) ist gleich f. Dann heisse B der « Verschlingungstyp »
der Abbildung f. Im allgemeinen ist B eine einzige Zahl. Es gilt das
folgende.

TueoreMm.  Der Verschlingungstyp ist eine Homofopieinvariante.

Wenn M und N Sphéren, so bilden die x;,, x;5, ... fiir i = 1,2 eine
einzige Klasse X, und es berandet X; beziiglich }. Der Verschlingungs-
typ ist hier gleich der Hopfschen Invariante.
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Bemerkt sei noch, dass die Ueberlegungen dieser Arbeit mutatis
mutandis fiir alle Dimensionspaare (2n-1,n) richtig sind. Die obige Vo-
raussetzung, dass n = 2, dient nur dem Zweck, das folgende Beweisver-
fahren abzukiirzen.

1. UeBeErR GEWISSE UMFORMUNGEN UND ABWANDLUNGEN

Die obigen Losungszyklen sind als Homologieklassen definiert. Es
erhebt sich die Frage, ob sich die Losungszyklen, indem man sich an
eine klassische Definition (vgl. [4]) anlehnt, auch als Homotopieklassen
erkldren lassen und ob der diesen letzteren Klassen entsprechende Ver-
schlingungstyp gleichfalls deformationsinvariant ist. Diese Frage ist zum
Beispiel fiir projektive Raume, die reell, komplex oder quaternional
sind, zu bejahen. Im reellen und komplexen Falle lésst sich das iibliche
Verfahren, dem Sphiren zugrunde liegen, ohne weiteres so erginzen,
dass es die in Rede stchenden Fille einschliesst. Im quaternionalen
Falle gelangt man, die speziellen Struktureigenschaften dieser Riume
(vgl. [1]) ausnutzend und diesen Eigenschaften das bekannte Sphéren-
verfahren anpassend, zu einem Beweis.

Von Interesse ist auch die Frage, welche Gestalt die weiterhin be-
handelten Verschlingungseigenschaften stetiger Transformationen ge-
winnen, bedient man sich der Co-Terminologie. Hier sei zunichst an
Verschlingungszahlen in [3] erinnert, wo bereits gewisse Cozyklen in
die Definitionen eingehen. Wie man iiberhaupt Schnitt- und Ver-
schlingungseigenschaften in einer eleganten Co-Ausdrucksweise formu-
lieren kann, entnimmt man [2]. -

In einer (2n + 1) — dimensionalen Mannigfaltigkeit besitzt jede
n-dimensionale Homologieklasse endlicher Ordnung eine sogenannte
Eigenverschlingungszahl. «Der Wertevorrat méglicher Eigenverschlin-
gungszahlen von 1-Ketten einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
ist eine topologische Invariante, die unter Umsténden noch da Mannig-
faltigkeiten zu unterscheiden gestattet, wo das stérkste uns bisher be-
kannte Unterscheidungsmerkmal, die Fundamentalgruppe, versagt»
(vgl. [5]). Dennoch dienen die in der vorliegenden Arbeit definierten
Verschlingungstypen weniger dem Zwecke, Abbildungen zu klassifi-
zieren, als dem Ziel, Bedingungen fiir die Existenz von Losungen gewisser
Gleichungssysteme zu gewinnen.

Die Integraldarstellungen des Brouwerschen Grades, denen man in
[7] als Integraldarstellungen der Hopfschen Invariante wieder begeg-
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net, lassen sich auch auf den hier behandelten Fall ausdehnen. Schon
um ihrer prizisen Gestalt willen sind solche Darstellungen héchst
interessant.

2. VERSCHLINGUNGSTYPEN STETIGER TRANSFORMATIONEN

Seien P, () orientierbare geschlossene Kuklidische Mannigfaltigkeiten
mit dim P — dim Q = 1, « ein Punkt aus Q, [ eine stetige Abbildung
von Pin Q und A = [~! (@) cin endliches eindimensionales Polyeder.
Zwei Punkte p, p’ aus A mogen zur gleichen Klasse gehoren, wenn. in P
eine p mit p’ verbindende Kurve (¢, 0 << T < 1) existiert von der Be-
schaffenheit, dass (f (¢;), 0 <C 7 < 1) in Q nullhomolog ist. Dadurch zer-
fallt A in endlich viele paarweis zueinander fremde Klassen Ay, A, ...
Hieraul seien K eine simpliziale Zerlegung von A, K; dic von K in A,
induzierte Orientierung und z;, k = 1,2, ..., die mit einer Orientierung
versehenen 1-Simplexe von K, lerner oy der Grad (vgl. [6]) von x; bei
(/, @). Dann ist ¥ o x; ein ganzzahliger Zyklus z; (vgl. [67). Wir nennen
z; einen « Lésungszyklus» von (f, «). Dic Zyklen

Zy, Zogy ..

bilden ein « vollstindiges System von Lésungszyklen » von (f, a). Jene z,,
die innerhalb P beranden, bilden ein « vollstindiges System berandender
Lgsungszyklen » von (f, a).

Wenn K cine simpliziale Zerlegung von P, L eine simpliziale Zerle-
gung von (, « cin Punkt aus einem n-Simplex von I und ¢ eine simpli-
ziale Abbildung von K auf L, so besteht ¢! (a) aus endlich vielen paar-
weis zueinander fremden doppelpunkifreien geschlossenen Strecken-
ziigen Sy, S,, ... Man iberlegt sich leicht: sind S;* einc Orientierung
von S; und o; der Grad von S;* bei (¢, a), so ist '¢;: = 1. Als « natiirliche
Orientierung » von S; beziiglich (¢, «) wollen wir diejenige bezeichnen,
die bei (¢, @) den Grad 1 hat. Ist y irgendeine simpliziale Abbildung
von P’ in (, besteht ! (a) aus endlich vielen paarweis zueinander frem-
den doppelpunkfreien geschlossenen Streckenziigen 7, 7,, ... und be-
zeichnen T';* eine Orientierung von T'; und z; den Grad von 7';* bei (y, a),
so ist j7;; < 1. Im allgemeinen befinden sich also unter den T; auch
solche mit 7; = 0. In der Einleitung wird angenommen, ohne dass dies
dort ausdriicklich erwahnt ist, es sei f von der Art der Abbildung ¢.

Sind M eine orientierbare dreidimensionale geschlossene Euklidische
Mannigfaltigkeit, weiter z, z’ zueinander fremde in M gelegene endliche
ganzzahlige eindinmiensionale Zyklen und berandet z inbezug auf M nicht,
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so wollen wir sagen, der « Verschlingungstyp » von (z, z) beziiglich M
sei Null. Gibt es in M eine endliche ganzzahlige zweidimensionale Kette
y mit j = z, so heisse die Schnittzahl von (y, z') eine « Verschlingungszahl »
von (z, z') beziiglich M. Besitzt das geordnete Zyklenpaar (z, z') eine
Verschlingungszahl # 0 beziiglich M, so heisse z ein mit z' beziiglich M
«verschlungener» Zyklus. Die Menge aller Verschlingungszahlen von
z, 2') beziiglich M bezeichnen wir im folgenden mit £ (z, z’) und nennen
sie auch den « Verschlingungstyp » von (z, z') beziiglich M. Im allgemei-
nen ist 2 (z, z') eine einzige Zahl.

 Nunmehr mogen M eine dreidimensionale und N eine zweidimensio-
nale zusammenhéngende orientierbare geschlossene Euklidische Mannig-
faltigkeit bezeichnen. Es seien ¢ = b Punkte aus N, f eine stetige Abbil-
dung von M in N und die Menge [—!(a) U f—* (b) ein endliches Polyeder einer
Dimension << 1. Wenn die letztere Dimension << 1, so sei der « Ver-
schlingungstyp » von (f, a, b) Null. Ebenso sei der Verschlingungstyp von
(f, a, b) Null, wenn (f, a) keinen berandenden Losungszyklus besitzt.

Sonst seien
zy, Z5, ...

ein vollstindiges System berandender Losungszyklen von (f, a) und z%,
zb, ... ein vollstindiges System von Losungszyklen von (f, b). Hier
heisse der beziiglich M gebildete Verschlingungstyp von (3 24, X z%), den
wir oben mit Q2 (X z4, X z%) bezeichnet haben, der « Verschlingungstyp »
von (f, a, b). Wir bezeichnen diesen letzteren Verschlingungstyp auch
mit 2 (f, a4, b), so dass also Q (f,a, b)) = 2 (X z2, X 2¢). Dass Q (/, a, b)
in Wirklichkeit nur von f, jedoch nicht von a und b abhéngt, zeigt sich
im letzten Abschnitt.

3. HiLrssATzE

Fiir diesen Abschnitl bedeuten n eine natiirliche Zahl, P eine (n + 1)-
dimensionale und Q eine n-dimensionale geschlossene KEuklidische Man-
nigfaltigkeit. Die weiterhin auftretenden Simplexe sind offen und grad-
linig. Endliche Polyeder sind aus endlich vielen solcher Simplexe zu-
sammengesetzt. Wenn S ein Simplex und f eine eineindeutige simpliziale
Abbildung von S in einen Euklidischen Raum, so heisse f (S) eine Zelle,
Sind «, b Punkte aus dem gleichen Euklidischen Raum, so istd (a, b
ihr Abstand. '

Seien a ein Punkt aus Q und (f*, 0 < t < 1) eine Homotopie von P in
Q, weiter f~"(a) fir alle Zahlen 7 ein endliches Polyeder A* einer Dimen-
sion < 1, ferner (f*, 0 < v < 1) eine Homolopie simplizialer Abbildungen
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von A% in Q, 1 die Identitil, {* fiir T << 1 eine eineindeulige Abbildung von
A® auf AT und (A% C A'. Dann heisse ((f*, a), 0 << = < 1) eine « Zylin-
derhomofopie » und (f*, 0 << 7 < 1) eine Zylinderhomotopie beziiglich a.

Lemya 1. Seien U eine in P offene Menge, a ein Punkt aus (, ¢
eine positive Zahl und f eine stetige Abbildung von U in Q mita i1 f (U — U).
Dann existiert eine stetige Abbildung [ von U in Q mit d (f, [) < e,
fi U—U={fiU— U und der weiteren Eigenschaft: dic Menge f~1 (a)
ist ein endliches Polyeder einer Dimension < 1.

Beweis. Es existieren eine positive Zahl ¢, eine in U offene Menge V
mit V C U und eine n-Zelle § in Q, so dass a Uy f(V) C S und d (a,
f(U—V)) > {. Alsdann bedeute P, ein in U gelegenes endliches Polyeder,
so dass, wenn W das Innere von P, beziiglich P bedeutet, V C W und
W C U. Man kann weiterhin annchmen, cs sei S ein Simplex.

Wegen dim P —dim =1 gibt es weiter eine simpliziale Abbil-
dung ¢ von P, in S mit d (/ P,, g) < min (¢, {) und der Eigenschaft,
dass ¢g~! (a) ein endliches Polyeder ciner Dimension < 1 ist.

Mit z(p)=d(p, V)/ {d(p, V) + d (p, W—v)) kann man dann [’ (p) =
=z (p)f(p)+ (1 —x(p)) g (p) fiir p & P, setzen. In allen iibrigen Punk-
ten sei /" (p) = [ (p)-

Leymia 2. Seien a ein Punkt aus Q, (f, 0 < v < 2) eine Homotfopie von
P in Q, U einein P offene Menge, {—! (a) C U und 6, e positive Zahlen < 1.
Dann ¢ibt es eine Homotopie (g7, 0 < v < 2) von P in Q derart, dass [* == ¢*
fir:1—t1 =90, (p)=¢" (p) fiirp €1 Uund allez, d(f*, g°) << e fiir alle T
und dass g—! (a) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1.

Beweis. Es gibt cine n-Zelle S mit a ¢ S C Q und eine in U offene
Menge V mit f~! (@) C Vund f (V) CS. Man kann fiirs folgende S als
Simplex voraussetzen. Nach Lemma 1 existiert eine stetige Abbildung ¢!
von P in Q, so dass f1 (p) = ¢* (p) fiirp el V, g1 (V) C S, d (f}, ¢") < &2
und g—1! (a) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1 ist.

Nun bhezeichne { eine Zahl mit 0 << { < d derart, dass d (f* (p), f* (p)) <
< eg/2firalle (p, 7) mitp 3 V und '1—17 <. Inallen (p, t) der vor-
genannten Art sei alsdann

Yo (p)=fU ="+t (p) fir 0<o< 1,
I P=R -+ G- g@E fir 1<o<2

Fir alle (p, 7), so dass p €1 V oder .1 — 7} >, sei ¢° (p) = [ (p). In
den verbleibenden (p, 7) mit p ¢ V und 0 < |1 — 7| < ¢ kann man
g"(p) = y &®) (p) setzen, wohei &(p) eine gewisse Zahl zwischen 0 und 2
bedeutet.
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Leaya 3. Seien E der n-dimensionale Euklidische Raum, a ein
Punkt aus E, U eine in P offene Menge, (f7, 0 < 7 < 1) eine Homotopie
von P in E, weiter

[T" (@ CU fiir alle ©

und (fy=!(a) fiir i==0,1 ein endliches Polyeder einer Dimension < 1.
Dann g¢ibt es eine Homofopie (¢°, 0 < v < 1) von P in E und Zahlen
0=17,y<{<..<?f,=1mit den Eigenschaften: aus f*(p)="¢* (p)
folgt p € Uund 0 < v <1, fir alle i ist ((¢°, @), {; < v < Cipy) eine
Zylinderhomotopie.

Beweis. Es bedeute V eine in U offene Menge, so dass V ein endliches
Polyeder CU und f~* (@) CV fiir alle 7. Dann setzen wir zunachst
g° (p) = f* (p)inallen (p, 7), fiir die nicht gleichzeitigp ¢ Vund 0 <t < 1.
- Man iiberlegt sich leicht: wenn : ein endliches (n + 2)-dimensio-
nales Polyeder, B ein in .1 gelegens (n - 1)-dimensionales Polyeder,
@ eine stetige Abbildung von B in I und ¢~ (a) cin endliches Polyeder
einer Dimension < 1, so giht es eine stetige Fortsetzung ¢’ von ¢ iiber
A derart, dass ¢'~! (a) ein endliches Polyeder einer Dimension < 2 ist.

Ist dann W die Menge aller (p, 7) mit p ¢ V und 0 << 7 < 1, so exis-
tiert eine stetige Abbildung v von W in E derart, dass y(p, 7) = f* (p)
fiir alle (p, 7) € W — W und 9~ () ein endliches Polyeder C einer Di-
mension < 2 ist. Bedeute K eine simpliziale Zerlegung von C.

Durch eine kleine Verschiebung von y, die y auf W — W unveréndert
lasst, kann man eine Abbildung ' von W in E gewinnen, so dass, wenn
C’ das Polyeder p'~1 (a) und K’ eine simpliziale Zerlegung von C’ bedeuten,
jedes 2-Simplex S aus K’ die Eigenschaft hat: es gibt Punkte (p,, 7,)
und (py, 7y) in S mit 7; ¥ T,

Bedeutet also X (z) die Menge aller Punkte (p, t) aus Wmitp ¢ V, so
ist y'~1(a) N X (7) ein endliches Polyeder C* einer Dimension < 1. Und
es gibt Zahlen 0 = &, < &; < ... < &, = 1 derart, dass die C* innerhalb
eines jeden offenen Intervalles (;£, &;.,) untereinander homdomorph
sind. Alsdann kann man ¢* (p) =9’ (p, 7) in allen (p, 7) mit p ¢ V und
0 <7< setzen. Sei ., =& (i =(& —&—y)/2und m="2r.

LEymyva 4. Seien U eine in P offene Menge, (a*, 0 < v < 1) von
T stetig abhingende Punkie aus Q, weiter f eine stelige Abbildung von U
in Qund a” e f (U — U) fiir alle T. Die Menge [~! (a®U aY) sei endliches
Polyeder einer Dimension <. 1. Dann existieren eine Homotopie (¢°,0 << 7
< 1) von Uin Q und Zahlen 0= ;<< {; < ... <(,,= 1, die die Eigenschaflen
haben: aus f (p) = g" (p) folgtp = U und 0 < v < 1, fiir alle i ist ((¢°, a),
{ < v < {yy) eine Zylinderhomotopie.
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Beweis. Es existieren Zahlen 0 = &, < &, < ... < §, =1, zu jedem
&; eine in U offene Menge U; und eine n-Zelle V; in Q derart, dass

f~1(a*) C U, fiir & <7< &4 und f(U;) CV,.

Wegen Lemma 2 gibt es dann weiter eine Homotopie (¢, 0 <t < 1)
von U in Q, die die Eigenschaften hat : aus / (p) = @~ (p) folgt p ¢ U und
0 <7< 1, weiter ¢~ (a") C U; und ¢* (iﬁ:-',-) CV, fir§ <7 <§&.,, jede
der Mengen ¢— % (a’i) ist ein endliches Polyeder einer Dimension < 1.
Offenbar bedeutet es keine wesentliche Einschriankung, wenn man
annimmt, V; sei ein Simplex und es gelte a” = @i fir & <7< &.1.
Alsdann fiihrt eine Anwendung von Lemma 3 den Beweis zu Ende.

4. IxvAriANZ DS VERSCHLINGUNGSTYPS BEI FESTEN BEZUGSPUNKTEN

Bis zum Ende dieses Abschnittes mogen M cine dreidimensionale
und N eine zweidimensionale zusammenhéngende orientierbare ge-
schlossene Euklidische Mannigfaltigkeit und a = b feste Punkte aus N
bedeuten. Der Begriff ciner Zylinderhomotopie ist im letzten Abschnitt
erklart.

In [6] wird nachgewiesen, dass der Verschlingungstyp gegentiber
Zylinderhomolopien invariant ist, ndherhin ist dort gezeigt:

Turoren 1. Sei (ff, 0 < v < 1) eine Homofopie von M in N,
die sowohl beziiglich a wie beziiglich b eine Zylinderhomotopie ist. Dann
ist der Verschlingungstyp von (f°, a, b) gleich dem von (f\, a, b).

- Zum Nachweis der Invarianz des Verschlingungstyps gegeniiber
beliebigen Deformationen geniigt es daher zu zeigen :

Tueorey 2. Sind f, f homotope Abbildungen von M in N und
f~1(@u b) U f~t(aU b) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1, so
existieren eine f in [’ iiberfiihrende Homotopie (f*, 0 <t < 1) und Zahlen
0=(<{ < ...<,=1, die die Eigenschaft haben : fiir alle i ist
(f, &; < v < {iyy) eine Zylinderhomolopie sowohl beziiglich a wie bezii-
glich b.

Beweis. Es existieren Zahlen 0=1{(, < < ... <, =1, zwei
n-Zellen V% V® in N und zu jeder Zahl {; zwei in M offene zueinander
fremde Mengen Ue, U® derart, dass a € V% b & V’ und

=7 (@) C Us, f~7 (b) C Uy, f*(Us) C Ve, (U2 CV?
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fiur {; <7< ;. ;. Wegen Lemma 2 kann man annehmen, es sei jede
der Mengen f~% (a U b) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1.
Alsdann folgt Theorem 2 aus Lemma 3.

Damit ist nachgewiesen :

TueorEM 3. Sind f, f homotope Abbildungen von M in N und
7 (@ y b) U '~ (a U b) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1,
so ist der Verschlingungstyp von (f, a, b) gleich dem von (f', a, b).

5. UNABHANGIGKEIT DES VERSCHLINGUNGSTYPS VON DEN
BEZUGSPUNKTEN

Die Bedeutung von M und N sei die gleiche wie im letzten Ab-
schnitt. Die hier nachgewiesene Unabhingigkeit des Verschlingungstyps
von den Bezugspunkten beseitigt auch eine Unsymmetrie in der obigen
Definition des Verschlingungstyps. Sind « 3 b Punkte aus N, [ eine
stetige Abbildung von M in N und f~* (a U D) ein endliches Polyeder
einer Dimension < 1, weiter z{ zZ, ... ein vollstindiges System beran-
dender Losungszyklen von (f, a) und 2%, 2%, ... ein vollstindiges System
von Losungszyklen von (f, b), so hatten wir ja 2 (f, a, b) = Q (2 z",
X z}) definiert. Offenbar ist diese Erkldrung beziiglich der Punkte a und
b formal unsymmetrisch : Wéhrend fiir a nur die berandenden Lo&-
sungszyklen herangezogen werden, gehen fiir & simtliche Losungszyklen
in die Definition ein.

Durch die Ueberlegungen dieses Abschnittes wird aber nachgewiesen,
dass Q (f, a, b) = Q(f, b, ). Sind %%, ¢5, ... ein vollstindiges System
berandender Losungszyklen von (f, b) und wire oben Q (f, a, b) als
Q (X 28, X ) definiert, so hiitte von Anfang eine symmetrische Erkli-
rung des Verschlingungstyps vorgelegen. Und auch dieser letztere Ver-
schlingungstyp fiele bei sphérischem M und N mit der Hopfschen Inva-
riante zusammen. Doch ist im allgemeinen die Anzahl der z,’»J grosser als,
die der %, es kann daher der Fall eintreten : z¢ ist mit z} beziiglich M
fiir wenigstens ein (i, k) verschlungen, doch gibt es kein (i, k) von der
Beschaffenheit, dass z% mit ;! verschlungen wire. In gewissem Sinne
ist also Q (X' z¢, Z z}) scharfer als Q (2 z2, 2 D).

Seien (ff, 0 <t < 1), i=1,2, Homotopien von M in N, fiir alle ¢
die Menge AT aller Punkte p aus M mit f{ (p) = f5 (p) ein endliches Po-
lyeder einer Dimension < 1 und (%, 0 < 7 < 1) eine Homotopie simpli-
zialer Abbildungen von M in N, {° die Identitit, £* fiir T << 1 eine einein-
deutige Abbildung von A° auf A®, schliesslich £ (A% C Al Dann heisse
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{(fis [3)} eine « Zylinderhomotopie ». Wenn f (M) ein Punkt a* aus N, so
schreiben wir statt (/, f3) auch (f;, a7).
Eine elementare Modifikation von Theorem 1 ist

TueorREM 4. Seien b ein Punkt aus N, (&%, 0< < 1) von t
stelig abhingende Punkte aus N — b, weiter (7, 0 < v < 1) eine
Homotopie von M in N, ferner ((f*, a®), 0 << v < 1) und ((f%, b), 0 < 7 < 1)
Zylinderhomofopien. Dann isl der Verschlingungstyp von (f, a® b) gleich
dem von (f, at, b), also 2 (f, a® b) = Q2 (f, a, D).

Auf Lemma 4 wollen wir zuriickfiihren :

TueoreM 5. Seien b ein Punkt aus N und a, a’ Punkte aus N — b,
weiter f eine stelige Abbildung von M in N und f~*(a U a’ U b) ein endliches
Polyeder einer Dimension < 1. Dann existieren von v stetig abhingende
Punkte (a*, 0 <7< 1) aus N — b mit a®= a und a* = a’, weiter eine
Homotopie (95, 0 < v < 1) von M in N und Zahlen 0 = 5, < {; < ... <
< {,, = 1 mit den Eigenschaften: ¢° = ¢ = [, fiir alle i sind ((¢°, a)
S << apund (95 D), I <t < L., Zylinderhomotopien.

Beweis. Sind %a’% von 7 stetig abhingende Punkte aus N — b mit
a® =a und a' = a’, so gibt es eine in M offenc Menge U derart, dass

f~1(a%) C U fiir alle z und U N J~1(b) = 0.

Setzt man noch ¢ =: f, U, so existieren nach Lemma 4 Zahlen 0 = £, <
< {; <<..<(,=1 und eine Homotopie {y*} von U in N mit den
Eigenschaften: ¢ = ¢ fiir i =0, 1, y* | U—U = ¢ | U—U fiir alle 7, fir
alle iist ((y%, a®), {; <t < Z;.,) ecine Zviinderhomotopie. Hierauf kann
man g* | U= »" und y*| M — U = f| M — U fiir alle 7 setzen.

Aus den beiden letzten Theoremen folgt :

TueorEMm 6. Seien b ein Punkt aus N und a, a' Punkle aus N — b,
weiter f eine stetige Abbildung von M in N und f~* (a U @’ U b) ein endliches
Polyeder einer Dimension < 1. Dann ist Q (f, a, b)) = Q (/, d’, b).

Wie Theorem 6 beweist man :

TueoreMm 7. Seien a ein Punkt aus N und b, b’ Punkle aus N -- a,
weiler f eine stetige Abbildung von M in N undf~* (a U b U 0’) ein endliches
Polyeder einer Dimension < 1. Dann ist 2 (f, a, b) = 2 (f, a, b').

Aus den beiden letzten Sitzen ergibt sich wie folgt, dass der Ver-
schlingungstyp von den zugrundegelegten Bezugspunkten unabhéngig ist.

Tureorey 8. Seien a# b Punkie aus N, ebenso a' # b’ Punkie
aus N, weiter [, ' homotope Abbildungen von M in N und f~* (aU b) U
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f~(a’" U b) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1. Dann ist
2 (f, a, b)= Q(f, d, b'). Unabhingig von den Bezugspunkien ist also der
Verschlingungstyp eine Homotopie invariante.

Beweis. Wie man sich leicht iiberlegt, gibt es Punkte a* und b* in N
derart, dass die Punkte a, b, a*, b* paarweis verschieden und dass auch
die Punkte o, b, a*, b* paarweis verschieden sind.

Nach Lemma 1 gibt es eine zu f homotope Abbildung f* von M in N,
so dass f*—7 (p) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1 fiir jeden der
Punkte p = a, b, a', V', a*, b*.

Wendet man hierauf die Theoreme 4, 6 und 7 an und zwar in der
Reihenfolge 4, 6, 7, 6, 7, 4, so ergeben sich die Gleichungen

Q(f, a, b) = Q(f*, a, ) = Q (*, a*, b) = 2 (f*, a*, b*) = Q (j*, d’, b*) =
=Q(* o, V)= (f, «, D).

Es sind also die Verschlingungstypen von (f, a, b) und (f', a’, b')
einander gleich.
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