UEBER EINE VERSCHLINGUNGSINVARIANTE

JosEpH WEIER

Es bezeichne P eine dreidimensionale geschlossene Euklidische Man-
nigfaltigkeit, und es seien z, z’ zueinander fremde in P gelegene endliche
ganzzahlige eindimensionale Zyklen. Der Zyklus z berande inbezug auf
P und die ganzen Zahlen. Bezeichnet dann y eine in P gelegene endliche
ganzzahlige zweidimensionale Kette mit

y=1z

so heisse die Schnittzahl von.y und z' eine beziiglich P gebildete «Ver-
schlingungszahl» von z und z'. Existiert beziiglich P eine von Null ver-
schiedene Verschlingungszahl von z und z’, so wollen wir sagen, z und 2’
seien miteinander « verschlungen ». Wenn P eine Sphére, so haben z und z
nur eine Verschlingungszahl.

Seien nunmehr P zusammenhidngend und orientierbar, Q eine zwei-
dimensionale zusammenhéngende orientierbare geschlossene Euklidische
Mannigfaltigkeit, a = b Punkte aus Q und A,, A,, ..., By, By, ... endlich
viele paarweis zueinander fremde doppelpunktfreie geschlossene Strek-
kenziige aus P, ferner f eine stetige Abbildung von P in Q mit

j~1(@=UA; und j~'(h)= U B,

Weiter seien y; eine Orientierung von B; und §; der unten definierte
Grad von y; bei f.

Die A; mogen wic folgt zu Klassen zusammengefasst werden. Es
seien A;, A;, zwei nicht notwendig verschiedene der A;und (¢, 0 <7 < 1)
eine in P gelegene Kurve mit ¢, € A; und ¢, € A4, ferner

(fc), 0L

innerhalb Q nullhomolog. Dann gehdren A; und A, zur gleichen Klasse.

Sind Aj, Aj, ... gewisse der A; und bilden die A, eine Klasse, so
seien x; eine Orientierung von A;', «; der Grad von A;" bei f, und es
heisse X' o; x; eine «Loésungszyklus» von (f, a).
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Wenn kein Lésungszyklus von (f, a) existiert, der beziiglich P he-
randet, so heisse f eine « unverschlungene» Abbildung. Hierauf mégen
Z], 22, .
die beziiglich P berandenden Lésungszyklen von (f, a) bedeuten. Alsdann

heisse f eine «unverschlungene» oder «wverschlungene» Abbildung, je
nachdem die beiden Zyklen

2z; und X B,y;

miteinander verschlungen sind oder nicht.

Offenbar ist die Abbildung f, sind P und Q Sphiren, dann und nur
dann verschlungen, wenn ihre Hopfsche Zahl von Null verschieden ist.

Im folgenden wollen wir zeigen :

Alle Abbildungen aus der gleichen Homolopieklasse von P in () sind
verschlungen, oder es sind alle Abbildungen dieser Klasse unverschlungen.

Bekanntlich ist die Hopfsche Invariante urspriinglich (vergleiche
[3] und [4]) fiir Abbildungen von (2n — 1)-Sphéren in n-Sphéren defi-
niert. Es liegen somit zunéchst zwei Probleme nahe : Verallgemeinerung
dieser Invariante auf Abbildungen von m-Sphiren in n-Sphiren bei
beliebigem m und n, Verallgemeinerung auf Abbildungen von (2n — 1)-
Mannigfaltigkeiten in n-Mannigfaltigkeiten. Das zweite Problem wird in
der vorliegenden Arbeit in Angriff genommen. Zum ersten Problem liegt
bereits eine verzweigte Literatur vor, die hier zu ordnen nicht unsere
Aufgabe sein kann. Hingewiesen sei lediglich auf einige ganz bekannte
Arbeiten. In [5] hat G. W. Whitehead einen Homomorphismus

o7, (8% - m, (S2r1)

fiir alle r, n mit r < 3n — 3 definiert, der sich als Verallgemeinerung
der Hopfschen Zahl erweist. Die Ungleichung r < 3n — 3 kann durch
die schirfere r << 3n — 3 ersetzt werden, wie A. L. BLAkERs und W. S.
Massey gezeigt haben. In [2] hat P. J. Hivrox einen Homomorphis-
mus f: 7, (8%) - @41 (S?) fiir alle r, n erklirt. Wenn F die Freudent-
halsche Einhidngung von 7, (S2#~1!) in 7, (S?") bedeutet, so gilt f=F«
fiir alle (r, n), in denen « definiert. Die Abbildung F, die hier in die Theorie
der Hopfschen Invariante cintritt, wird zum Beispiel in [1] ausfiihrlich
behandelt.
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1. VOLLSTANDIGE  SYSTEME VON LOSUNGSZYKLEN

Sind P’, Q geschlossene Euklidische Mannigfaltigkeiten mit
dim P — dim Q=1, weiter (f, 0 <7< 1) und (g7, 0 < 7 < 1) Ho-
motopien stetiger Abbildungen von P in Q, ferner fiir alle = die Menge A®
der Punkte p € P mit f7(p) = g7 (p) ein endliches Polyeder einer Dimen-
sion < 1, schliesslich (", 0 <t < 1) eine Homotopie simplizialer Abbil-
dungen von A° in P, {% die Identitit, £ fir v << 1 eine eineindeutige
Abbildung von A® auf A® und (A% C .Y, so heisse H = ((f ¢°),
0 < 1< 1) cine « Zylinderhomolopie» von P in (.

Die Bedeufung von M, N und A, die bis zum Schluss fest bleibe, ist
folgende. Es sind M, N orientierbare zusammenhingende geschlossene
Euklidische Mannigfaltigkeiten mit dim M = (dim N) 41 > 1. Fir
jedes Paar eindeutiger Abbildungen f, ¢ einer Menge A in eine Menge B
ist 2(f, ¢9) die Menge aller Punkte p aus A mit f(p) = ¢ (p). Weiterhin
sind Simplexe offen und gradlinig. Wenn S ein solches Simplex und h
eine eineindeutige simpliziale Abbildung von S in einen Euklidischen
Raum, so heisse h (S) Zelle.

Seien nun f, g stetige Abbildungen von M in N und A(f, ¢) ein end-
liches Polyeder A einer Dimension < 1, ferner ¢, a’ Punkte aus A und
(b7, 0 <t < 1) eine in M gelegene Kurve mit ° = a und b = a’ derart,
dass

G, 0<T<1; g, 1>7=0)

innerhalb N nullhomolog ist. Dann mégen a und a’ zur gleichen « geo-
metrischen Losungsklasse» von (f, g) gehoren. Da A nur endlich viele
Komponenten hat und jede Komponente von A innerhalb einer einzigen
geometrischen Losungsklasse von (f, ¢) liegt, ist die Anzahl der vor-
genannten Klassen endlich.

Die Bedeutung von /, ¢ sei die gleiché wie im letzten Absatz. Weiter
sei A eine geometrische Losungsklasse von (f, g). Wenn A nulldimen-
-sional, so sei jede «zu . gehorige algebraische Losungsklasse» von
(f, g9) gleich Null. Sonst seien K eine simpliziale Zerlegung von A, B;
die 1-Simplexe von K, b; eine Orientierung von B; und f; der unten
definierte Grad von b; beziiglich (f, g). Dann heisse X 3, b; eine «zu (A, f, ¢)
gehirige algebraische Losungsklasse». In meiner Arbeit : « Zur Topologie
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten », Monatshefte fiir Mathematik
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62 (1958), 163-172, habe ich bewiesen, dass jede algebraische Lisungs-
klasse ein ganzzahliger Zyklus ist. Wir bezeichnen deshalb X' f;b; auch
als einen «zu (4, f, 9) gehérigen Zyklus » oder als einen « Losungszyklus »
von (f, g). Ein solcher Lgsungszyklus heisse berandend, wenn er inbezug
auf M berandet. Sind

Ay Ay,

die geometrischen Losungsklassen von (f, g) und z; fiir alle i ein zu
(A, f, 9) gehorender Zyklus, so heisse das System

~ ~
Z1s K9y aee

ein « vollstindiges System von Lésungszyklen» von (f, ¢g). Dieses System
ist also bis auf Unterteilungen eindeutig bestimmt. Sind z;" die beran-
denden z;, so mégen dic

r ’
23, Zoy e

ein « volistindiges System berandender Lésungszyklen» von (f, g) heissen.
Losungszyklen von (f, g), die zur gleichen geometrischen Losungsklasse
von (f, g) gehoren, bezeichnen wir als « dquivalent». Ist z ein Losungs-
zyklus von (f, g), so bedeutet im folgenden E (z) die Menge aller zu z
dquivalenten Losungszyklen von (f, g). Man bestitigt leicht : sind z., z,
dquivalente Losungszyklen von (f, ¢), so gibt es einen Losungszyklus z
von (f, ¢), der gemeinsame Unterteilung von z, und z, ist.

Es eriibrigt uns noch eine Erklirung des Grades, wie er oben benutzt
wird. Hierzu seien n ecine natiirliche Zahl, S ein (n + 1)-Simplex, T ein
n-Simplex, S* eine Orientierung von S, T* eine Orientierung von T,
A ein in S gelegenes 1-Simplex, ¢q ein Punkt aus A, B ein n-Simplex mit
ge BC S und AN B =g, ferner A* eine Orientierung von A und B*
eine solche Orientierung von B, dass S* durch (A*, B*) bestimmt wird.
Ueberdies seien B’ die von B* in B — B und T’ die von T* in T — T
induzierte Orientierung. Sind dann f, ¢ stetige Abbildungen von § in T
mit A (f, g) = A und h(p) fir alle Punkte p aus B — B die Projektion
von f(p) auf T — T aus g(p), so heisse der Grad der Abbildung
h: B’ - T'auch der « Grad »von A* beziiglich (S*, T%, {, ¢).

Wenn hiernach f, g stetige Abbildungen von 3 in N, A (f, g) ein end-
liches Polyeder P einer Dimension <1, A ein in P gelegenes und dort
offenes 1-Simplex, A* eine Orientierung von A und der Grad von A*
bei (f, g) in Rede steht, so ist dies niherhin so gemeint: fiir alle Ab-
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schnitte dieser Arbeit liegen feste Orientierungen M*, N* von M, N zu-
grunde, und es ist der Grad beziiglich (f, 9) genauer der Grad beziiglich
M*, N*, f, g).

Ist H = ((f*, 97), 0 <7 < 1) eine Zylinderhomotopie von M in N und
bezeichnet A® das Polyeder A(f% g¢?), so existiert eine Homotopie
(t, 0 < 7 < 1), simplizialer Abbildungen von A° in M derart, dass #°
die Identitét, * fiir T << 1 eine eineindeutige Abbildung von A® auf A*
und £ (A% C A'. Wir bezeichnen (f, 0 < v < 1) auch als eine «zu H
gehérige 2-Homotopie ».

Turorem 1. Sind H = {(ff, gf)} eine Zylinderhomotopie von M
in N, {t’} eine zu H gehérende 2-Homolopie, A eine geometrische Losungs-
klasse von (f°, ¢° und A’ das Polyeder £ (A), so yibt es eine A’ enthaltende
geometrische Losungsklasse von (f1, gV).

Beweis. Wenn a’ + b’ Punkte aus A’, so gibt es Punkte a + b in
A derart, dass ! (a) = «' und 1(b) = b’. Fiir alle 7 sei «* = {7 (a) und
h™ = (7 (b).

Da a und b zur gleichen geometrischen Lésungsklasse von (f°, ¢%
gehoren, existiert cine in M gelegene Kurve (¢, 0 < v < 1) mit ¢ = «
und c¢'= b derart, dass die geschlossene Kurve (°(c?), 0< 7 <1
g°(c®), 1 = v =0) innerhalb N nullhomolog ist.

Zum Nachweis, dass a’ und b’ zur gleichen geometrischen Losungs-
klasse von (f1, g') gehdren und also A’ in einer geometrischen Losungs-
klasse von (f, ¢) liegt, geniigt es zu zeigen, dass die geschlossene Kurve

(@), 1=t=0; i), 0<t<1; ), 0<T<1;
P, 1=7t=0; ¢l 1=7=0; gl(@a), 0<7<1)
innerhalb N nullhomolog ist.

Nun lidsst sich offenbar die letztere Kurve innerhalb N in die
geschlossene Kurve

@), 1=Z2t=0; %) 0<t<1; ff(d), 0 <t<1;
g0, 1=27=0; ¢°), 1 =7t>0; ¢g7(@), 0<7T<<)

deformieren. Die so gewonnene Kurve kann man in die Form

@), 0t L1; 7)), 0<T<1; ¢g°(bY), 1 =7t =0:
@), 1 =27=0; ¢(a), 0<KT<1; f(ad), 1=712=0)

4 — Collectanea Mathematica,
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umschreiben. Aus dieser Form fallen aber die beiden Teile

@), 0<r<1; ¢g°(d9), 1 =7 =0)
und
@), 0<t<1; (@), 1 =7=0)

heraus, da f*(a%) = ¢*(a®) und f7(b%) = g7 (b?) fiir alle 7. Man gelangt also
wieder zu der geschlossenen Kurve (f9(c?), 0 <7 <15 ¢°(c®), 1 =7 =0),
die ja innerhalb N nullhomolog ist.

Tueoren 2. Sind H = {(f%, ¢°)} eine Zylinderhomotopie von M
in N, ferner {#{ } und {3} zu H gehsrige A-Homotopien, A eine geometrische
Losungsklasse von (f°, ¢°) und B; die das Polyeder f; (A) enthaltende geo-
melrische Ligsungsklasse von (f1, g%), so gilt B; = B,.

Beweis. Es geniigt nachzuweisen, dass #1 (1) = £} (A). Hierzu bezeich-
ne o die obere Grenze aller Zahlen f >0 mit der Eigenschaft: fiir
0 <7< B ist f{(A) = 3(A). Aus Stetigkeitsgriinden ist dann
£1(A) = £5(A). Die Annahme, cs sei o < 1, fithrt wie folgt auf einen
Widerspruch. Zunéchst zwei cinfache Bemerkungen.

(1) Firaller < 1 und i = 0,1 ist #/ (A) eine geometrische Losungs-
klasse von (f*, ¢%).

(2) Es gibt eine posilive Zahl &, so dass fir alle 7 gilt : wenn A, A”
geometrische Losungsklassen von (f7, g*) mit d(A’, A”) < g, soist A’ = A"

Bedeutet hierauf 8 eine Zahl mit « << # <1 und hinreichend klei-
nem B — a, so ist d(t{ (A), 3 (A)) < ¢ fiir alle « < 7 < B. Sei y eine
feste Zahl mit o <y < B. Dann ist £ (4) und ebenso # (A) nach (1) eine
geometrische Losungsklasse von (f7, g?). Wegen (2) ist (4) = £ (A).
Somit gilt § (4) = #; (A) fiir 0 < 7 < B im Widerspruch zur Erklirung
von o.. Theorem 2 ist also richtig.

Seien H = {(/’, gT)} eine Zylinderhomotopie von M in N, {t’} eine
zu H gehérige 2-Homotopie, A eine Losungsklasse von (f0, g°), weiter A’
das Polyeder #(A) und A! die A’ enthaltende Losungsklasse von (f1, g%).
Dann bezeichnen wir Al als «die A zugeordnete Losungsklasse» von
9

Nach Theorem 2 ist die Erklirung der zugeordneten geometrischen
Lésungsklasse eindeutig.

Sind z ein Losungszyklus von (f° ¢%, A die z entsprechende geo-
metrische Losungsklasse von (f9, ¢°), weiter A’ die A zugeordnete geome-
trische Losungsklasse von (fi, ¢%) und z’ ein zu (A, f4, ¢') gehorender
I.osungszyklus, so bezeichnen wir z' als « einen z zugeordneten Lgsungs-
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zyklus » von (f1, ¢'). Den vorstehenden Definitionen zufolge ist die Menge
aller z zugeordnefen Losungszyklen von (f1, ¢v) gleich der Menge aller mit 7'
dquivalenten Losungszyklen von (fi, g%).

2. DEFORMATION DER LOSUNGSZYKLEN

Die Bedeutung von M, N, 4 und E ist schon im ersten Abschnitt
erklirt. Danach gilt unter anderem folgendes. Wenn f, g stetige Abbil-
dungen von M in N, so bedeutet A (f, g) die Menge aller Punkte p aus
M mit f(p) = g (p). Seien A(f, g) ein endliches Polyeder einer Dimension
<1 und A eine geometrische Losungsklasse von (f, g). Wenn dann z
ein zu (4, f, 9) gehorender Losungszykluss, so bezeichnet E (z) die Menge
aller zu (4, f, g) gehoérigen Losungszyklen.

Bis zum Ende dieses Abschnittes bedeute H = ((f%, ¢, 0 <7< 1)
eine Zylinderhomotopie von M in N.

Turonem 3. Seien A%+ B geomelrische Lésungsklassen von (f°, ¢Y),
ferner A die A sowie B! die B° zugeordnete geomelrische Lisungsklasse
von (f', ¢). Dann ist A1 + B.

Beweis. Bezeichnet (¢, 0 <t < 1) eine zu H gehorige A-Homotopie,
so fithrt die Annahme, es existiere cine Losungsklasse C von (f%, ¢') mit
(A% U f1(B% C C, wie folgt auf einen Widerspruch.

Wenn a ein Punkt aus A% b ein Punkt aus B% und a” = #* (a) sowie
b* =17 (b), so ist f*(a®) = ¢*(a®) und [*(b7) = ¢7(b") fir alle, a* € C
und b ¢ C. Da a' und b in der gleichen Losungsklasse von (f, ¢%)
liegen, gibt es eine in M gelegene Kurve (d%, 0 < v < 1) mit d° = «! und
d* = b derart, dass die geschlossene Kurve (f1(d%), 0 <t < 1; ¢1(d),
1 = 7 = 0) innerhalb N nullhomolog ist. Wir betrachten nun die @ und b
innerhalb M verbindende Kurve (a%, 0 <7 1; 47, 0 <t <1; b7,
1>27t=0). Sei er=¢« fir 0 <t <1, e"=d! fir 1 <7<2 und
et = b7 fiir 2< 7 < 3.

Dann ist (f%(e?), 0 <t <3; ¢%en), 3 =1t =0) innerhalb N null-
homolog, wie wir zeigen wollen : Zunéchst kann man (f°(a?), 0 <7< 1;
d), 0 =t<1; fO9), 1=7=0; g%, 0< 7 <15 ¢o°d),
1>7>0; ¢°(@), 1 =7 =0) innerhalb N in

@), 0<t<1: frd), 015 (), 121=20;
gw), 0wl W), 1l zt=20; ¢(@) 1 =720

4* -~ Collectanea Mathematica.
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deformieren. Die letztere Kurve ist gleich (f1(d%), 0 <t < 1; f7(b),
127205 7)), 0<7t<1; ¢g1(@),127t=20; g°(@), 1 =7 =0;
ff(@), 0<t<1). Von hier gelangt man, da f*(a’) = ¢* (a*) und
fF(b") = g° (b7) fiir alle 7, wie im Beweis von Theorem 1 zu der
nullhomologen Kurve (f1(d%), 0 <7 < 1; ¢'(d"), 1 = v = 0). Es liegen
mithin a und b in der gleichen geometrischen Losungsklasse im Wi-
derspruch zur Voraussetzung.

TueoreEm 4. Sind y% z° Losungszyklen von (f°, ¢°) mit E (y°) + E (2%,
ferner y! ein y° und 2! ein 2° zugeordneter Lisungszyklus von (f1, gY), so ist
E (yY) + E (Y.

Beweis. Bezeichnet A’ die zu y* und B’ die zu z* gehorige geome-
trische Losungsklasse von (ff, ¢%), so ist A°-+ B® wegen E (y°) + E (29,
nach Theorem 3 daher A!+ B1, folglich E (y') + E (z), wie behauptet.

TueorEM 5. Seien {f} eine zu H gehérende A-Homotopie, A® fir
i = 0,1 das Polyeder 2 (f’, ¢*), ferner B ein in Al offenes 1-Simplex mit

B C Al — (A

und b eine Orientierung von B. Dann ist der Grad von b bei (f, ¢g*) Null.
Beweis. Sind ¢ ein Punkt aus B, weiter ¢ eine Zahl mit 0 < { < 1
und hinreichend kleinem 1 — £, ferner S eine hinreichend kleine n-Zelle

mit ¢ € S CM und SN Al =g, so gibt es eine in N gelegene n-Zelle T
derart, dass

Snaf, ) =0 fir{< 1<1, fFUFE)CT fir (<<

Das folgt leicht daraus, dass g €1l (f7, g°) = (4% fir { <<,
q €111(A% und f*(g) = ¢'(9)-

Man kann weiterhin annehmen, es seien S und 7 Simplexe. Fir
alle (p, 7) mit p € S—Sund { <7 <1 sei h* (p) die Projektion von
f*(p) auf T — T aus ¢* (p). Dann ist die Abbildung h5: S —S > T — T
unwesentlich, da f¢(p) + ¢°(p) in allen Punkten p aus S. Mithin ist
auch A! unwesentlich.

THEOREM 6. Seien z;, z,, ... ein vollstindiges System von Lgsungs-
zyklen von (f°, ¢°) und z ein Lésungszyklus von (f', ¢*), ferner z; ein z,
zugeordneter Lésungszyklus von (f1, ¢b). Es sei

E (2) + E(z,) fiir alle i.

Dann sind simtliche Koeffizienten von z Null.
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Beweis. Es bezeichne B die durch z bestimmte geometrische Loésungs-
klasse von (f, ¢'). Sei A= A (f%, ¢). Existierte ein Punkt a in A° mit
' (a) ¢ B, so wire, wenn C die a enthaltende geometrische Losungs-
klasse von (f% ¢° bedeutet, B die C zugeordnete geometrische L&-
sungsklasse von (f1, ¢%). Also existierte ein z; mit E (z;') = E (z). Das ist
aber nicht der Fall. Mithin B C Al — £ (49). Alsdann folgt Theorem 6
aus Theorem 5.

—

TueorEMm 7. Seien { l’} eine zu H gehorige A-Homotopie, K eine
simpliziale Zerlegung von A (f°, ¢°), L eine simpliziale Zerlegung von A (f1, ¢%)
und ' eine simpliziale Abbildung von K in L. Weiler seien B ein 1-Simp-
lex aus L, A, die durch £ in B abgebildeten 1-Simplexe von K, x; eine
Orientierung von A;, y eine Orienlierung von B, ferner «; der Grad von
x; bei (f°, ¢°) und B der Grad von y bei (f1, g*). Dann gili X« &; = B,
wobei ¢; gleich 1 oder — 1, je nachdem t (x;) und y gleich orientiert sind
oder nicht.

Beweis. Man kann annehmen, x; sei jene Orientierung von A,, die
durch #! in y iiberfithrt wird. Bezeichnet nidmlich x;” die zu x; entgegen-
gesetzte Orientierung und «; den Grad von x; beziiglich (f°, ¢°), so ist
o, = — o

Sei ¢ ein Punkt aus B. Dann kann man weiterhin voraussetzen, es
existiere in M ein (n 4+ 1)-Simplex 3 ¢ und in N ein n-Simplex
311 (9) = ¢* (¢). Hierauf gibt es n-Simplexe S und 7T mit

geSCM, SNA(, ¢H=q [ (S)UGES) CT.

Bezeichnet nunmehr { eine Zahl mit 0 < { << 1 und hinreichend
kleinem 1 — , so besteht SN (A;) fiir alle (i, ) mit { <7< 1 aus
einem Punkte a; und die Menge SN A(f, ¢7) aus den paarweis ver-
schiedenen Punkten aj, a3, ... .

Hierauf seien S;, S,, ... paarweis zueinander {fremde n-Simplexe mit
a e S; C S, weiter S* eine Orientierung von S und 7* eine solche von T
Es mogen S’ die von S* in S-S, T dievonT*in T — T und S, die
von S* in §; — S, induzierte Orientierung bezeichnen. IFerner seien h; (p)
fir p e S; — S, die Projektion von /¢ (p) auf T — T aus ¢ (p) und h* (p)
fir pe § — S die Projektion von f* (p) auf T — T aus g (p). Der
Grad der Abbildung h* : S" — 7" heisse 7, der Grad der Abbildung h; :
S/ - T’ heisse p,. Dann ist X'y, = 9* und 9° = 9%, also Xy, = oL
Aus der letzten Gleichung erhédlt man Theorem 7, indem man auf
eine obige Erklirung des Grades zuriickgeht.



54 J. Weier

LeEmMA. Seien A° Al endliche eindimensionale Polyeder, K' eine
simpliziale Zerlegung von A’ und f eine stiickweis affine Abbildung von
A% in A, Dann existiert eine simpliziale Unferteilung L von K?, so dass f
-eine simpliziale Abbildung von L9 in L ist.

Beweis. Zunichst gibt es eine simpliziale Unterteilung K von K°,
so dass f auf jedem Simplex von K% affin ist. Diejenigen Eckpunkte
von K%, deren Bild bei f nicht Eckpunkt von K ist, mogen a,, a,, ...
heissen. Dann entsteht L' aus K%, indem man K! durch die Eckpunkte
f (@) erginzt. Mit einem jeden 1-Simplex S aus K% verfahren wir wie
folgt : Wenn f (S) ein Simplex aus L1, so bleibe S unverindert. Sonst
seien bi, by, ... die in f(S) gelegenen Eckpunkte von L. Dann fiigen wir
die Punkte f~!(d;) den Eckpunkten von K hinzu und gelangen auf
diese Weise zum Komplex L°,

TueEOREM 8. Sind 20 ein Lisungszyklus von (f9 ¢°), 2 ein z° zugeord-
neter Lisungszyklus von (f, g') und {1} eine zu H gehérige A-Homolopie,
so existieren eine simpliziale Zerlequng y° von z° und eine simpliziale
Zerlegqung y* von z* mit £1(y°) = y.

Beweis. Fir i = 0,1 bezeichne A* die zu z¢ gehorige geometrische
Losungsklasse und K* die durch z¢ bestimmte simpliziale Zerlegung
von A‘. Dann ist £ (A% C AL Dem obigen Lemma zufolge gibt es eine
simpliziale Unterteilung L? von K* derart, dass 1| A° eine simpliziale
Abbildung von L% in L' darstellt. Hierauf sei y* eine zu L¢ gehorender
Losungszyklus von (f%, ¢f).

Es bezeichne B die Menge aller Punkte p aus 1 (f°, ¢9), die durch #
in A! abgebildet werden. Aus (A% C A! und Theorem 3 folgt, dass
A% = B. Seien hierauf C; die in £ (A°) gelegenen 1-Simplexe aus L1, c;
eine Orientierung von C; und p, der Grad von ¢; beziiglich (f, ¢'). Nach
Theorem 7 ist dann £ (y°) = 2y, c;.

Sind D; die in A! — 1 (A% gelegenen 1-Simplexe von L1, d; eine
Orientierung von D; und J; der Grad von d; beziiglich (f, ¢'), so ist
Theorem 5 zufolge J; = O fiir alle i. Andererseits ist y* =2'y;¢; + 2'¢;d;,
mithin y* = £ (y%), wie behauptet.

TuEorEM 9. Seien z;, z,, ... ein vollslindiges System berandender
Losungszyklen von (f°, g% und z ein berandender Lésungszyklus von (f1, gb),
ferner z; ein z; zugeordneter Losungszyklus von (f*, g*). Es sei

E () + E (z;) fiir alle i.

Dann sind simtliche Koeffizienten in z Null.
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Beweis. Sind w ein Losungszyklus von (f°, ¢° und z ein w zugeord-
neter Losungszyklus von (f%, ¢'), so berandet w : Denn nach Theorem 8
existieren eine zu H gehorige A-Homotopie {7}, eine simpliziale Zerle-
gung w' von w und eine simpliziale Zerlegung z' von z derart, dass
&t (w") = z’. Homotope Zyklen sind erst recht homolog, also ist w’ ~ z'.
Andererseits sind w und w’, ebenso z und z’ homolog.

Nun gibt es nach Voraussetzung keinen berandenden Losungszyklus
x von (f°, ¢° derart, dass z ein x zugeordneter Lésungszyklus von (f, ¢%)
wiire. Mithin : sind y ein Losungszyklus von (f°, ¢°) und y’ ein y zugeord-
neter Losungszyklus von (f%, ¢%), so ist E (2) + E (y’). Alsdann folgt
Theorem 9 aus Theorem 6.

3. EINE VERSCHLINGUNGSINVARIANTE BEI ZYLINDERHOMOTOPIEN

Fiir diesen Abschnitt sei M dreidimensional und also N zweidimen-
sional.

Sind z, z’ zueinander fremde endliche ganzzahlige eindimensionale
Zyklen in M und z ~ 0 beziiglich M, so bezeichne A die Menge aller
ganzen Zahlen o mit der Eigenschaft: es existiert eine in M gelegene
endliche ganzzahlige zweidimensional Kette y derart, dass j = z und
dass die Schnittzahl von (y, z') gleich o ist. Wir werden A weiterhin den
« Verschlingungstyp » von (z, z') beziiglich M nennen. Im allgemeinen
ist A eine einzige Zahl.

Wenn f, [’ stetige Abbildungen von M in N und f' (M) ein Punkt a
aus N, so bezeichnen wir das Abbildungspaar (f, f') auch mit (f, ). Sei
f~1(a) ein endliches Polyeder einer Dimension < 1. Nach den Definitionen
des ersten Abschnittes ist alsdann auch erklirt, was unter einem « voll-
stindigen Systeme (berandender) Lésungszyklen» von (f, a) zu verstehen
ist.

Seien a ein Punkt aus N und (f*, 0 < 7 < 1) eine Homotopie ste-
tiger Abbildungen von M in N, ferner (f°)~1(a) fiir alle Zahlen 7 ein
endliches Polyeder A” einer Dimension < 1, weiter (£, 0 < v < 1) eine
Homotopie simplizialer Abbildungen von A° in M, 0 die Identitét, £
fiir T < 1 eine eineindeutige Abbildung von A° auf A* und # (A% C A1,
Dann heisse ((f°, a), 0 < v < 1) eine «einfache Zylinderhomotopie ».

Bezeichnet man (f, 0 < v < 1) auch als eine Zylinderhomotopie
beziiglich a, so ist offenbar der Fall demkbar, dass (f*, 0 <7< 1)
auch Zylinderhomotopie beziiglich eines Punktes aus N — a.
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Tueorey 10.  Seien a <+ b Punkte aus N, ferner ((f,a), 0 <t < 1)
und ((f*, b), 0 < © < 1) einfache Zylinderhomofopien von M in N. Fiir
k = 0,1 mégen die Zyklen

7 (a), 25(a), ...

ein vollstindiges System berandender Losungszyklen von (f*, a) und die
Zyklen

Z5 (b), Z5 (D), ...

ein vollstindiges System von Lésungszyklen von (f¥, b) bedeuten. Ist dann
Tk der Verschlingungstyp von (Z; z} (a), .z (b)), so ailt T = T4,

Beweis. Sind z, z' zueinander fremde endliche ganzzahlige 1-Zyklen
in M und z ~ 0 beziiglich M, so bezeichne T'(z, z') den Verschlingungstyp
von z und 2. Seien {s7| eine zu {(f*, @)} und {£; eme zu {(f7, b)}
gehorige A-Homotopie. IFerner bezeichne u; (a) einen z} (a) zugeordneten
Losungszyklus von (f1, a) und u; (b) einen 2} (b) zugeordneten I.Osungs-
zyklus von (fi, b).

Die beiden Polyeder A (f*, a) und A (%, b) sind fiir alle T zueinander
fremd. Der Verschlingungstyp zweier Zyklen ist gegeniiber Deforma-
tionen, dic jeden Zyklus im Komplementirraum des anderen Zyklus
verschieben, invariant. Daher gilt

T(s°Z,; 20 (), °Z; 20 (b)) = T (s 24 (@), 0220 (b))

Nach Theorem 8 gibt es eine simpliziale Unterteilung »; von z (a)
und eine simpliziale Unterteilung w; von u; («) derart, dass

s (v;) = w; fir alle i.

Nach dem gleichen Theoreme gibt es eine simpliziale Unterteilung
x; von zy (b) und eine simpliziale Unterteilung y; von u; (b) mit

ft (x;) = y; fir alle i.
Hierauf ist

T4 (@), B2 (b) =T (s* 20, £22) =T w, 2y,),

da sich eine Verschlingungszahl bei Unterteilung der Zyklen nicht éndert.
Offenbar ist w; ein 2] (a) zugeordneter I.osungszyklus von (f, ).
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Aus Theorem 4 folgt daher, dass die E (w,), E (w,), ... paarweis zueinander
fremd sind. Bei einem Vergleiche der beiden Systeme

E ), EW,),.. und E (i (), E (z (), ..

stellt sich heraus: Es kommt jedes E (w;) unter den E (z}e (a)) vor;
und nach Theorem 9 gilt z (@) = 0 fir jedes E(z% (a)), das unter den
E (w;) nicht vorkommt. Somit kann man in T (X w;, y;) den Ausdruck
2 w; durch 2z} (a) ersetzen. A

Es ist y; ein 2z (b) zugeordneter Losungszyklus von (f, ¢'). Wegen
Theorem 4 sind die E (y,), L (ys), ... paarweis zueinander fremd. Wir
stellen nunmehr wieder die beiden Systeme

E(y), E@s), ... und E (2 (b)), E(z (b)), -

einander gegeniiber : Jedes E (y;) kommt unter den E (z;le (b)) vor ; nach
Theorem 6 ist z; (h) =0, falls E (z:-L (b)) unter den E (y;) nicht vorkommt.
Man kann also Xy; in T (X w;, X y;) durch Xz} (b) ersetzen.

Schliesslich ist sz (a) =z} () und 02 (b) = z{ (b), da s* und £
Identititen sind. Es ergibt sich somit, dass

T(Z: 2 (a), Z;z (b)) = T (Z;z (a), 2z (b)).

Die letzte Gleichung besagt aber gerade, dass 7°= T, wie es oben
behauptet wird.

Hiétten wir oben ohne die Vorausselzung der Orientierbarkeit von
M und N statt des ganzzahligen Grades einen Grad modulo 2 zugrun-
degelegt, so wiren wir im vorliegenden Abschnitt zu einer Verschlin-
gungszahl modulo 2 gelangt und hétten- deren - Invarianz gegeniiber
Zylinderhomotopien beweisen konnen. Der oben definierte Verschlin-
gungstyp reduziert sich auf eine einzige Zahl, wenn M und N Sphiren
sind.

4. RUCKFUHRUNG DER INVARIANZ

Wie im letzten Abschnitt sei auch hier M dreidimensional und daher
N zweidimensional. Es mogen wieder a + b Punkte aus N und f eine
stetige Abbildung von M in N bedeuten. Die Menge f~! (a) U f~1(b) sei
ein endliches Polyeder einer Dimension < 1. Wenn jeder Losungszyklus
von (f, a) nicht berandend, so bestehe der « Verschlingungstyp» der
Abbildung f nur aus der Zahl Null. Sonst mogen die Zyklen

2, 255 .
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cin vollstindiges System berandender Lesungszyklen von (f, @) und
die Zyklen

ein vollstindiges System von Losungszyklen von (f, b) darstellen. Hier
ist der « Verschlingungstyp » der Abbildung / der oben definierte Ver-
schlingungstyp von (2 2, 2 z)).

Offenbar folgt die Homotopieinvarianz des Verschlingungstyps einer
stetigen Abbildung von A in N unmittelbar aus Theorem 10 und dem
nachtehenden.

REpukrioxstHEorEM.  Sind a + b Punkte aus N und f, ' homofope
Abbildungen von M in N, ferner

[TH @) U fHdyu () @ U ()7 b)

c¢in endliches Polyeder einer Dimension < 1, so existieren eine f in f’ iiber-

fiihrende Homotopie (f7, 0 <lv < 1) und Zahlen
0= C() < -:1 . <L :m = l’

die die Eigenschaften haben : fiir i=0, ...,m — 1ist ((f*, a), &; <7 < {ivq)
und ebenso ((f*, D), I; <t < T;x1) eine einfache Zylinderhomotopie.

Dieses letztere Theorem, das in die geometrische Struktur von De-
formationen Einblick gew#hrt, wird in einer Fortsetzung zur vorlie-
genden Arbeit bewiesen.

Unberiihrt blieb bisher auch die Frage, ob der Verschlingungstyp
von der besonderen Wahl der Punkte a und & unabhingig ist. Diese
Frage ist zu bejahen, sofern M und ebenso N zusammenhéngend ist,
wie wir dies oben vorausgesetzt haben.
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