ESTUDIO F INTEGRACION DI UNA FAMILIA DE
ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
DY, CUARTO ORDEN

POR

RAFAERIL AcUILO FUSTER

En una memoria anterior sobre la aplicacién de los funcionales abe-
loides a la resolucion de las ecuaciones en derivadas parciales de cuarto
orden con coeficientes constantes (1), se hizo la clasificacion de las ecua-
ciones cuyo cono caracteristico posce una generatriz tacnodal. Entre
las ecuaciones de tipo totalmente hiperbolico se destacaron dos casos.
segiin que el cono caracteristico correspondiente sea de género 0 (primer
caso), o bien sea de género 1 (segundo caso). En la citada memoria se
estudia dicho primer caso, mientras que en ésta trataremos del segundo:
con mas precision, se tratard de resolver las ecuaciones en derivadas
parciales del tipo indicado cuyo cono caracteristico ademds de ser de
género 1, sea simétrico respecto al plano tangente al cono a lo largo de
la generatriz tacnodal. El desarrollo de los calculos es aqui muy penoso
pero se puede evitar mediante consideraciones sintéticas sobre los re-
sultados obtenidos en la memoria anteriormente citada. (%)

1. Estudio de la curva asociada. La ecuacién de la curva asociada
a una ecuacion de derivadas parciales de 4.9 orden totalmente hiperbdlica
de cono caracteristico con generalriz tacnodal es: (3)

y? =P, (x) - hx’y () (1.1)

(') «l‘uncionales abeloides v aplicaciones a ccuaciones en derivadas parciales
de cuarto orden». Collectanea Mathematica. Vol. VII1 (1955-56), pags. 3 a 72, Citada
en lo sucesivo por F. A.

(®) F. A. Cap. II

(®) I A., pag. 10.

19 — Collectanea Mathematica.
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y si h=0, el cono presenta una simetria respecto al plano tangente
a lo largo de la generatriz tacnodal, que es el caso que vamos a consi-
derar.

P, (x) es un polinomio en x de cuarto grado, con sus cuatro raices
reales y distintas, y coeficiente de x* positivo, que escribiremos en la
forma

P@)=ayx* + 40,23 4 6ay2* - dazx +a, =

=dy(x —a) (x —b) (x — ¢) (z — d), a<b<c<d (1,2)

Podemos aplicar a (1,1) (para h = 0) una transformacién afin que
conserve el eje X; por consiguiente, podemos considerar que las raices
de (1,2) sean dos negativas y dos positivas, y que a, =1 (a, ¥ ¢, tienen
que ser del mismo signo, pues el producto de las raices es positivo).

La representacion paramétrica de (1,1) (h = 0), la encontramos en
GoursaT (1). Sea la funciéon pu de invariantes

ay + 3a3 Uty — Ay — Uy 13 1.3
|y —= ———— : \
92 a? a :
n
y v el valor tal que
a; a
por=—= po = -2 (1,4)
a, a,

(ue son compatibles. (v estd determinado en el interior de un paralelo
gramo de periodos). La representacién paramétrica es la siguiente:

p’ll _ plv

p LPU— PV
YT 2 pu—ypv

y=1/a, [pu—p@ +0)] (1,5)

donde elegimos la determinacion positiva para 4/aq.

2. Estudio de la ecuacion en

derivadas parciales. La ccuacion en

derivadas parciales correspondiente es :

otU U U

.4 U

c/
— ta,— L4a 1 0a,
ot T : Toasot 6 2ox

) .)J,-» (l.%——, — % —
ot “ox ot oycol?

4 arr
= s [tz y) @D

y la ecuacion de la curva impropia del cono caracteristico (en tangen-

ciales) es:

Qa, ) =ago* +4a,03 4 6ay0® +4age +1 — =0 (2,2

(*) Cours d’Analyse Mathématique. T. 11, 6.3 -edicion, parrafo 332, pags. 218y

siguientes.
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y en paramétricas

1 pu—ypv — ‘

= = —— e | — u ~: U). 2"5

2 pu — po B Vi, tpu—p( ); 2,3)

su ecuacion puntual P (X, Y) serd la que resulte de eliminar «, § en
Na() - YB@) +1=0

. dz .dg
N - Y-"=0
du ' du

y su representacion paramétrica la que resulte de despejar X, Y en el
precedente sistema, que dara

X=f(u Y = ¢ (2,4)

cuyos desarrollos no es necesario escribir.

D cV\‘<//h A
R\

Fig. 1

De la consideracion de la figura 3 de F. A. (pag. 14), se deduce la
forma de la curva P (X, Y)=0, que es la de la figura 1 del presente
trabajo.

Planteemos, pues, el problema de Caucsy dando sobre una superficie

'=st—yy=0 (2:5)

no caracteristica, no tangente a ninguna caracteristica y que limite un

J

area finita con el cono caracteristico, las condiciones iniciales siguientes :

/ 1,

0 .
ka—tﬁf):)q),.(x, y) (=012 3) (2,6)
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siendo las ¢; funciones continuas y derivables respecto de ambas varia-
bles hasta el orden que sea necesario para las consideracioncs que siguen.

Como en F. A. (pag. 21) el problema lo descompondremos en dos :
1.9, que las condiciones iniciales sean idénticamente nulas; 2.2, que el
segundo miembro de la ecuacion sea idénticamente nulo, y las condicio-
nes iniciales las (2,6). La solucion en el caso general serd la suma de ambas
soluciones.

Introduciendo los operadores I, B,, B, (F. A., pag. 21), se llega a la
solucién del primer problema, que es

1
U=_——-I@ 2, 9. 2,7
0(B.. B) [ xy (2,7)
Llamando
fallox, y)=1"[( z, y), (2,8)

la indicatriz proyectiva es (1):

¢
p, x y; a b) :/ [sissx+a(s — ),y -+-b(s — blds (2,9)
t

y la solucién en calculo simbolico es :

) '1 1 _
U— {mfp (2, 225 L, x, y) (2,10)

La solucion del segundo problema es:

) 1 -
U= 5 0B, B) Ig@ z y) (211)

donde g (¢, z, y) es la que aparece en la formula (6,7) de F. A. (pag. 24).
La indicatriz proyectiva es, pues:

t .
pi(a, b; t’ivsy)Z/ Q;S,w%—a(-?——l),!l—i—b(s-t),ds (2,12)
by

y la solucion

7AY .
o) 1 -
U= — \{ ———} M A%t x, 1 2,13)
ot LQ (ll 12) pl ( ]) (

(1) Véase I'. A,, formula (5,12), pag. 22.
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‘ . 1
En las expresiones (2,10) y (2,13) podemos considerar que ~ sea

Q

la indicatriz, con lo que seran funcionales abeloides de tipo normal.

3. Estudio de los funcionales abeloides de lipo normal. Vamos a
completar algunos teoremas que aparecen en el capitulo IT de F. A.
(Para la comprension de este parrafo se debe tener presente dicho ca-
pitulo). Empecemos por precisar algunos extremos del teorema 6; re-
sulta de la consideracion de la superficie reglada obtenida por la elimi-
naciéon de o, B en el sistema

dX LAY L1=0
XQy — YQ, —J=0 (3,1)
Q(x B)=10

que cuando una tangente simple a P (X, Y)= 0 pasa por el origen, el
plano que proyecta ortogonalmente esta tangente sobre el plano X0Y
forma parte reducible de la misma. En cfecto: homogeneizando (3,1),
para una tal tangente debera ser y = 0 (donde 2, 8, ¥ son las coordenadas
homogéneas). De la formula de Evier

resulta (por ser y = 0)

%Q + B Q=0
0 sea
Qx’ Qﬁ’
= XP ,2
; " (3.2)
y las dos primeras cxpresiones (3,1) son en este caso
aX+-BY=0
XQ' —YQ,/ =0 (3,3)

de lo que resulta que son idénticas; por tanto el plano « X + fy=0 es
una parte reducible de dicha superficie. Cuando la tangente que pasa
por el origen sea multiple, entonces la segunda expresion (3,1) es idénti-
camente nula, por lo que también dicho plano forma parte reducible
de dicha superficie. Por tanto, a la demostracion del teorema 6 de F. A.



158 R. Aguild

sc le puede anadir que los planos que pasan por el eje X =0, Y=0y
por las tangentes de P (X, Y) = 0 (que pasan por el origen) forman parte
reducible de dicha superficie.

El corolario del teorema 2 (1), dice que

A, (X V)= K Yo g s PN, Y)Y (3,1)

se demuestra mas adelante (}) que ¢= 1 y ahora vamos a determinar
los exponentes s;, S,... ;. Para ello consideremos un punto de una tan-
gente de multiplicidad 2 (2 = 2) distinto de los puntos de contacto, de
las tangentes trazadas a la curva desde este punto, ésta absorbe 2, de
lo que se deduce que su exponente en (3,4) ha de ser 4.

Para el calculo de u, observemos que cl determinante de SYLVESTER,
que resulta al eliminar o en el sistema (%)

[(@)=0
['@ — =0

haciendo 7 =0 es de grado 2m — 1 en los coefieienles de f(e), y como
¢éstos son de grado g a lo sumo en X, Y (véase F. A., pag. 27), resulta
que 4, (X, Y) es de grado (2m—1) g a lo sumo, y el gradon de P (X, Y)
se deduce de la féormula de PLUcCkER ‘

n=mm-—-1)—-Yr(z—-1)-2i@i—-1)

siendo 7 ¢l orden de multiplicidad de las tangentes miltiples, e i el orden
de las ramas tangenciales; ademas, si ¢ < m, significa que la recta Y =0
es tangente de multiplicidad m — g, de lo cual resulta :

a<@m-1g-—-—mm-—-1)-+2Xg@E—-1)+-2i@—1) -1+
dm—gA-Yh=2m--2)g —m*--2m - Yr(r—2) -

S NG 1) S (3,5)

siendo It el orden de multiplicidad de las tangentes satélites a Y =0
(si existen).

Y como los coeficientes de I’ (X, Y) =0 estdn determinados salvo
un factor de proporcionalidad, se puede siempre considerar que K = 1.

(1) Véase F. A., pag. 28.
?) Véase F. A., pag. 30.
(® Véase F. A., féormula (8,10), pag. 27.
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Apliquémoslo cuando Q («, B) sea la (2,2), en este caso es:
m=4, g=2,1=2,i=0, h=2

y resulta de (3,5), 4 <6, ademas de ser par, por la simetria respecto
al eje X.
Los cocficientes de

14X

[ (@)= ¥2Q (a, e —

= b, ot + byot + byo® |- by o + by

son : (1)
by = g Y% by == da, Y2, by —=6a, ¥* — N3,
b= lay Y2 - 2N, by == V*— 1 (3,6)
haciendo ahora la eliminacién de o entre f(2) =0y [’ («) =0 para X =0,
el término de grado minimo en Y del determinante de SYLVESTER es

— (4ag)* Y8, y en P(0, Y) el grado minimo en Y e¢s 2, ya que la recta
N =0 corla en el origen en dos puntos solamente, por consiguiente

uw+2=28 0 sea uw==06 3,7)

Los coeficientes de 7 en la eliminacién de o entre f («) =0 f' (&) -— =0
son las mismas expresiones en las b; que en (10,6) de F. A, (%), por tanto
serd :

Ag=@ Y% A= — YO, Y). A,= YVQ(X,Y)  (3.8)

donde O (X, Y) y 2 (X, Y) son expresiones algebraicas enteras de grados
2 y 6 respectivamente, cuyos desarrollos no es preciso escribir. Sustitu-
yendo 5 por — Y J y simplificando Y% queda :
O(X,Y, =Y+ Y}OX, Y)J?+Q2(X,Y)J?+
L P(X, Y)=0 3.9)
4. Estudio del producto funcional proyectivo. El producto funcional
proyectivo de indicatriz proyectiva el inverso del polinomio (2,2) es (%) :

0

4 \.

2

T e a—
Sy
LQ(A] Az)jy ( ) = Z, Zy (1,1)
r=1
T () Cir. T. A., formula (10,3), pag. 31.
(3) Pagina 31.
(®) Véase F. A., pag. 32.
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donde ,:)—1—/ dY/ ”(S Y) dX (4,2)

Jo Je, 1, (X, Y)

donde 4, (0), z(X, Y) y C, tienen el significado alli expuesto. Pero
(véase (2,2)). Q (0, B) = 0 tiene las raices f = —|— ; por tanto,
1

— m= T+ 1, tomando el indice r = 1 para — 3.0) (0) =1 (que co-
rresponde a f = — 1), tendremos :
/' z(X, Y)
dyY / > dX 4,3
Je TIXY) (43
ahora bien,
J (X, 1) = X0 0y = 1) - Q0 — 1)
0 sea
JiX 1)=2X —4daq, (4,4)

1
I,(—X,Y) es completamente

andlogo al realizado en IF. A. (}) y alli lo remitimos.

El estudio de los puntos singulares de

5. Descomposicion en ramas de la funcion J. En (3,9) haciendo
Y =0 dos raices se hacen infinitas, y las otras dos vienen dadas por

1 [ P(X,0) -
-] - - .Q(X, 0) (‘)’])
pero P (X, 0) =0 ticne las raices X =0 cuadruple y las inversas cam-
. . 1 .
biadas de signo de (1,2), o sca —%, —}i, —%, -5y del calculo

hecho en F. A. (3) se deduce facilmente que

Q(X, 0)= —4 a3 X

por consiguiente :

J = - ‘—( \/l(\ —day X3 4-6ay N2 — 1ay X+ ) (,2)

y de la consideracion de la superficie reglada (3,1) resulta que J ha de

ser real para X > — —, por consiguiente ha de ser 4 > 0.

1
b

(‘ Parrafo 12, pag. 33 y siguientes.
(3 Pagina 31.
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Ya conocemos J; para Y =1, (4,4), de lo que se deduce que el punto
de contacto de la tangente Y=1 a P(X, Y)=0 es X = 2a,. Para
X > 2a,, J; es positiva, por tanto. siguiendo un camino desde un punto
X >2a;, Y=1 hasta un punto X > — ! , Y =0 sin ningtin punto
comun con la curva, a lo largo de este camino J; es real y no se anula,
por tanto debe ser positiva en este ultimo punto, por consiguiente J; es

‘ B T4 o 7
> < ¥ € 3 A

o (]
a

Fig. 2

e e o 1
la expresion (5,2) que es positiva para X > — 50 Y se permuta con otra

determinacion (J,) en los puntos A (— 11), 0), B<— Cl—l’ O), C(- }i’ O)

D(-« % , 0) (véase figura 1). Por consiguiente, los cortes a efectuar sobre

la superficie de Rizyaxx correspondiente, son: uno el segmento de eje
real de Ba A y el otro de D a C.

Al crecer Y, J;y J, se permutardn en los punltos que provienen por
continuidad de los 4, B, C, D y J; se permutard con otra determinacion,
J, en los puntos reales que provienen del origen, v .J, y J, en los imagina-
rios conjugados que provienen de la otra rama que estd en contacto en
el origen con Y = 0; por tanto, los corles en la superficie de Rieyvanx
de cuatro hojas (género 1) son los de la figura 2. Asi hasta llegar a la

20 — Collectanea Mathematica.
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ordenada del punto cuspidal de ordenada menor, en él se permutan
Jy» Jos J 3, y al seguir creciendo Y, haremos como en F. A. (}) un cambio
de cortes en la superficie de RIEMANN para evitar que J; se permute en
puntos imaginarios, y lo mismo al llegar a la ordenada del otro punto
cuspidal. (El razonamiento es valido también si los dos puntos cuspi-
dales tuvieran la misma ordenada).

=

Fia. 3

En definitiva, siguiendo el mismo razonamiento que en F. A. (?),

se llega a:
/‘/’ z(X,Y) iX dY
2n1 JI(X Y)

donde D; es el dominio rayado en la figura 3, y

111

= = - (i=23)
LHXY) LXY) Ji(XY)

el salto entre los dos bordes ; y como que en un punto interior no es real,

su parte imaginaria serd de signo constante, y como se permuta con su

conjugada, — serd imaginario puro e igual al doble del coeficiente de
1

lenl
Ji’

. 1
Ahora bien, en un punto entre ——}c y ——% o entre — Y 73

J

(raices del polinomio subradical en (5,2)) y en un punto inferior del corte,

(*) Pagina 37.
(?) Parrafo 14, pag. 39.
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7T
de argumento -, de

- w
se ve facilmente que J; es de argumento — 5

Y7

lo que se deduce que = es imaginario puro y de parte imaginaria posi-
1

tiva (*). Llamando

120
J(X,Y) JFX,Y)

f/ Jz*‘é?)dx dy

se llega a

y andlogamente

//' z(g( l;Z)alx dy

siendo D, el dominio simétrico respecto al eje X de Dy; y, por consi-
guiente

N

{Q(zllh)}y(“)“zl‘% L[ D axay 6s

siendo D el dominio suma de Dy y Dy ¥ ——c— T 1 la funcién que coincide

X,Y)
con Tk para Y >0y con — T“ para Y << 0 (siempre positiva en el
interior de D).

Por consiguiente, siguiendo los mismos razonamientos que en F. A. (3)
se llega a la solucion del primer problema (condiciones iniciales nulas),
que es:

1 __c
U=m[‘f(i, X, y)={Q(A 1)}13(11 l l:c,y)

-3/ f*}((xd% , (- 9RETEX 6=, y+ Y —0)ds 64

0] Cfr F. A., pag. 40.
(%) Pagina 42 y sngmentes
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obtenida substituyendo en (5,3) y por p (2,9) y z(X, Y) por la formula
(15,5) de F. A. (%), (se recordara que £, es el valor de { cn que la recta
que pasa por M (f, z, y) y de parametros 1, X, Y, corta a I" (2,5)). Y la
solucion del segundo problema (condiciones iniciales (2,6) y segundo
U,

miembro idénticamente nulo) es: U = Y

1 dxdy [* _ i .
Ul:y_; [,,D.—]T"—(X—Y) [ {t—95G6s, 2+ X6 - y+Y(s—1) —

— Xh,'@+X(s—10),y+Y (s—)—-Yh  ye+tX(s—, g+ Y (s —0)]+
+hx 4+ X0, y+Y(s—1t)}ds (5.,5)

obtenida substituyendo en (5,3) y por p; (2,12) y z(X, Y) por la formula
(15,16) de F. A. (%), siendo G y h las que vienen dadas por la for-
mula (15,7) de F. A. (3

6. Solucién de la ecuacién con condiciones iniciales nulas. La solu-
cion viene dada por (5,4), y haciendo el cambio de variables

T=3:
b=+ X (=1
n=y+ Y(s—10 (6,1)
se transforma en (%)
/f fs (%, &, ) dt d& dn ©.2)
—T N—Y)
“_)] r — 17— J

donde V es el volumen limitado por el cono caracteristico de vértice
en M (4, z, y) entre el vértice y la superficie I'.

Hagamos la hipo6tesis que las generatrices del cono caracteristico
corten en un solo punto a la superficie I sin serle tangente, y quc { sea
mayor que y (, y) (si no cambiariamos ¢ en — /).

(1) Pagina 43.
(*) Péagina 44.
®) Pégma 4'3
(%) Cfr. F. A. pag. 45.
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Una recta paralela al eje 7 corta a la hoja inferior del cono caracte-
ristico a lo sumo en tres puntos reales. En efecto: la unica generatriz
paralela al eje v es la £=2x, n=y, cuyo punto impropio es el X =0,
Y =0 de P(X, Y)=0 (véase figura 1), otra recta paralela al ejc 7,
&= §&;, n=1;, cortara al cono en ocho puntos (éste es de octavo orden),
pero su punto impropio es doble, por consiguiente sélo quedan seis in-
tersecciones restantes. Considerando el plano determinado por esta recta
y el punto M, su recta impropia serd una que pasa por X =0,Y =0,
y cada semirrecta de origen O cortard a P (X, Y) =0 a lo sumo en tres
puntos reales fuera del origen ().

Fia. 4

Por consideraciones andlogas a las hechas en F. A. (3) cabe distin-
guir tres regiones en el dominio del plano 7 = 0 limitado por el contorno
exterior de la proyeccién ortogonal sobre él de la curva interseccion del
cono caracteristico con la superficie I". Que son las de la figura 4 (lla-
madas S; S, y S;). Y con la misma nomenclatura que en F. A. (3) ten-

dremos :
f] lo(r.&)drdEédy
7 v «[E— n—y\
— ) J ( _t,T_t)
p Ta&s d'&'
“;ltf dedy / 1 ( En)x —
' t — % (S —
0J (T—t’r—t>
((21)) ;;;lgl A,plg,s 45, :l(%,'

" (3) Pags. 4() 47.
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w1f / dedn / f;;: : n)a:dtn =) e
T —t'7—1
+1 /S.,déd W

fo(z, & m)dz Jﬁ/‘_ fo(x, & mdzr 7|
= 1Y) KX e ﬂ)J
En la integral

T

xS _ *
—J (T—t’r—t t—=)J (r—t’r—t

/‘7 (@ &n)dr
w

(— 1)J*<§_a;z -”t)

_/ e T_yt)/w(r—sn(s,f,n)ds 6.4)

haciendo una integraciéon por partes, llamando

U=/pr (t—9)f(s, & n)ds

dv — dz (6,5)

(t —7)J* (é—x n—y)

T —t' 1 —1
de donde

dU =dz / f(s, & n)ds
Jy

v=/[" d;' — 9 6.6)

donde ¢ (?) = 0. Por tanto la integral (6,4) es:

- /p @ (T) dz ./; /(S, E: 77) ds (6’7)
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pues el término integrado es nulo. Haciendo en (6,7) otra integracion
por partes, llamando

U=-/;r f(s, & n) ds (6,8)

dV=¢(r)d~
de donde
dU={f(z, & n)dz

V= /; @ (1") dt’ = @1 (-;) ) (6,9)
(¢ (t) =0); luego (6,4) es:

T
/; g &yt y f(r, §,n)dr. (6,10)

En la integral

/7 h(w & n)dr 611)
T * §—z n—y
(t=nJ (r——t’ r—t)

haciendo las mismas integraciones por partes se llega a

O hGaED+eDGE 7])+/_; g (0) f(z, & ) d (6,12)

[]

y en las integrales

I

I (z, & n) dv L [T h@Endr (6,13)

[P (t_’)”'*@:f IR P n—y>

— ' —1 —t’ 7T —1t

donde la segunda es la misma (6,11), por tanto es igual a (6,12), y en la
primera haciendo la integracion por partes (6,5), pero tomando

7 (1) = T dt' 6,14
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(ya que J* no estd definida para los valores de 7 entre f y {), donde

]

@ ({) =0, con lo que esta integral sera:

7 .
~ [ e@ar | e ands (6.15)
v Jw

y haciendo otra integracion por partes, tomando

U= /. (s, & n)ds dV =g (r)dr
.Y

de donde
T T
dU = [(tr, & pdr V= / ¢(t) dv - / P (@) di'=gp, (1) (6,16)

L © 7

il

)= ¢ (t—_) por

o~

(pues la segunda integral es independiente de 7), y g (
lo cual esta integral es:

— oD f (fzf, n) + /; (D) f(z, & ndr. (6,17)

Teniendo presente que

L@ E = /u [ (s, & ) ds

=l

hECam= [ [@&mnds

l

0
-

hEen) = =56 &nds

y substituyendo (6,10), (6,12) y (6,17) en (6,3), tenemos :

TJ.

UL // /I o1 (v & s L, y) j(, & n) duedédy + (6,18)

-+ ;z // /. (@& Ly,y)—g {, &, ns L, y) E?—r)" [ (, &) dvdEdi-+-
it . ”

o

I - -
) @ b — @@ g b (=) &) drasd

J v
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donde V; es el volumen determinado por & nen S,y p << <t;y&
en S, + S, y—t—_gr <1y V,el determinado por & 7 en S,y y < 7< t—y

V3 el determinado por &, nen S,y y <7< fyé&nen S;y i<t<t
V, 4+ V, es el volumen interior a la hoja inferior del cono caracteristico
y limitado por la superficie I, y V;es el volumen que falta para que
dicho cono fuera convexo; por tanto los tres sumados forman el volumen
limitado por la superficie I" y la superficie exterior del cono caracteris-
tico.

7. Estudio del primer nticleo resolvenie ¢ (v). Tenemos (véase (6,6)).

Tt — 1

haciendo el cambio inverso al (6,1) poniendo en vez de X, Y,

Y
T T
(coordenadas homogéneas), tendremos :

@ /T K (7.2)

(p T) = — - __ N
P o J*<X Y)

TI’ r]1l

donde X, Y consideradas como constantes, al variar 1", ‘%i,, %:, des-
cribe una recta que pasa por el origen, y T corresponde al punto donde
esta recta corta al contorno exterior de P (X, Y) =0; y T un punto tal
(interior a D) que para T’ variando entre Ty T no encuentre ningtn
punto de P (X, Y)=0.

Recordando que

tendremos :
1 T dT’ 1 T a1’
‘P(T)z—‘)—- ——;——7—1—;/ — (7,3)
g (BE) T g2
e (F’ rI—w> e h(T” Tr)

ahora bien, J, y J;, son nulas para 7" = T, y en un punto interior son
imaginarias conjugadas.

21 — Collectanea Mathematica.
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Considerando la representacién paramétrica (2,3) de Q(x, B)=0,
y sea a X+ fBY - T=0 la tangente correspondiente. Tendremos :

T=—(@X+BY)

0 sea:
jlp’u—p'v — . Wf
T— % — — X L !' _ | TV '-,4
1 WL?.pu—va‘\/ao pu p(u-l—v)JsXJ (7,4)
y
AT = — {[pu—p(u+0)] X +4/a W —p (0 +0)]V}de (75
recordando que
1pu—y
QH:C(U—{—D)—CU—CU;L"u:-pzz(l), (7,6)

Sahemos que

J=X0 —YQ

puesta en homogéneas seré :

g IX -}r ’ ’
1.Ic(T,~T)=XQ,, — YO,
0 sea:
X v \ .
TJ,(T,T)= 98X — (daga® + 120, o + 1202 o - 4dag) Y
pero

dago® 4 12a,0* - 12a, % - 4a; =28 Z—é =2a, [P — p' (1 + v)]
2 o )

por consiguiente :

X Y

TJ, (7 , 7,‘).: — {20/ 1ty pu—p (@0 N+20a, pu—yp’ (-0)1Y} (7,7

(1) Véase Gounsat, Cours d’Analyse Mathématique, 'T. 11, 6.» edicion, parra-
fos 322 y 325, pags. 184 y siguientes.



Integracion de una familia de ecuaciones en derivadas parciales 171

y
aT  pu—y@+0)] X4 Ve Pu—py@+olyY
17, ()_{, X) 24/ay lpu—p ()] X+2ay pu—p' (u-+0)1Y
T’ T
du

= A (7,8)

Ahora bien, por ser los invariantes g, y g5 (1,3) reales, a valores reales,
de u corresponderan valores reales de « y f, y a valores imaginarios
conjugados de u valores imaginarios conjugados de « y B.

(7,6) tiene los polos simples © =0, ut= — v con residuos —1 y 1
respectivamente, que son polos dobles con residuo nulo de B. Sabemos
que u es la integral eliptica de primera especie

_ % B ’
u=1/a, / d—/;,,— (7,9)
donde

B =@ —a) @ —b) (@ —0) (o —d) (@<b<c<0<d

y oo el punto de la superficie de Riumaaxs de dos hojas (en la que los
cortes son los segmentos de eje real ab y cd) tal que para o= o es

%: 4/ a, (recuérdese que siempre tomamos para 4/a, la determina-

cion positiva, y obsérvese que en esta hoja a « =0 corresponde
g =—1).

Elijamos los semiperiodos

— [°d o — " do
o=va | — w =1ay | — (7,10)

5 B a B
donde la primera estd exiendida cn la hoja correspondiente a o, y la
segunda en la parte inferior del corte y situado en la hoja correspon-
diente a oc;. Asi resulta que w es real y positivo, y o’ imaginario puro

de parte imaginaria positiva.

Cuando T’ varia de T a T, «’ varia de un valor «, (que corresponde
a la tangente en (T, X, Y)) a un valor « (correspondiente a_la tangente

en (T, X, Y), que proceda por continuidad de la anterior), y en la otra
integral (7,3) de «; a a.
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Teniendo en cuenta que

—dao
du = /a —_—
V 0 ‘3
tendremos
1 [ %do
—_ _ — e 7,11
v@=-1 ). F @.11)

siendo el camino de integracion el a o, o, estando «; comprendido entre
by ¢, ya que de la figura 5 resulta que si la tangente corta al eje X a la
izquierda del origen, debe ser 0 < o; < ¢ y si a la derecha 0 > a; >0

A
<&

o~

Fig. 5

y el valor B, debe ser negativo, pues en la parte exterior de P (X, Y)=0
sobre el eje Y es § << 0 y en la parte inferior a dicho eje 8 > 0, pero
recordando (§ 5) que en este wltimo caso se han cambiado los extremos,
resulta que siempre f; << 0, por consiguiente el camino de integracion
en (7,11) estd situado en la hoja de la superficie de RiEMANN corres-
pondiente a oo, (f negativo entre b y ¢); y de (7,2) resulta por ser J*
positivo y T > T que ¢ (z) < 0, por consiguiente

%z da,
x B
debe ser imaginario puro y de parte imaginaria positiva, de lo que re-

sulta facilmente que si 0 < a; << ¢, o debe ser de parte imaginaria posi-
tiva, y si0 > o, > b de parte imaginaria negativa.
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Volviendo a la representacién paramétrica (2,3) de Q (o, f) =0, al
recorrer U el eje real de O a 2w, « y f tomaran valores reales, y como a
1 = 0 corresponde oo, serd ¢l continuo grafico interior de P (X, Y) =0,
por tanto también le correspondera el ooy, que corresponde a u = — v,
es decir, v serd real, y como por (1,4) queda determinado univocamente
en un paralelogramo de periodos, podemos considerarlo entre 0 y 2w
(figura 6).

A valores imaginarios conjugados de u corresponden valores imagi-
narios conjugados de o y f, por consiguiente, al recorrer u la paralela
al eje real a distancia ['| del mismo, los valores de x y 8 seran reales, ya

2w’ 2w+2w'
w‘
0 + t +-
a V+2w d Zw
F16. 6

que para estos valores de u, 1—u=2w’ (periodo) y por tanto « (1) y « (@0
seran iguales y conjugados, es decir, reales, y lo mismo f(u), y no hay
mas valores de u en un paralelogramo de periodos a los que correspondan
valores reales de « y 8, ya que siu; fuese uno de ellos, al punto ; 4 2w,
le corresponderian los mismos valores de & y f que en el punto u; por
consiguiente estos valores de u deberian diferir en un periodo, y se ve
facilmente que solo sucede cuando u toma las valores antes mencio-
nados.

Por consiguiente, a los puntos J (u) = |o’| (3 (1) indica parte imagi-
naria de u) corresponde el contorno exterior de P (X, Y)=0, por tanto a
a, corresponde un valor de u tal que 3 (u)=|w’[, y a a y a & valores de u
simétricos respecto a la recta J (1) = |w’|, por consiguiente, de (7,8) se
deduce que
u—1u1—-20)

1
<P(T)=—m
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y como sabemos que debe ser negativo,
1 -
7 Uu—u—2a)

debe ser positivo, es decir, J (u) > |'|, por tantocl punto u debe eslar

por sobre de la recta d(u) = |w'| (véase figura 6). En resumen,
W) — o
pa) = W] (7,12)
24 a,

siendo u el valor correspondienle a 2 en el semiparalelogramo de periodos
de vértices o', ® 1+ 2w, 20", 2w’ - 2 (s6le hay uno, pues a un valor
de o corresponden dos de u, cuya suma debe ser — v + periodo, por
consiguiente el otro caerid en el otro semiparalelogramo de periodos).

Determinemos ahora ¢ (f) que equivale a que en (7,11) « describa en
la hoja correspondienie a oo; un circuito en sentido negativo alrededor
de ab o positivo alrededor de cd, por tanto

= 20
= — 22
v ll-l'\/a0
0O Ssea
_ lo'!
()= — = (7,13)

Finalmente, p (7) serd una expresion analoga a (7,11) pero cortando
al eje real a la izquierda de a o a la derecha de d lo que equivale a cortar
entre b y ¢ més un circuito en sentido positivo alrededor de ab o nega-

4

tivo alrededor de cd, en ambos casos este circuito vale— 2—/_ por tanto
YV a

I (w)

24/a,

(se podia haber deducido directamente como se ha hecho para ¢ (7),
y como que a la izquierda de a o a la derecha de d debe ser § > 0, se
deduce que 3 (u) < |')).

Y de (2,4), para u en el interior del paralelogramo de periodos de la
figura 6, es funcién uniforme de X, Y, osea de 7, &, 7; ¢, z, y (6,1).

P (1) = — (7,14)
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8. Estudio del sequndo niicleo resolvente ¢,(r). En la expresién de

P1(v) (6,9):
o= [ e o
T N (ST N—Y
‘ ([_T)‘]*(Tl_tltl_t)

que podemos escribirla ()

¢1(T)—(r—t)/ d;_x ”_y)+/_; (5—_‘1_:17_!1)

]?’(
©) P

donde la primera integral es ¢ (r) (7,1) y la segunda con la notacion
empleada en el parrafo 7, podemos escribirla

1 /‘T a1’ 1 /'T T’
2i¥1" 5 (§ X) 21 - ’(§ _}:)
e rlv/ 4 7!’ L T/ s 77!

y de (7.4) y (7,8) tenemos

v TdT

X Y\ ., . (X Y
— 4”””"“*{ Vaapu —p@+0)]Y T (83
== 13 o [P o ;

por tanto serd:
3(u) || X “ 1p'A—9pv
T — — — e di —
@1 (1) = 24/ div/a, /q_:Hw/ 2 pi —pv

X p’l . p’v:|7t=u
] [M~pv

J@) > |o’| 8.4)

r=u+20"

7

o'u
pero de (7,6), y recordando que {u == tenemos
ou

c(u--v)yo@@ -2
cuc(u+v--20)

/‘“ 1p'2A—9pv

‘z p)" — o d):lg

—20i3 ) — o'l
v + 20’

3.5)

(1) Véase F. A., pags. 58, 59.
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El camino de integracion esta situado en el interior del paralelogramo de
periodos (figura 6), por tanto,no hay ambigiiedad en la determinacién
del logaritmo. Cuando J (1) =|w’| (8,3) debe ser nulo; por consiguiente
hay que tomar la determinacién del logaritmo tal que 1g 1 = 0.

Recordando que

o +20)= — AT o
c@+v+20)=—E"TT 6@ 1 p) (8.,6)
W =Co

y substituyendo en (8,5), tenemos

*  1p'A—pD "o oc(u-+vou .
—_ _ — lg ————— —2 J — !
Aw? i AT G en 2 PO T

@7

Veamos que 7’ es imaginario puro ; cn efecto, entre 7, 7', ® y @’ hay
la relacion

’ ’
nw — iy w=

i (8.8)

Nl

y como 7 = { w es real, debe ser ' imaginario puro; poniendo n' =1 g,
tendremos :

o ()= — TJ(I;)\;(_}:H — 2\};0_0 —pv+arg o(u+v) —arg ou —
— @@ — o —3 3 (E=2) 8.9)

pues 6 (2 +v) y 6 (u -+ ), y lo mismo ¢ u y ¢ i1 son conjugados. La ambi-
giedad de los argumentos se determina considerando que cuando
J (u) = |o’'| la diferencia de argumentos debe valer v (pues el resultado
debe ser nulo).

Para determinar ¢, (1), por lo que se ha visto en el parrafo anterior, cs
la misma expresion (8,4) cuando u es real --2w’,y T es T, por consi-
guiente, teniendo en cuenta (8,5) y las relaciones (8,6), y que 1t -2’ y
y 1 + v+ 2w son reales, resulta

= = o] X
¥1 () 2'\/(10 2'\/(10

(v — jo'| Lv] (8,10)
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va que el coeficiente de Y en (8,4) es nulo, pues el extremo superior es
2w’ més el inferior.

Finalmente, vamos a determinar @, (t), que de su [6rmula de definicion
(6,16) es la suma de dos integrales, la segunda es ¢, (tz) (8,10) y la primera,
por las consideraciones del parrafo anterior (al determinar ¢ (7)), y repi-
tiendo los mismos razonamientos que hemos hecho al principio de este
parrafo, es la suma de dos integrales, la primera es — T @ (7), y la se-
gunda es la variacion de la expresion (8,3) al variar u de un valor
uau,0< I (@ < |, por consiguiente es

_ = I (u X “p'A—p'y Y_pu—pv

T P, Sl C R / RAZPE d/l—_a(p__p_)

0 sea: (8,11)
— = I () X { o (A4 )= 1

T) = H—T = — —J|lg ———— —3JWlvl —
PO =p® T MWO{ ¢ W s wee)

Y _(p'u—»ypv
— = | — 2
8 (pu—pv)' ®.12)

Ahora bien, para determinar el logaritmo, interesa el camino seguido
por u, y a este fin, haremos las consideraciones siguicntes :

a) De las représcntaciones paramétricas (2,3) se deduce que en un
entorno sobre el eje real a la derecha de u = 0 es « negativa y § positiva,

pues la parte principal de o es — le y de B, ;11‘2’ y en un entorno a la

izquierda de dicho punto, son « y B positivas. En un entorno del punto
o 1 1

u = — v las partes principales son: de ¢, PP y de 8, — ————(u o de
lo que se deduce que enun entorno a la izquierda de dicho punto son
o v B negativas, y a la derecha « positiva y § negativa. Por consiguiente,
al variar u de 0 a — v -- 2, o crecerd de — oo a ay luego decrecera dec a
a — oo, yalvariarude — v +2w a 2w,  decrecerd de + o a dy luego
crecerd ded a -+ oo.

b) La funcion o u es positiva para u real entre 0 < u < 2w y o (u+v)
es positiva para 0 < u << —v + 2w y negativa para—v+20 <u < 2w

Por consiguiente, volviendo a (8,12), cuando el camino que vade n au
corta al eje real en un punto u, entre 0 y — v + 2w, que corresponde a
« < 0, o sea X >0, serdn para este valor real cu y o (u + v) positivas,
por consiguiente, la integral que aparece en (8,11) serd

2i(arg o (u + v) — arg ou) (8,13)

22 — Collectanca Mathematica.
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tomando el valor O para u=u;; y si el camino mencionado corta al
eje real entre — v + 2 wy 2w, la integral es equivalente a cortar
entre 0 y — v + 2w mdas un circuito en sentido positivo alrededor
del punto — » + 2w, que es de residuo 1 para la funcién bajo el signo
integral, por consiguiente, habrd que sumar 2z 1 a (8,13); en defini-
tiva, tendremos : (sustituyendo ¢, (f) por (8,10))

jo'| T @

2\/“_0 24/4q,
— X :
- [‘uu +— N Xl a4arg o (1 4 v)—argou— I ()4 |’ |] CvJ —

p1(7) = — T

s =) (8.14)

8 pu — po

y u es funcion de 7, &, 7 £, @, y como ha sido explicado anteriormente.
Por tanto, substituyendo en (6,18), tendremos :

3 _ 7
U("x’-”)z‘:%szfy{("’)‘(u)T—JM -
E—z

4=
\/ao

[— uv +arg o (u +v) — arg ou — (I () — |o’|] Cv] +

1 )
LT g (P~ ””.) , _
+ :Jkpu_w th(r, & n)drdédn

B ki [Iuv . 5_—;(%%—?1_ 7+ arg o (u -+ v) — arg o — (3 @) + |o’|] cy] n

1

’ |
1=y a(p u _51)”)}“:, £ mdrdEdy —

4 pu —
1 E—z . |
—2_7['/\f'/1;’ a_() (MU—’wch)f(T,E97])de£d/

que es la solucion de la ccuacién con condiciones iniciales nulas.

9. Solucion de la ecuacién con sequndo miembro nulo y condiciones
iniciales de tipo general. Siguicndo el mismo método que en F. A. (%),
partiendo de la formula (3,5), aplicandole el cambio (6,1), sera

(1) Parrafo 20, pags. 63 y siguientes.
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U, (¢, z, y) = U Gz, & )drdéd;;

* —x n—y\
t)J T —1’ z——t)

hE n)+E—2hin) +0—ph (¢ n)
S e LTI
)J%( —t 7 — t)

y haciendo la descomposicién, como en F. A. (})

Ghx,y) =FR@y +IT@y + VEy) 9:2)
haciendo las transformaciones como en el lugar citado, se llega a las
integrales

ff/ R, (z, 5, n)drdfdn _ jj/{ J(u)—lw\
V(t—r)J* —r =y 9 2] ) )y, WV,

T—1 T —

-I-E__x [—puv+argo(+v) —argou— (I (u) —
'\/ao

o' |)Cv] +

»u —

—Q%—t[/J[‘{i;_E; J(u) 4+

+ Zf[yv-}—%_mn-}— arg o (u +v) —argou — (3 () + |o’|) Cv]-l-
0

+ 1 s (B pv)}R(E,n)drdﬁdn—

n—y p’ll—p’y
7 3(4311 — py)}R('S’ n)ydréddn —

_i ' .5—% _ IJ/
2”_/]1/.,,’ v, (uv — || E) R, n)drd &dn 9,3)

que es la (8,15) cambiando f(t, & ) por R (&, n).

ff/ B 1:;: n)drmdf,dj = 2:;// ---~_(s(u)—lw’l)..|._

T—1t’ ‘r——t

—I—é—_—_— [—mv+argo(u+v) —argou— @ @) — |o'|)iv] +
'\/ao

® § 20, pag. 63 y sgs.
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_%ﬁ:;y (zi——bu)}r( ”dgdn____:[/‘l____aw)L

LV

\/a [/w-{— ——;(;—_!5)—3 +argo(u +v) —argou— @@ + | l)Cv]—}—
0

rta =2 e

27:]/5 L (uv — || L0) T (&, 1)dédn (9,4)

donde 2, Z,, X,, son las regiones de la cara superior de la superficie I'
que se proyectan en S, S,, S,, respectivamente.

-] /Vu j)(j*mfjd: = s ) [e@ =Dy @iz

4 el 1% d&d
2M/%M2 & mdsdn -+

Y, finalmente, llamando

1
— I W) —|w'|)V(E n)déEdn.
Vel [ewmere

HEns o) =hEn + E—2heEn) + 0 —yphyEn)

/// H(S)nJ*'cs y)d;djdﬂy):

t v —t

(@ — |o'| .
Zn\/aof/_/I: T)2 HE ns z,ydrdédn +
' 9 (u)
o — s HEn; o, _
sroe [ 16 s wgpasasan +
L I () — |o| _
+2”\/‘1_0./-£ T HE s 2z y)dédn +

|o'] H(s,n x,y)d d c°J(u)H , dEd
2n\/aof/ fdnt 7"\/‘70—/-/2- Gy (zﬁ,;

tenemos :

+
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donde ¢ es la cara superior de la superficie del continuo interior del
cono caracteristico limitado entre el punto M y la superficie I'. La
soluciéon en este caso es la derivada respecto de f de la suma de las
expresiones (9,3), (9,4), (9,5) y (9,6). Para la solucién general hay
que afladir ademas la (8,19).






