REPRESENTACION ANALITICA DE FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS POR SERIES DE POLINOMIOS

POR

J. M.2 OrTts

1. El hecho de que la ecuacion diferencial de los polinomios P, ()
de LEGENDERE :
dP

1 —x? @D, 2x—=—2Lnmn+1)P,=0 11
(1= gl tn@ D P, =

quede incluida, como caso particular, en la de tipo mas general de Rie-
MANN con tres singularidades :

2y dy ]
W+P(x)ﬂ+0(x)y—0 ,
A B C :
p(x)zx—a_rx—b xr—c’ r 2]
(’t)— Al Bl CI) 1
7t _(x~a+x—b+a:—c —a@—->b@x—oc |
de la cual se pasa, mediante un simple cambio de variables, a la
d’y - dy
- —_1) — i —_— ! —_ =O F‘
2l—0) Tty —@+p+ ) Dby 3]

correspondiente a la funcion hipergeométrica :

: 1w a@t))..@tn=1) B(B+Y)...(BLtn-1)
Fabrio=1+2 598 T 5anapin=n © *©

u=1

ha conducido a una formula, actualmente ya clasica y bien conocida,
que permite expresar los polinomios de LEgeENDRE, mediante funciones
del mencionado tipo. @

(@) WnarrTAKER and WATsoN @ A ecours of Modern Analysis, pags. 283-304-311,

18 — Collectanea Mathematica,
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La propiedad reciproca, es decir, la representacion analitica de las
funciones hipergeométricas mediante series de polinomios de LEGENDRE,
se-reduce al calculo de los coeficientes (a,) dados por :

‘l +1 Wl
(n = ()5 1’ 2’ "') J[

y al ulterior examen de la convergencia del desarrollo.

En el caso concreto en que los pardametros 8 y y son iguales, es decir,
cuando se trata de la funcion (1 — x)—*, la aplicacién de la férmula [2]
conduce, como va es sabido, a la serie de STIELTJES-NEUMANN :

——1 _ 1 =i’(l P, (x )
1 —x)* 2% %) n () |>[6—'
1 3 a(e 4 1), (@tn—1)]
= = ...a,=(2
(lOv 1_19 a] (l—-—a) (2-@), (1:1. ( n‘Jr‘]) (1_7') (2—'7.)---(n+1—a)__J|

3 . .
la cual, para 0 < o < i converge uniformemente en todo intervalo

(—14 9,1 — 09) interior al (— 1, ¥|- 1), segun se prueba apoyandose
en el teorema de Hosson acerca de la convergencia del desarrollo en

serie de polinomios de LEGENDRE correspondiente a una funcion f (z)
1

tal que f (x) (1 = z%) ¢ es sumable en el intervalo (— 1, 4 1).. @
Partiendo de la formula [6] de StiELTJES-NEUMANN, puede obtenerse

el desarrollo en serie de polinomios de toda funcién hipergeométrica

en la que uno de los dos parametros « o §, por ejemplo el primero, esté

comprendido entre 0 ? ; © basta para ello utilizar la representacion
p y i p p

de la funcién hipergeométrica mediante la integral definida :

, . TO 1 e |
Pty = rge—p ), 0 - iy
R@) >0, Ry —p>0 J

(b) VrTALI-SANSONE : Moderna teoria delle funzioni di variabile reale. Parte 2.2,
pags. 213 y 218.

. ;3 .
{¢) La condicién de estar comprendida en el intervalo (0, 1 , puede imponerse

indistintamente a uno cualquiera de los dos parametros » o 8 a causa de la simetria
respecto a ambos de la funcién hipergeométrica.
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a-través de la cual, como asimismo se sabe, puede efectuarse la prolon-
gacion analitica de la serie de potenmas [4], mas-alld de su'circulo-de
convergencia. @ '

Al cambiar x en [z en el desarrollo de STIELTJES- \LL MANN, 1esulta

(1 -ty = o > a, P, () 8]
n=>0

serie que para 0 <f <1, y — 14+ 0<x<1—0 es uniformemente
convergente ; por tanto, al substituir en [7] podra efectuarse la integra-
cion término a término, después de lo cual resultard un desarrollo, asi-
mismo convergente, de la forma : :

r (ﬂ) r (;; — ﬂ) 1?/?’0 w, Qn t >/.) (L) E {_9]

. 1
1’(“! ﬂ’ Y '1:):()—1
en el cual Q%% (x), son polinomios de grado n en x:

Q7 @ = @ +p® Tt [10]

cuyos coeficientes u,® se expresan en funcion de los 1,® de los P, (z)
de LEGENDEE :

P,(x)= 4,0+ 2, @an—2 1 ., 11

mediante las formulas:

1 r S
Lk Y r (ﬁ +n A) (V ﬂ)
’»(k) = ;"n(k) tﬁ - i—k—1 1 — 1y 5—1 dt ) (k) 12

Con ello se logra una representacion analitica de la funcién hipergeo-
métrica intermedia, por ‘decir asi, ‘entre la serie.de potencias [1] y la
férmula integral [7]; representacién que constituye una generalizacion
de la.serie de. STIELTJES—NEUMANN, a la cual se reduce en el caso Ilmlte
en que es B=y. :

La convergencia umforme de la serle de pohnomlos ), resulta como
inmediata consecuencla de esa, mlsma propiedad de 1a serie de STIELT)ES—
NEUMANN.

(d) Véase, par ejemplo, Goursat: Cours d’ Analyse Mathémaligue. T. 2.°, pag. 260.
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Pues si designamos por M el maximo de la funcién £-1 (1 —f)”-#-1enel
intervalo (0, 1) @, se tiene, para todo 0 < [ < 1,y —1+d<a<1—09,
desde un cierto valor de n en adelante:

< & :
2 . P, () l <= [13]
n+1 | M

siendo ¢ un numero positivo fijado arbitrariamente; y si multiplicamos
ambos miembros de esta desigualdad por el nimhero positivo #-1 (1 —f)7#-1
se tendra también :

Dla, P, ()t (1 —tp—p—t | < [14]
k41

lo cual hace patente la convergencia uniforme de la serie

D! a, P, (tx) -1 (1 — ty—r—!

k41

y por tanto su integrabilidad término a término, es decir:

1 »
‘/(; [é\/_l a, Pn (tx) 11 (1 — t)}'—ﬁ—l] df =

0
n

o 1
= Z a, /. Pu (tx) (-1 (1 — l);’_-ﬁm1 dt = Z a, Qn(ﬁ"") () !_15}
0 . 0

0

verificandose que :

£

1
Da, f P, (tx) ti—1 (1 — ty—F—1 dt ‘ =
0

n+1 .

34,087 @)

nt1
/-1

0

[i‘ a,P, (tr) 1 (1 — 1)7—5"1] dt ‘< € [16]

LR

lo que prueba la convergencia uniforme de la serie de polinomios. [9].
Los polinomios Q,%» que intervienen en el desarrollo [9], pueden
expresarse como funciones lineales de los P, (x), P,_, (z), ... de LEGEN-
PRE ; basta para ello substituir en el segundo miembro de [10] cada una
g—1

(¢) El maximo en cuestion corresponde al valor { = y—2
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de las potencias r*, "2, ... por sus respectivas expresiones en funcion
de estos ultimos:

=1c,0 P, (z) +¢,® P, _,@+..)
22 — €® P,_, () + ... L (17

formulas que definen una substitucion lineal de coeficientes :

2s + 1 [*‘1 vl _
c,s) = P, (v) de = 4 18
PRI bl e vy e |
De este modo sc obtiene :
Q"(ﬂ.;') @=A9P, (x) +A4,® P, @ + .. [19]

y con ello quedara representada la funciéon hipergeométrica F (a, 8, v; x),
por un desarrollo en serie, cuyos sucesivos términos son combinaciones
lineales de los polinomios de LEGENDRE ; lo cual constituye, en cierto
modo, la inversion de la férmula que da dichos polinomios por medio de
la funcion hipergeométrica.

2. Larestriccién impuesta a uno de los parametros o 0 # de quedar
entre los limites 0 y 2, no excluye que puedan obtenerse los desarrollos

en serie de polinomios de funciones hipergeométricas F (a, §, y ; x) para
otros valores de aquellos parametros, con tal que estén incluidos en inter-

valos de la forma (—— m, —m -+ 2‘)’ siendo m un numero entero y posi-

tivo.
Pues se tiene:

1
/ (1 — )y *t6 (1 — ty—p—1di =
0

1
= f (1 — txy" (1 — tx)- om =1 (1 — fyr—F- 14l [20]
0

(/) VitaLi-SansonNE (loc. cit., pag. 174).
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con lo que al desarrollar la potencia (1 — {r)" se obtendrd una suma de
términos de la forma :

1
Cq xq/ (1 — fyy=m b a1 (] — )78 L(f-=
0
1
=C, g;q/ (1 — fx)y—C=m fB=a—1(1 — f)r a—6 —1 df [21]
0

Aplicando a la ultima integral — en la que 0<<a +m<C Z?; — el método

anterior, resultara el desarrollo de la funcion F (x+m, 8 +¢q,y +¢; ),
en serie de polinomios. Basta entonces sumar los desarrollos corres-
pondientes a las funciones que se obtienen dando a ¢ los valores
0, 1,2,3,...m, para hallar el de F («, 8, ¥ ; ).

3. Aplicacion a un caso concreto

Tomando ¢y = 1 la serie hipergeométrica es:

F(a,ﬂ,l;x)=1+°‘T’3;c 4 “(“*(11),’3)2’3“), + o 22]

la cual puede considerarse como resultado de la composicion « a lo Ha-
DAMARD » de estas dos

]
1—}—%3:-1-0‘(01(——;1) Py = (1 —2)* | _
(23]
By BB+ .
1+-x 22 .=(1—2)B
1" T2 @ —a7

En este caso, la formula [12] da:

L@+n—RI(1—=B),  _ BB+D).-(B+n+k=1)
= T e A = R S P a-p)

(24]

pero se sabe que:

regyra—p=

sen nﬂ ' :

con lo cual se puede calcular los coeficientes de los polinomios Q% ()
que intervienen en el desarrollo [9].
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. 1
En particular para a=z, la serie de STIELTJES-NEUMANN es: (&
_1 —
1—2) 2=v22P, @ [26]
0

y si suponemos que es también f=

funcién hipergeométrica :

o 1
1 z) —v3 20, r27]
=0

[T
IOt —

. . . (50 1] .
en el cual los coeficientes u,® del polinomio Q,* ' (z), estdn dados
en funcion de los 4,® del P, (r) de LEGENDRE por las formulas:

' 1
o = (= = (~2) 2,09 28]

n—i

(9) La formula {11} puede deducirse directamente a partir de la funcién gene-

ratriz de los polinomios P, (x): (1 --2ay -- _,/-z)'L = X P, () y? haciendo y = 1.






