CEROS DE LAS FUNCIONES DE UNA CLASE
NO CUASI-ANALITICA EN R*

PROLONGACION NO CUASI- ANALITICA

POR

BaLtasar R. Sarinas

Sea D*(G) la familia de todas las funciones indefinidamente diferen-
ciables en un conjunto abierto G de R”. Designamos por €” {m,; G}, m,>0,
la clase de todas las funciones f de D" (G) tales que

b+ o+ ba |
m'f(x) < m, (P=P1 + et Pus pv=0’ 1, 2, "')
para todo z de G, y por € {m,; G} la reunién de todas las clases
€" {m,;G} conm, =ckm,, ¢>0y k>0.Si G= R" con objeto de
abreviar, escribiremos 2%, €* {m,} y " {m,}.

DeriNicioN 1. Se dice que una clase €" es cuasi-analitica, en abre-
viatura c.a., caando toda funcion f de € queda univocamente determinada
por los valores de todas sus derivadas parciales en un punfo x,. En caso con-
trario, se dird que €" es no cuasi-analitica, en abreviatura n. c. a.

En este trabajo, vamos a contestar a las siguientes preguntas :

a) ¢Cudl es la condicién necesaria y suficiente que debe cumplir la
sucesion {m,}, para que la clase €* {m,} 06" { m,} sea cuasi-analitica?

b) Si€*{m,} es una clase no cuasi-analitica, ;existe una funcion f de
€*{m,} que toma, exactamente, el valor 0 en un conjunto cerrado F,,
prefijado? v

¢) SiG*{m,} es una clase no cuasi-analitica, jexiste una funcién f de
€*{m,} que toma, justamente, los valores 0 y 1 en dos conjuntos cerrados
y disjuntos Fyy F; de R*? ,

d) Si f&”{mu} es una clase no cuasi-analitica y si f, es una funci6n,
definida en un conjunto compacto F de R”*, que admile una prolongacién
f; en un conjunto abierto G O F, contenida en la clase C‘”{mz; G}, iexiste
una prolongacion f de f;, que pertenece a €% {m,}?

9 — Collectanea Mathematica.
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La prolongacién de una funcién diferenciable, de clase r, en un con-
junto cerrado a todo el espacio R*, ha sido estudiada por WHITNEY [7]

(8] y [9].

§ 1. CONSIDERACIONES GENERALES

Sea E un espacio topoldgico y & un espacio lineal de funciones reales
y continuas en E (*). Dada una sucesién {L,} de transformaciones lineales
de § en si, con L, f = cf para una cierta constante ¢ > 0, dotamos a § de
una topologia mediante el sistema fundamental ¥ de entornos, definido
por los conjuntos V (f; ¢; m). V(f; ¢; m) es el conjunto de todas las fun-
ciones g de ¥, tales que

(L.1) llg—fll,u=§gg |Lug@) — L. f(@)| <e

para u =0, 1, ..., m. Por consiguiente, {f,} converge hacia f, si y s6lo si
{Ly f,(x)} converge uniformemente en E hacia L, f(x) para cada
pp=0,1,2..).

HirotEsls 1. § es un espacio completo, es decir, la condicidn
lim ||f, — f,lu = O para cada u (f, ¢ %), implica la convergencia de {f,}
g :
hacia una funcion | de .

Designamos por Fo,1 ¢l conjunto de todas las funciones f >0 de F,
tales que | L, f(x)] <1 para cada x de E y todo u. Evidentemente, o,1
es un conjunto convexo, cerrado y no vacio, pues 0¢&Fo,1.

Leva 1. Si {f,} es una sucesion de funciones de Fo,1 y si F, es el con-
junto (cerrado) de ceros de f,, existe una funcion f de Fo,1 que se anula, exac-

(o]

tamente, en F =N F,.
1

Demostracién. Como |L,f,(xr)] <1 en E, la sucesion
”n
(1.2) Gn =227 5 (n=1,2,..)

converge hacia una funcion f de § que pertenece a Fo,1, por ser Fo,1, un
conjunto cerrado, y se anula, exactamente, en F.

HirotEsis 2. En E vale el segundo axioma de numerabilidad, es
decir E posee una base numerable U de entornos.

(t) Designaremos siempre por § la funcién cero de .
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TroreMA 1. A cada conjunio A de E, se le puede asociar un conjunto
cerrado F = ¢ (A) de E, tal que existe una funcién f de$o, cuya totalidad
de ceros es F y cada f de o1 que se anula en A, se anula también en F.

Demostraciéon. Sea {f,; Ae A} lafamilia de todas las funciones f, de o1
queseanulanen A, y Fy elconjunto de ceros de f,. Evidentemente, {f; 1eA}

no es vacia y cada f; se anula en F = N Fj. Por otra parte, por la hip6-
led
tesis 2, se puede extraer de { F;; A& A} una sucesion { F,} con intersec-

[ee) o
cién N F, = F. La funcién f = X 27 f,, construida en el lema 1, tiene
1 1

precisamente F por conjunto de ceros y pertenece a §o,1.

DerFiNicioN 2. Diremos que §* CF es una clase libre (%), si para cada
punto x de E y lodo entorno U, de x, existe una funcién | de §* que foma
el valor 0 en el complemenlario de U,, sin anularse en x.

Troreya 2. Si Fo1 es una clase libre, para cada conjunio cerrado F|
de E existe una funcion f(x) = f(z; I'y) de Fo,1 que se anula, justamente,
en I,

Demostracién. Por el teorema 1, es suficiente demostrar que ¢ (Fg)=
= F,. Si fuese I = @(F,) + I, existiria un xeF — Fy y un entorno U,
de x tal que U, N IF, = &. Ahora bien, como o1 es una clase libre, existe
una funcién ¢ de Fo,1 que toma el valor 0 en E — U, con g¢(z)=+ 0. Por
consiguiente, p = (f + ¢)/2 es una funcién de &1 que se anula en F
pero no en F, pues y (z) = g(x)/2. Esto es contradictorio con F =
= @ (F), luego ¢ (Fo) = F,.

TroreMA 3. Si §o,1 es una clase libre y para cada par de funciones
f1y fode F setienef,/f,e F cuando f, carece de ceros. Dado un par de conjuntos
cerrados y disjuntos F y F, de E, existe una funcion f de ¥ que toma el
valor 0 en Fyy el valor 1 en F,, con 0 < f(x) <1 en el complementario de
F,U F,.

Demostracion. Si f(x; F}) es la funcién obtenida en el teorema 2 para
F;'(k =0, 1), la funciéon

_ [(x; Fy)
(1.3) 1@ = @ 7y

satisface las condiciones requeridas.

TroreMA 4. Si Fo,4 es una clase libre y existe una funcion ¢ <1 de
Fo,1 que Loma los valores 0 y 1 en los conjunlos cerrados Iy y F,, respectiva-
mente, se puede determinar una constanle a = a(F,, F,), 0<<a <1, y una
funcién f < a de o,y que toma exactamente los valores O y a en Fy y F,.

(?) Este concepto es andlogo al de clase no cuasi-analitica.

9%
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Demostracion. Sea {fx; A¢} la familia de todas las funciones f < a;
(0 < aa <1) de Fo,1 que toman los valores Oy a; en F, y F;. Esta familia
no es vacia, puesto que g pertenece a ella. Procediendo ahora de igual
forma que en el teorema 1 se construyen dos conjuntos cerrados Fg D F,
y F¥D F; con las siguientes propiedades: 1.2 Cada funcién f, toma los
valores 0 y o en IF§ y F¥. 2.2 Existe una funcion f = f;, que toma jus-
tamente los valores 0 y a = o, en F§ y F¥.

Vamos a ver que F§ = Fy F§f = F,. En efecto, si fuese F§ + F,
se podria determinar un punto z de F§ — F,y un entorno U, de z, dis-
junto con F, y tal que f(z) < a/2 para cada 2’ de U,. Por otra parte,
como Fo,1 es libre, existe una funcion ¢ de Fo,; que se anula en el comple-
mentario de U, pero no en x. Elijamos el niimero positivo ¢ <1 de manera
que sea & p (') < a/2 para todo 2’ de E, cosa posible por ser | Lyp(z')| <1.
Entonces, la funcion

»— / +28 4

pertenece a la familia {f,; AeA}, puesto que es una funcién de Fo1, con
60 < < a/2 que toma los valores 0 yg en Iy y F;, pero no se anula en

xe Ff¥. Esto es contradictorio con la propiedad 1.2 de F§¥, luego F§ = F,.
De forma analoga resulta F¥ = F,, con lo cual queda demostrado el
teorema.

§ 2. CLASES NO CUASI-ANALITICAS EN R”
En esta parte tomamos E = R*, § =d" y

1 obL + - + pn

(2.1) Ly=Lp,..p.= (p=p1+ .+ P

m, 3P o
(:u = /‘(pl’ ooy Pn) Y Po=Dy (/"))
Lyp,=01,2,..

para una sucesién positiva prefijada {m,}. Desde luego, en este caso se
cumplen las hipotesis 1 y 2. Para que §,1 sea libre, es preciso que {m,}
verifique alguna condicion. En efecto, si my=v! v =0, 1, 2, ...), Fo,1
es una clase analitica en R", y, por consiguiente, no libre.

TroreMA 5. Para que la clase € {m,} o €"{m,} sea cuasi-analitica,
es condicién necesaria y suficiente que {m,} cumpla la condicién de DENjoY-
CARLEMAN,
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Demostracién. La afirmacion es, desde luego, cierta, como se sabe,
para n=1.

Es condicién necesaria. En efecto, si {m,} no verifica la condiciéon de
DENJoY-CARLEMAN, se puede construir una funcién y =+ 0 de € {m,}
con todas sus derivadas nulas en f{= 0. Por tanto, f(z,,...,x,) =
=y (x,+ ... + x,) es una funcion f=+ 6 de €” {m,} con todas sus de-
rivadas parciales nulas en x = 0.

Es condicién suficiente. Si f; y f, es un par de funciones de " {m,}
con las mismas derivadas parciales en x =0, la funcion y (f) =f, (fx) — f; (i)
pertenece a Gl {m,} y tiene todas sus derivadas nulas en { = 0. Por con-
siguiente, si {m,} satisface la condicion de DENJoY-CARLEMAN, resulta
p ()=0 y en particular f(z) =0, luego f= 6.

OBservaciON 1. El teorema 5 es cierto para las clases € {m,; G} y
@”{m,,; G}, si G es un conjunto abierto y conexo, esto es, un recinfo.

Lema 2. Si €{m,} es una clase n. c. a. en la recta, existe una funcion
fde €m,}, f+=60 y f =0, que toma el valor 0 en el complementario del
intervalo (0,1).

Demostracién. Véase MANDELBROJT [5], pag. 65 ().

Lema 3. Si 6" {m,} es una clase n.c.a, existe una funcion g de

6" {m,}, g+ 0 y g =6, que toma el valor 0 en |z| — \/ﬁ a2 >1.
1

Demostracion. Sea f(f) la funcién construida en el lema 2 para
€ {8 m,}, entonces g¢(x)=f(r?, r= |z|, satisface las condiciones
exigidas, En efecto, como

;‘9’;{ g(@ =12z

5%, 9%, g@)=f"(®2x; 2z; + ' (r*) 26, (0;;=1, 6;; =0 para i +j)

.....................................

para obtener una cota de

apl + o+ pn

c)xli’l.., ox,Pr g(x)’ (P =P + ..+ [),,)

es suficiente calcular el coeficiente c, de a?/p! en el desarrollo

> %'f @+ Rk, M, =Sup |f® ()] <&~ m,.

n=0

(;) Para las clases § {m,} se puede aplicar otro teorema, MANDELBRoJT [6],
pag. 102.
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Ahora bien, M, = M,/(p — p)! para p > u, luego

¢y <M zzzﬂ—ﬁ<p>( a )g4P M, 3 (”)gm
? pl2<p<p R/\D — [ P20\ i

I.as demdas condiciones son obvias.

Levma 4. Si €{m,} es una clase n. a. c., para cada r > 0 se puede
determinar un punito a, = (a, ..., a,) de |a| <r, lal que para toda
esfera |x — xy — a,| < r de R", existe una funcién f = 6 de €*{m,} que
foma el valor 0 en |x — x4y — a,| =r, pero no en x,.

Demostraciéon. Si g(x) es la funciéon construida en ¢l lema 3 para la
clase no cuasi-analitica €"{r®m,}, existe un punto b, = —r 1 q, de
| 8]l << 1 que no es un cero de g, pues g + 0 en |z| < 1. Por tanto,

f@) =90 (@ — 20— a))

cumple las condiciones exigidas.
Como consecuencia del teorema 5 y del lema 4, se obtiene :
TrorREMA 6. Para que o1 Sea libre, es condicion necesaria y suficienle
que {m,} no cumpla la condicion de cuasi-analiticidad de DEXJOY-CARLEMAN.
Igualmente de los teoremas 2 y 6, resulta :
TeorEMA 7. Si €"{m,} es una clase n.c.a. y F, es un conjunto ce-
rrado de R*, existe una funcién def > 6 de €* {m,} que se anula, exacta-
mente, en F,.

§ 3. PROLONGACION DE LAS FUNCIONES DE UNA CLASE
NO CUASI-ANALITICA

Lema 5. Dada una clase n. c. a. €* {m,} y dos esferas S,, y S,, con centro
en el origen y de radios ry < ry, existe una funcion f(x) =f, (x; ry, 7
(0 < f< 1) perteneciente a 6" {am,}, para una cierta constante « > 0,
que toma el valor 0 en S,, (%) y el valor 1 en el complementario de S,, (3).

Demostracién. Sea f lazfunczi()n construida en el lema 2 para la clase
ri—r3

n.c.a. €{m,}, m, = (—2-
813

v+1
) m,,, entonces la funcién p, definida

mediante

e+ ei—mo=[foul [ jou

() Designamos por A la clausura de un conjunto A de R".
(°) Aplicando un teorema de Bane [1], § 9, se deduce:

— iy -
Sea {m,} la regularizada logaritmica convexa de {m,}, o = ? e y ri® —ry,2=160.
m

Si €" {m,} es una clase n. c. a. (o < 4 ), existe una funcién f = § de”@" {m,} que toma
exactamente los valores 0 y m, en S,y en el complementario de Sr,.
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es no negativa, nula para t <0 e igual a 1 para { =1 y pertenece a
€ {a (8r2)~"m,} si se elige « de modo que

1 2 2
f)dt > Max. (1, =10 ’_"_1)
“fo A0 ( 8r2 my/

Basta proceder ahora de igual forma que en el lema 3, para ver que
la funcion
f@) =y ()

pertenece a 6" {o.m,} y satisface las demds condiciones pedidas.
LeMa 6. Si P,(f) es un polinomio de grado n, tal que [P,()] <1
para |t| <1, se tiene

P,o@O <T,M(1), (<1, 0<k<n)

con
1 R [n? — 1] ... [n% — 2k — 1)%] n2k
—_— ! (k) — k - k "
m (1) =2 K] <2'GE <o

donde T, (z) es el polinomio de TcHEBYCHEFF de grado n.
Demostracién. Véase MaxDpELBROJT [6], pags. 217 y 206.
TeoreEMA 8. Si [ es una funcion de %, y

EYR
3.1) M, = Sup. W‘ f@) ], (xeR", py+ ... +p,=p)
se tiene '
-t 2
3.2) M, <k, My, Mg

para p <q con k, << 8ek, ; <2(4ey* L

Demostracién. Procederemos por induccion. Para n = 1 la desigual-
dad es cierta segun los trabajos de Gorny y de-KoLMoGororF (8). Su-
poniendo que sea vdalida para n — 1, pondremos

g@) =g/, Ty ooy Tpy) =[(@ + 5 Ty w0y Tpy_g, T, + 12)

entonces
or Fbat et

7= 9 (@)

ox,"" 0xPa ... 0, "}

<

%y'=0

n—1i

d‘h+---+q:z-1 ’:
? (CES'R”,%‘I;:‘I)

_?
<k, , Zwo1 7 Sup g()

ox' % ... 0Ty

(®) MANDELBROJT [6], pags. 210-222.
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para r+ py,+ ...+ p, = p < ¢, luego
Zs, (r) ot f ()
r=0

S/ 9z, o™ ... OX°,

n
q

Cary

1
<k, (L4 |fDPM, 1M1 <

-7 P
<@k, )P My 7 Mg

para |t| < 1. Por consiguiente, segiin el lema 6, tendremos

(1) b 1_1', £
(?‘kn-—l) IWD ? Aqu ’ (p =D + + pn)

D)
o f (x) T,
ox, 1. oz, Pr !

n

_r 7
y M, <kt M, ¢Mg conk,<4ek, ,.

Lema 7. Sif, y [, pertenecen a la clase & {m,}, enfonces f(x)=
= f; (%) f, (%) es también una funcién de la clase € {m,}.
Demostracion. Para obtener una cota de

b1+ e + bu

f(@), (p=pi+ .+ P

oL Pr .. oT

X2t Lz, P

calcularemos el coeficiente Cj, 5,..5, de en el polinomio

pi! pa! ... p,!
2 MW L M@
Z v"! (@ + ... +2,) Z vv[ (* + - + 2,)%
v=0 v=0

donde M ® es la cota M, de f;.
Asi resulta, segiin el teorema 8, que

R T

Cl! 2) 3 Pn _—-—< <

Pur by P! po! . py!
kaml_gm_: 2

<<[Zo”—°v!—” (w1+x2+...+x,.)"] <<

ot
<<mmw%m@ym+m+m}

luego Cp, p,..p. <My (2k,)? m,.

Cororario 1. La clase € {m,} es un anillo.

TeorREMA 9. Sean F, y F, dos conjuntos cerrados y disjuntos de R",
uno de cllos ademds compacto. Si €*{m,} es una clase n.c. a., existe una
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funcion f de "{m,}, con § < <1, que toma justamente los valores 0 y 1
en F,y F,, respectivamente.

Demostracion. Por el teorema 4, es suficiente construir una funcion ¢
de €"{m,}, con § < g <1, que tome el valor 0 en Fyyelvalorlen Fi.

Supongamos, por ejemplo, que F; es compacto, entonces se puede cu-
brir F, por un nimero finito de esferas |z — z;| <1y, o, [T — x| <Tps
de manera que cada esfera jr — z,| <2r, no tenga ningin punto
comiin con F,. Sea f,(x; r’, r") la funcién considerada en el lema 5, si
ponemos ¢,(x) =f,(x —xz,; r,, 2r,), la funcién

9(2) = 9:(x) 9 (2) . 9, (), (0<g<1)

satisface las condiciones requeridas en virtud del lema 7.

Hacemos notar que 1 — ¢, § << 1 — ¢ < 1, pertenece a 6" {m,} y toma
los valores 0 y 1 en I} y F,,.

TeoreMA 10. Sea f, una funcion definida en un conjunto compacto F
de R", que admita una prolongacién indefinidamente diferenciable f, en un
conjunto abierto G (GO F) de R*, y

apl + e+ D0

@3 MM =Sup h@) |, (@eG, pi+ ..+ p,=p)

ox,Pr... ox pr

Si la sucesién positiva {m,} verifica la desigualdad
_? -
1 m, (fie€* {m,; G})

Qe

(3.4) MW < kp+im,

para p <gq, con k > 0 independiente de p y q, y si €*{m,} es una clase
n. c. a., existe una funcion f de €*{m,} que es prolongacién de fo en R*
y que toma el valor 0O en el complementario de G y en los puntos en que se
anula f,.

Demostraciéon. Si ¢ es la funcién construida en el teorema 9 para los
conjuntos cerrados F' y R* — G, la funcién f, definida mediante

f@=h@g@ para e
y f(x)=0 para z €1G,

cumple las condiciones pedidas, puesto que es aplicable la demostracion
del lema 7, por verificarse (3.4) para p <gq.

OBsERvACION 2.  Evidentemente, si existe tal prolongacién f de f,
se puede fomar f, = f. Ademds si f{+0 y G+ R* la clase C"{m,} es
necesariamente n.c. a.
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TeorEMa 11. Si G*{m,} es una clase n.c.a. y si f, es una funcién
analitica en un conjunto compacto F de R", existe una prolongacisn f de f,
perteneciente a €*{m,} que se anula en |z| =r para r suficientemente
grande.

Demostracion. Siendo f, analitica en F, admite una prolongacién
analitica f, en la clausura G de un cierto conjunto abierto GO F, que se
puede suponer acotado por ser 'F compacto. Por tanto, es posible deter-
minar una constante k > 0 de manera que

3?1 + 4t

fi(@)

T oT b <M, <k*1pl, (py+ .. +p,=p, p=0,1,2....).
o 1 “rs n

, —
. m .
Por otra parte, como lim \/—’; > 0, existe una constante h <0
—_— U 1
v ->00

tal que
q! <htt m, (=0, 1, 2, ..)

De todo esto resulta

»
M0 <kptipl < kP+!(ql)e <
NI
< (hk)PTimy 4 myg

para p <gq. Por consiguiente, basta aplicar el teorema 9 para llegar a la
conclusiéon enunciada arriba.
DeriNicioN 3. La sucesion {ay,..,»,} de los valores de las derivadas

Obs + e+ D

f (@)

ox P ... ox, Pn

de una funcién f de D", en un punto x,, se llama elemento de f en x,.
LeMa 8. Si €{m,} es una clase n.c.a., y si

o My, 1
r=2 = y Up=—"—""":
7. m, Ty T,

donde {m,} es la regularizada logarifmica convexa de {m,}, se puede cons-
truir una funcién vy, ., p, (r) de € {m,"~2 m,} CC"* {my*! m,} para
n > 1 con el elemento

{0, 0tg, -+ &g, O, p, -+ 0g.p,} (65 =1, ;=0 para i +]) en ,
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Demostracién. Ellema es cierto paran =1 (7). Si {y,} es una sucesion
construida para este caso, la funcion

’q)?u B (xl’ x2’ sees xn) = l/)l’x (x]) y)Pl (xQ) o '}’P” (xn)

nos permite comprobar la afirmacion hecha. En efecto, todas sus deri-
vadas en x, son nulas, salvo la del orden (p,, py, ..., p,) que es igual
a ap, op, ... Ap, Yy ademds pertenece, por la convexidad logaritmica de
{m,}, a la clase € {my"~1m,}.
Esto nos sirve para generalizar un teorema de Bang, asi:
TeorEmMA 12. Si 6" {m,} es una clase n.c.a, y si

>, m 1
(3.5) r,= 1 y =,
; m, b IyTy..T,

donde {m,} es la reqularizada logaritmica convexa de {m,}, cada sucesion
{ap, p, .. 1o} que satisface

(3.6) |, py o5y | < CKP ap, atp, ... tp, (p=p1+ o+ Py

es un elemento de una funcion f de €*{m,}.
Demostracion. Sea

Ap, Py o pn — ” i
f@y=2 —DlrmPr A=ty o .. s (AZ), A =2kn, p=3
S, gy e O, Yo s e b ( p=2 Pv)
entonces

oh + oo+

- X n—1 Aq - P —
e ann | @] < Cmy Tt ATm, 3 (knj)

=2Cm» T A'my, (q=¢:+ ... +q,)

por consiguiente, fe€”" {m,}. Las demds condiciones son inmediatas.
Cororanio 2. Cada sucesion {ap s, .., } perteneciente a la clase

C" {up}, 0 sea |ap, ps, .. | < CkP gy (p=p;+ ... 4 p,), es elemento
de una funcién de la clase n.c.a. €* {m,}, en uno cualquiera de los si-
guienles casos :

Lo u,=pl=t 'y m,=pl*
2.0 u, = et y m,=e?, a>0

3.0 p,=p! y m, cualquiera.

() Véase Banc [1], § 14.
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Demostracion. Los dos primeros casos se obtienen facilmente del
teorema 12, teniendo presente que

p!<n? plpl..p,! 'y pn<pi+pi+..+p

El tercero resulia del teorema 11. Debemos sefialar que este notable
resultado también es nuevo para n = 1, antes solamente se sabia que toda
sucesién {a,} de € {1} es elemento de una funcién de cualquier clase
n.c.a., €{m,}.

Mas todavia, como la interseccion de todas las clases no cuasi-analiticas,
G {m,} es precisamente la clase analitica G {vl}, se sigue que esta con-
clusion no se puede mejorar.

Combinando los teoremas 11 y 12, resulta

TroreMA 13. Toda funcion f,, analitica en un conjunto compacto
F de R*, admite una prolongacion f perteneciente a una clase n.c. a. prefi-
jada ©* {m,} con los elementos {a}f) P ,,,,} en N punios z,, ..., xy dis-
tintos y no pertenecientes a F, si

] ag:?z’z» ey D I< CkP Op, Olpy += Kp, (p = pJ >;_ pZ + eee + pn)

parapg =12, ., Nyp=0,1,2, ..
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