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INTRODUCCION

En el decurso del presente trabajo, intentamos, a la par que estudiar
¢l movimiento estacionario de los hilos flexibles ¢ inextensibles, respecto
a un sistema de ejes que gira con movimiento uniformemente acelerado,
alrededor de un sistema fijo, establecer un paralelo entre el procedi-
miento general de resolucién debido a AppeLL (1) v el empleado otrora
por TErraDAs. La aplicacién de cada uno de dichos métodos a nuestro
caso concreto, ha permitido la escision del problema general en una serie
de problemas mads sencillos, resueltos a lo largo del presente estudio.

En el primer capitulo, nos hemos limitado a transcribir algunos re-
sultados clasicos, en su mayor parte procedentes de una monografia de-
bida a Saxvisexs (?), con vistas a la consecucion de una mejor estrue-
turacion de nuestro trabajo.

En el segundo capitulo, hemos obtenido, previa imposicién de con-
diciones restrictivas, cuales son que la trayectoria sea plana, y que la
proyecciéon de la resultante de las fuerzas exteriores sobre la binormal
sea nula, de acuerdo con procedimientos cldsicos, diversos sistemas
(equivalentes entre si), de ecuaciones en derivadas parciales de caracter
intrinseco, cuya posterior integracion resuelve el problema. Consideramos
de interés, la aportaciéon que implica la introducciéon de la funciéon de
apoyo en el sistema mencionado, desde el punto de vista de la resolucion
cfectiva, puesto que a dicha funcion se debe que los célculos realizados
en los capitulos tercero y cuarto no hayan sido por lo general lo pro-
lijos que cabia esperar, dada la indole del sistema inicial.

En el tercer capitulo, tras hreve exposicion del método de ApprLr,
hemos conseguido obtener diversas soluciones que se corresponden con
las diferentes hipotesis iniciales impuestas por la aplicacion efectiva
del mencionado proceso.

Y, finalmente, en el cuarto y ultimo capitulo, hemos llegado a la
consecuciéon de soluciones del problema por via distinta a la de AppPELIL,
puesto que en esta ocasion, se ha utilizado un procedimiento ya usado
por Terrapas (}). Algunas de dichas soluciones habian ya sido halladas
en el capitulo anterior ; pero, por contra, hemos obtenido otras nuevas,
que el método de Arprrn no podia proporcionar, ya que la puesta en

() Ver Bibliografia, ).
® Id., e).
(®) Bibliografia b). d)
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practica de este tltimo, implica indirectamente una hipétesis restric-
tiva: la constancia en la densidad de la masa del hilo por unidad de
longitud.

CAPITULO 1

1. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE UN HILO, RESPECTO A UN SISTEMA
DL EJES FIJOS.

Consideraremos en lo sucesivo, un hilo A B, es decir, un sistema con-
tinuo, de longitud finita, perfectamente flexible e inextensible (*). Lla-
maremos g a la densidad del hilo, o a la seccion del mismo, y s a la abs-
cisa curvilinea que define la posicion de un punto P de aquél, a partir
de un origen arbitrariamente elegido ; por lo tanto, la masa de un ele-
mento de hilo de longitud unidad serd go, y depender4, en general, de s.
Asimismo denominaremos ]-5, a la resultante de las fll(zl‘zas exteriores

. - JoP <
agentes sobre la unidad de masa, que dependera de P, 37 t. Finalmen-

te, la tensién en un punto genérico del hilo, sera T, y sera funcién
de s y de £

De acuerdo con el principio de ID’ALEMBERT, pasamos de las ecua-
ciones de equilibrio del hilo, a las del movimiento, introduciendo la
fuerza de inercia god, que actia sobre un elemento de longitud unidad:

”

1
55 =0 L (1.1)
J

ool — pod +

Al anterior sistema (1,1) se pueden aiiadir las condiciones de contorno

/A -+ Ts—-()'—_ 0 ]
S - (1,2)
fB—Ts.;=0 J

Tralemos de determinar la configuracion del hilo y el valor de la
Lension T, en cada punto P, y en cada instante 7.

I.a configuracion del hilo quedara definida intrinsecamente por el
conocimiento de la relacion vectorial :

P =P s 1)

(') O cuando menos (como concesion a lo intuitivo), de alargamiento des-
preciable.
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o bien, del sistema de las tres funciones :

:L‘:.’E(S, t)
y=y(1
z=12z(s, 1)

previa eleccién de ejes cartesianos fijos.
Si consideramos el triedro intrinseco de FRENET y el radio de curva-
tura g, en el instante { y en el punto P, de acuerdo con la notacién

v

. a1 .,
habitual, s se convertirda en:

T p oT~ T
j—{_:i(7‘.£)—~(T h=""1+

1,3
oS ds n (1,3)

1l

Si proyectamos, ahora, la primera de las (1,1) sobre el triedro ob-
tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales intrinsecas :

oT 1
ooF; — goa;, + 35 =
oF, —poa,+ = =0
¢ ¢ 4 r (1,4)

ooFy — poa, =0
(‘f)’ =1
os

que por integracion define a las funciones p s,y T(s, 1).

Asimismo, y por proyeccion de la primera (1,1) sobre una terna
cartesiana rectangular fija, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
en derivadas parciales,

2r 9 [, 0
eaF, — 124 ;(7 C)—S)=
o (,.2y
ook, —eo G + x( x)—
i L (1,5)
oL 0 (02
0o F, — 7;(7 ;) 0
o Iy\?: | (9z?
(as) +<£) (55 =1

15 -- Collectanea Mathematica
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que, con el concurso de las condiciones de contorno, e iniciales, y me-
diante oportuna integracion, define el movimiento de un punto del hilo,
y la tension del mismo a través de las:

x(ts,) y(,s) z(, s) T, s)

Si considero como origen de arcos, a la posicion P, de P en{ =0,
podemos establecer una correspondencia biunivoca y continua entre
los puntos P y la abscisa curvilinea . Por tanto, y para cada s, existira
una relacién 2 (o, t) =: 0. )

Fra. 1

La trayectoria de un‘punto P, de abscisa P, se singularizard de
acuerdo con: , vv N

x=2z(5, t)‘l
y=yG, 1) ¢
z=2z(s51) |

y la configuracion C del hilo, en el instante t = t, a partir de las :

w:m(s,f)’
y=y(s 1
z=z(s,i—)



AMovimiento estacionario de un hilo 115

2. LECUACIONES DEL MOVIMIENTO DEL HILO RESPECTO A UN SISTEMA
DE EJES CARTESIANOS ORTOGONALES MOVIL.

Si llamamos ahora X, Y, 7, a las coordenadas cartesianas de P, res-
pecto al sistema fijo, y @, y, z, a las correspondientes al movil, y

- . o - -

Aoy A5 Ay =¢€; A =¢C

a las aceleracicnes absoluta, relativa, de arrastre y de Coriounts, que
acluan sobre la unidad de masa de hilo, de acuerdo con la relacion
fundamental.

- > S -

Aoy = Uy, + €+ ¢

sc¢ converlira el sistema (1,1), en el :
oo’ + — — gpoe — poc = poa
os ¢ ead v 2,1)
aB \ T =0 |
Proyectando la primera (2,1) sobre el sistema cartesiano movil
obtengo el sistema de ecuaciones en derivadas parciales [homoélogo
del (1,9)]

x P o Ta.v ) )
00 55 = 0ol + |\ T+ poe, — POC,
o%y C 9 (. 9y
0% 55 odF, "1‘5;( a_s) — poey, — poCy |
2,2
2 . 9(n r)z’) . o *2)
QO'-d—lz——QO' 3-1—-‘9—‘8 ';)—; poe;, — PG,
Ix\: (YN 9z\?
=) (2 — ] =1
(c)s) ' (d.s) +<ds)

J

Por otra parte, recordando que las proyecciones cartesianas de f, n, b
son, respectivamente :

ox ay az 1

ER 2s as

o _o%y _ 9%z 2.3)
er- B r B r
€0s u cos A cos v |



116 L. Ferrer

obtendremos, a partir de la primera (2,1), el sistema de ecuaciones en
derivadas parciales, de cardcter intrinseco :

. orT ox ‘ oy oz ]
eoa; =gok, —'r:); - go‘[(e,, + Cx)x + (ey + ¢y) 5% - (e + Cz)&]

Il 2

A | r.... ox 9%y ‘ _ 0%z
eod, =pol’, 3 _QUL(Cx + ‘x)Qg'S—z‘;‘(ey toleya + (C’-z—.fz)e'&;éJ

ol

eoda, = oo Fy —o0ofex+c) cos A+ (e, + ¢y) cos u -+ (e: + ¢;) cos v]
oP\2
os

3. MOVIMIENTO ESTACIONARIO DE UN HILO.

Se dice que un hilo tiene movimiento estacionario, cuando desliza
a lo largo de una trayectoria rigida en cualquier instante, la cual,
a su vez, es movil en el espacio respecto a la terna fija OXYZ
(1.2 definicion).

Cabe utilizar también la siguiente definicion (equivalente a la anle-
rior) : el movimiento del hilo es estacionario cuando desliza a lo largo
de una trayectoria rigida fija respecto a la terna oxyz, movil.

De acuerdo con el concepto establecido, podemos llegar a las si-
guientes conclusiones :

a) En el movimiento de caracter general, varia en cada instan-
te £, la configuracion del hilo, la cual estd definida por las ecuaciones :

=z {s(), |
=y [s (D), {]
=2z [S(t—)s i]

Asimismo, a cada punto P, 5 del hilo, corresponde una trayectoria
individualizada por:

=

<

3

T=2x(s1)
y=yG1
z=12z(,1)

Es decir, la velocidad relativa de un punto del hilo, viene dada por:

(2,4)
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es decir, por:
dx oz ds Jx

at ~ s a5t
dy oy ds  dy
Vodt T as dt U at
d: _ oz ds o
L dt ~ os dt at
y \7;:, i: no satisfacen a la relacion
Ve AT=0

b) Si el movimiento es estacionario, coinciden en cualquier ins-
tante f, cn una misma curva, aquellas configuraciones y trayectorias ;
y debido a la inextensibilidad antecitada, tienen médulo comin las ve-
locidades de los diferentes puntos del hilo.

Se verificara, pues:

dP _ -~ oP ds_ods_
dt — os dt = dt
es decir:
r de dx ds
dt ds dt
dy dy ds
dt — ds di
d= _dz ds
di ds dt

Si suponemos ahora, que para { =0, el extremo A;., del hilo,
coincide con el punto Af;_:o de la trayectoria, se cumpliré':

13
c s+/vdt
0
1

I
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Por otra parte, las cocrdenadas a, y, z, de un punto (o) de la tra-
yectoria, no dependeran explicitamente de £, sino a través de o; es decir,
seran de la forma:

( 2=ux(o)
ﬁy=y@
L2 =12(0)

y las componentes de v:

t v

016)=P(s)

Fic, 2

4. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO ESTACIONARIO DE UN HILO.

Las ecuaciones del movimiento estacionario, en su forma intrinseca,
se hallaran a partir del sistema (2,4), teniendo presente que z, y, z, de-
pende e)_;plicitamente dead,y |;|, a su vez, _(}e t; asi como, que actual-
mente a, se halla en el plano osculador (¢, n).
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De esta forma, obtenemos el sistema : ()

dv oT dr dy dz ]
e F, 12— e 2 i
0o gy =eo i+ 37 9"["’"(167 “ 45 e‘d&} I

v T - _d*x _d%y _d*z) b+ [4,1]
005 = oo F 2 —90[(&: T e =+ (6 + Cy)ed—32+(cs+cz)ed—32}

B

0=pgal, — o0 [(e; + ) cos 1+ (ey + ¢y) cos pu + (€ + ¢:) cosv]

CAPITULO II

1. MOVIMIENTO ESTACIONARIO DE UN HILO RESPECTO A UN SISTEMA
DE EJES QUE GIRA CON MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO
ALREDEDOR DE UN SISTEMA FI1JO.

En el nimero 4 del capitulo anterior, hemos establecido el sistema
de ecuaciones en derivadas parciales (4,1), que define el movimiento
estacionario de un hilo, respecto a un sistema movil dotado, a su vez
de un movimiento de arrastre genérico. Supongamos ahora, que concreta-
mente este ultimo, se reduce a una retacion uniformemente acelerada
alrededor del eje 0oz= 0Z, caracterizada por su aceleraciéon angular:

x=xk  (x3>0)
con lo cual, la velocidad angular vendrd dada por:
| B =+ 2tk

y el dngulo de rotacion por:

2

— =
= |yo -+ oot + %) k
La posicion del punto P, situado en un elemento de hilo, queda de-
finida respecto al sistema moévil, mediante el vector de posicién :
' P—-0=7=zxi+tyj+zk
y su velocidad (relativa), por:

d_i)___._(i’f - d_l] - dz -
dt

(}) Téngase presente que:

do _ do do
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Si escribimos la ecuacién vectorial del movimiento (2,1) en la forma :

= = = aT .
90F+F£+Fs+d—f=gaa, (1,1)

y, de acuerdo con clasicas expresiones, deducimos las componentes car-
sianas de F, (fuerza de Corioris) y de F, (fuerza de arrastre):

F,=—goe= —go[— w? (P — 0)+d—d“t-’ AP — 0)]=

— —go[(— wx — xy)i + (xT — *P)]]

—

F.= —p0¢=—g0:20 \ v, =
dy \— dz )-:
= — — 2w = - —
ga[( 2w o= v)z—{ <2w d&'ul]
Z=z
]
F4
k
0=0
Xy
X

el sistema (4,1) I, queda convertido en el:
dv oT o dzx 0.\ 4Y
00’y = 00T+ 51— eo|(— orr —xp) 2 + (ea—oty) 7]

2 Al

v 1 9 dy\.d*>z
903 = gaI“,,Jr?—— ga[(— 't —xYy — 211)vd—6)gdég +
o dx\ _ d%y
(1,2) < -+ (z T— oy -+ 2mvd—&) [} FE—E]

0=p0l,— o0 {(——(ugm — %y —211)»%)%51 -|-

—[—(;m:——wzy +2wug>cos ,u]
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2. ESTUDIO DE LAS CONDICIONES QUE SE DEDUCEN EN LA HIPOTESIS
pE QUE F, =0. ()

Si en la tercera (1,2), imponemos I, = 0, obtenemos
dy) ( dx
T —wy —2 —~Z)cos A - iy - 2 - s u = 0
Wr—xy—2wv-=cosi 4 (xx — wy +2wv—=)cos u = (
( y do /o da) !

o bien: (®

z(yl—my):Qwv(‘u%— A g%) — @iy 1)

relacion que liga la trayectoria estacionaria con el régimen de veloci-
dades, y que debe ser verificada, para cualquier par de valores o, {, con
independencia de po, F, x.

Si derivamos la (2,1) (recordando que a, y, z dependen de o, y w, v
de f) respecto a ¢, hallaremos :

dv dx dy , _
Par+x4b§u~zéﬂ—wxhl+yﬂ—ﬂ

que se puede escribir asi:

v
0+ w —
dt [dx d
Th = — a_g,,tﬂagz] 2,2)
que a sn vez, es de la forma:
A(@)=k() B(o) (2,3)
relacion que se verificara para toda ¢, y toda g, sélo si se cumple :
A@ =0
I J' 5 II k(t)=k 2,3 bi
' Be=0 ® (23 bis)

EsTtupI1Oo DEL cAso [

Para que se verifique el sistema I, independientemente de o, es pre-
ciso que:
{ TA4+ypu=0

J
dy dz
| ~% T @r="

(1) El estudio al que se refiere este n.° 2 es original de SANVISENS, pero he-
mos juzgado conveniente su transcripcion, previa sintesis o Vid. « Contribucion al
estudio del movimiento estacionario de hilos,, pag. 00.

(®) Escribimos 2, g, », en lugar de cos 4, cos 4, cos .

16 -- Colltectanea Mathematica.
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Puede ocurrir que :
Ia) el determinante

x y
4 = dy dx
| do do

no es nulo. En este caso, la tinica solucion es
A=0, =0 =1
y la trayectoria es plana, pues
b Ak=0

Ib) El determinante es nulo. Existirdn, entonces, soluciones 4 + 0,
1 =+ 0, que corresponden a curvas no planas. Del desarrollo de A4, se de-
duce por integracion :

2?2 4+ y? = K? (2,4)
y por ser:
A=cx; nw=cy
resulta :
v=1—c2(*+y?) =1-— k> (2,5)

constante para todo punto. De (24) y (2,5) se infiere que la curva es
espiral cilindrica.

Notese que esta discusion no prejuzga condiciéon alguna respecto a
la velocidad del deslizamiento.

Estupio npeL caso II.

En este caso, la ecuacién diferencial lineal :

dv
%0+ w ai
= k(l) (2,6)

zw

debe reducirse a una constante k. Teniendo presente que w = w, + #t,
por integracion se obtienen los siguientes posibles regimenes de velo-
cidades :
b= K et 4 ) + —— .7
2 VT %t + o, ’
en los que
¢ = wo(v0— 52
01\ Y0 2
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A continuacion, Saxvisexs, elimina la expresion

dx @

&" @

entre las ecuaciones (2,1), y la

. . (dx dy ,\
T A '*‘yﬂ——k<a—é u E(;)' A/
y obtiene la relacion

Yyi—xu=

200  o?
» k %

)@Z+ﬂw

de la forma
C@ =k ({)-A (o)

la cual a través de estudio analogo al realizado respecto a la (2,3), nos
indica que las trayectorias estacionarias compatibles con el régimen de
velocidades (2,7), son las siguientes :

a) Trayectorias alabeadas.
b) Trayectorias planas.
¢) Trayectorias rectilineas a lo largo del eje OZ de giro.

3. EsTUuDIO DEL CASO PARTICULAR, EN EL QUE LA TRAYECTORIA ES
PLANA, Y Fb = 0. — PASO DE COORDENADAS CARTESIANAS A PO-
LARES.

De acuerdo con las relaciones :
T=7Tcos @

y=rsen g

y con la nueva hipotesis (trayectoria eslacionaria plana), transformemos
los valores de las proyecciones F, F, F, F,, de coordenadas car-
tesianas a polares planas:

. e ] dx d
W) Fu=F,xi=(—g0)(—a*t— ) & + (- 00) (- oy +a) 2 =

dx dy dx dy
= — Pl —rx—=—y = —lJ=+x ==
0o ["( % ”da)+”( ”da"“da)]

dr dp
- 2 . 5 2 ;
ga[w I %1 d?f] @é.1)
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b)

A , - dix \ I
Fo=Fxn=-—go[ —o*v—xyje = + (- o). — 0% + xxlg d—_‘i =
I d?x d?y d*z d?y
= — Ao —y ) x (Yo | =
QU@[w < 1d5"‘ y da.z) - # ( yddz +rdd“>:l
- d%z d?y d*x d%y
—_ 2(p " L _J . e d
eoe [’” (” iz Y d&2> T (y PrE ld?)]
Por otra parte, facilmente hallamos, a partir de
d?r?
” ” d—2 - o ¢
s + YYs = ——— (3:2)
4 ” d d D>
s — YTs = 5= <r2 (—1%’_) 3:3)
Luego :
d2r2 o
. | ,de®t T d (,d y
F., =p0p| ®?® i o= (1'2 d—(g) 3.1
¢) Fy=TF,xt=—200@/hD){=0
d)
0 0 ()
. C ey dr dy
I’ - - = — 2 —_— — = — 2 1.
on 200 (w Nv)n 00 db"v dau 0 powv
gxs &Gy; O 1(3,5)

Si ahora sustituimos los valores hallados para Fg, F,,, F. F,,
en las ecuaciones (1,2), obtenemos el nuevo sistema (3,6), (%)

( -

. i dv oT dr de

5,6,1 = _nL' Al o 2 e — 3 2

( )l e 5 =3 oo F, L o0 [m raz — #1 da}
- v T . N ) d ( d¢)
y [ | O Y S 2N 79 T _ 2 T
(3,(),2)1@0@ Z FooF,+(—2wvgo) + gag [w 5 ”d& r iz

(") Se omile en (3,6) la ccuacion correspondiente a Ia binormal ; lo cual im-
plica, para que el sistema (3,6) sea equivalente al (1, 2, 1), que aquélla se verifique
idénticamente. O de otra manera: sélo podran ser soluciones del problema (condi-
cién necesaria), aquellas trayectorias planas y regimenes de velocidad, compatibles
con, la]s condiciones halladas por SANVISENS, ya expresadas en ¢l n.° 2 de este
capitulo.
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4. ECUACION ELIMINANTE DE LA TENSION T

Dada la ecuacion vectorial :

m H - ail’ N
QUI' "u‘l‘c'{"Ps"l‘ 'a—s-=90‘ar

procederemos a proyectarla nuevamente, sobre los vectores {, n. Escri-

biremos en la forma siguiente :

( dv 0T X .
| QO'E='£,+ oo Fi+ F+ F

2
00 % - Z) + oo F, +F,  F,,

<

L

las ccuaciones obtenidas, para mayor generalidad.

=z

N g

Si, a continuacion, multiplicamos (4, 1, 2) por p

pov*=T4p0p F,+ o F,,+oF,,

y derivamos el resultado respecto a s, obtenemos :

2dleo) o7

ds ds

d _ d _ d
+H_S(QGQF")+EE‘(Q F.) 'k"d_s(Qan)

@ 1,1

4, 1, 2)

(4,2)

(4,3)
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Al

expresion, que con el concurso de la (4, 1, 1) permite eliminar a oy ; la

ecuacion deducida, eliminante de la tension, sera:

A dv d d — d
i o p2_ S Y "y L — (o F A
0 Qddt v dS(QG)TdS (QUQI;L) I ds (QIEM) '
d , X |
—i_ ds @ I‘sn) — 00 Pt - Pst (4,4)

La eliminante (4,4), mediante los valores de I, F,, F,, determi-
nados anteriormente [(3,1), (3,4), (3,5)], se convierte en:

v ,d(o)

d d
- B + - (eog F,) + - [o(—2 +
0 dt ds U ds (QO’QI‘") T ds [Q( QO(JJU)] ;
I e, )
L PP Y LA Y.L N B 3
J I . . 2 o 2 N
I CE R Ad&(r d&)JJ
dr de
P oo 2. 20 9
oo F, go[w rd& % r d_&]

relacion que, teniendo presente la independencia de %, w, v, respecto
al tiempo, se reduce a la:

. dv , d(go)
O=eo g =" G

dzr?
_— 9
d _, dp® “] d _, d .d(p)]
o2 2 < o ap— 2 _— (92 TV
i [9"9 2 "ds[g"g d@(’ do

d d
— Ty — 92 —_— 0 .
+ 7 (ool —20vo(eoe) +

Dividamos por g g, y agrupemos respecto a w® y % ; hallaremos final-
mente :

o, 1d Ld gl -
O——-Ei—-[t_u 9—0-'2.;(90)—‘-9_&(1_3(00‘@[")"
- 2 p2 -

14 {1'2—2 ar |
n 2]_____ -9 aQ _-_r. !_l_
T geds \00 T "az) | ”

0
[ d 1 d d [, dgp\ 1 d
J o2 de L - 4 [ 299 — 9wy — — 5 4
+K]Lr [QUQ do (r )J Z4mD o d (90-9) (’5)
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5. ALGUNAS RELACIONES DE INTERES.

127

Con vistas a introducir modificaciones en el sistema (3,6) y en la
eliminante (4,5), que simplifiquen futuros calculos, se tendran en cuenta
las siguientes identidades (algunas clasicas) que ligan conocidos elemen-

tos geométricos.

a) La distancia del origen de coordenadas a la tangente a una curva

plana situada en el plano z, y, viene dada por:

dy . _
v * Y dy dx ,dg
G

@ YT el
PN (@) S TR R
Vi+(z)

b) Por otra parte, como :

r
tg 0= E
de

Sera :

p =r-sen /. —

e

®.1)

Si derivamos la igualdad anterior, respecto a &, y tenemos presente

lIa clasica expresion del radio de curvatura :

ik
5= 't
dr\? d?r
r24-2 (Ep) —r PP
obtendremos :
dr
dp _ "
do 0

de la cual, finalmente deducimos :

©,2)



128 L. Ferrer

¢) A partir de la relacion fundamental
(do)? = (dr)® + r* (d p)*

y del valor de p (funcién de apoyo), se establece facilmente la iden-
tidad :

2p =\/4r2 — (%?)2 53)

4
y
2 (-4
M
r -8
¢
(/] x
Vi
Fia. 5

d) También, mediante prolijo desarrollo, se comprueba la iden-
tidad

o d2 I-Z
- —_2
e—"C —p 5.4)

6. INTRODUCCION DE LA FUNCION DE APOYO EN EL SISTEMA RESOL-
VENTE Y EN LA ELIMINANTE DE LA TENSION.

Merced a las relaciones

, d
p=r? d(;; B,1)
2 ‘f:_’:
Pp=0—> o (5,4)
_ d_p rdr
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establecidas en el epigrafe anterior, deducimos las siguientes expre-
siones :

dr do _dp
02T = — 3212 =2 — 25— — 1
”rdE ®r de C)eda ®xp (6,)
d? r?
» - do® d(,de\_ 2 - dp 9
w0 5 — %0 a—t_},(l d&) w"p /Qda (6"")
d?r?
1d _, do® ‘] dr _
H’b?%[ﬂ“"-’ e
1d. . _ dp
——Q—M—i&[eoepl—eg— (6.3)
dp 1 d - d( (p)]
2 ¥ _ 2 (2L} =
?=r"3s @ads[gae i5\' do
_ 1d _2dg] ,
_ —Eads{goe o (6,4)

Las ecuaciones (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), permiten transformar al sis-
tema (3,6) y a la eliminante (4,5), que definen a partir de unos datos
%, F, y unas hipétesis iniciales (curva plana F, = 0), a la velocidad de
deslizamiento del hilo v (f) y a la trayectoria estacionaria compatibles
con aquéllos en los siguientes sistemas de ecuaciones (6,5) y eliminante
(6, 6) en los que la trayectoria estacionaria se halla a partir de la funcion
p (@), en lugar de la r = r (o).

Jf 90%’—2:%—\-90F,+90[w2§5—§.-—xp (6,5,1)

iL Q,,f’;: Z) 40 F,—200m0p -é—ga[- 0’p—xp Z—g] (6,5,2)

T F o) o Lot = - G eoen) — 2 |
—!-x[p ---élz_gg(ga[ﬁ 2%)]——2(01)51&%(905):0 (6,6)

17 — Collectanea Mathematica,
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En el supuesto de introducir como nueva hipotesis, la condicion
00 = 0y 0

equivalente a imponer la constancia de la densidad del hilo por unidad
de longitud, lcs (6,5), (6,6) se convierten en :

( v oT - _dp B
0% 7 = 55 T+ 200 I+ 000, (0)29 B~ P) (6,7,1)
v T . . _dp
!L Qoaoé = 5 4 0000, — 2 000,00 1+ 940, [——wzp——xg EE—} (6,7,2)
dv d _ Cod ~dp
— — F, v - P L2 — - g =
g g eF) e [ 4 @p Qd?;} :
d [ dp] do .
s — o —=||—2mwv—= 6
% vp @ (Q da‘) LR 0 (6,8)

7. ECUACION DI LA ENERGLA CINETICA.

La ecuacion de la energia cinética permite establecer una nueva re-
lacion.

Escribamos nuevamente la ecuacion vectorial del movimiento, ahora
en la forma siguiente :

oT-- T _. -
o i Lpit 4 Pyl + F

75 = wn + F,n +paFit+p0F,-n —

dv -~ v _.
—00—1l—po—_n=>0
0% 5 e ;

Multipliquemos escalarmente por
dP=vdi=v{dt=1do
y obhtendremos

oT _ _ _ dv _
xda-rfs,da—\—ga F,dc—go(—ﬁ de =0

es decir:

dT 4 go [0®rdr — x1*d ¢ " 4- go F,do — oo vdp =0 (7,1)
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que también se puede escribir asi: (1)

2

2

dT = o (0*pdp — xpd G|+ oo F,d5 — go d; =0 (7,2)

8. EcraciON DE LOS MOMENTOS.

Si tomamos momentos en la ecuacion veclorial fundamental, escrila
ahora en la forma :

Qo‘{l", ZtJi - oo‘[f - lé‘Jn'—»-ﬂfi—lf-rj_rt LE 4+ F =0 (81

respecto del origen de coordenadas, halluremos una nueva relacion.
En efecto, obtenemos :

. dv - v* . dT L
L _ _ T (P — AN+ — (P— /\
00(1, dt>(P 0) Nt {—go(ln EJ)(1 ())/\n!-ds(l o)y t+

T . . - R
t3 P-0O)Ati+®—0)\F,+P—-0)AF,=0 (8,2)
Calculemos, separadamente los productos :

) (P —0) A=k ( ‘Q—y‘h)—l\ . do

& Y do
‘ Sl dr, -_d{,d
9 (P — ())/\n—k< (ri ya—;> I\Q(-i—a( &%)

B P=0) A Fo=P-0) A\ [ewwr—0)— 0o % n - 0)] =

— 2
= —poxnl k

| dr -
1) (P—0) A F, = —-‘.).wl)gard—; K

cuycs valores sustituidos en (8,2) originan la igualdad :

2 .
0 = go‘(l"t——dv> 2do +ga(l’,,—v~>5 4 (r‘zdlf) k-

dt) do do do
dT' ,dyp - d [, do\ ) r -
batal = ') Y R 2 9 — Kk
+ | de k - d ( d&) k—poxr® k QoW = k83
() Si =0, 96=09,0, v = cle, % —= 0, oblengo la relacion dT" - 9,0, w* d—;—g =0,

. . . w200 . .
ue admile la integral primera: 7 + =% w®v®= K,. Este caso va fué estu-
I 2 3

diado por TERRADAS, en su «Esludio sobre los hilos». Memoria de la Real Academia
de Ciencias y Artes, 1911, pag. 148.
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que simplificada resulta ser: (1)

dv\ ,dp . .o d ( d(p> 1 d , do N dr
h 2 Iq o p2y 2V . = T2l . 29 — =
)’ i T @l ==t gE) \od'[l ! d&] _IT e
Tambicn esta ultima, se puede escribir:
dv S 5 dp 1 d . _dp =
=(F,——|p+@IF,—v%) =+ — —(Ip) —xr1*—2 = (8
0 (It dt) p+@FL, U)d& T (Tp) — =1 wve o= 8.5)

Las ecuaciones deducidas (3,6,1), (3,6,2), (4,9), (7,1), (8,4) son tales
que, a parlir del sistema formado por dos de ellas arbitrariamente ele-
gidas, quedan definidas por integracion de aquél, la trayectoria estacio-
naria, mediante las ecuaciones r(c); ¢ (o); la velocidad de desliza-
miento del hilo v, la tension 7'y la densidad por unidad de longitud go.

Igual objetivo quedard conseguido, si partimos del sistema formado
por dos cualesquiera de las ecuaciones (6,5,1), (6,5,2), (6,6), (7,2), (8,5).
ILa diferencia entre ambos procedimientos, estriba en que en ¢l segundo
la trayectoria quedara definida mediante p (o), ¢ (0).

CAPITULO III

1. RESOLUCION DE ECUACGIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS O EN DE-
RIVADAS PARCIALES, DE LA FORMA :
"

D Ti(t)-S;(6) =0 (1,1)

i1
POR UN METODO DEBIDO A APPELL.

APPELL, en uno de sus trabajos (%), aplica en reiteradas ocasiones,
diversos prccedimientos de calculo, que le permiten detener una comoda
resolucion de ecuaciones del tipo (1,1).

() SiFy=F,=0m=7¢d,0= ", 00 = 1, oblengo la relacion
d d Ir
= (' —v2) re —Z —2w vr= =0
do do do
que integrada nos da :

(T --v2)re d—? —mor?=K,.
do

También esta relacion figura en «Estudio sobre los hilos», de TERRADES. Memoria
de ia Real Academia de Ciencias y Artes, 1911, pag. 149.
() Acta Matematica, tomo XIII.

0 (8,4)
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ixponemos a continuacion, y con vistas a su ulterior utilizacion en
el problema que nos ocupa, un proceso sistematico, que engloba como
casos particulares a los procedimientos antes citados.

Empezaremos por suponer existentes entre las T;(f), i(1,2,..., n)
las siguientes combinaciones lineales de coeficientes constantes :

SEiT;=0  j(l..p) (12)

i1

A continuacion, y de acuerdo con el valor [ < n de la caracteristica
de la matriz
. j(d..p)
170 : .
i(l..n)
expresaremos a las funciones 1, ; h(1... 1), en funcion de las n — [ res-
lantes (Y), mediante las relaciones

"

’]7!; = Z lh,m frm 11(1!2! seey l) (1’5)

m-1:1

Si ahora en el sistema de [ 4+ 1 ecuaciones, formado por la (1,1) y
las (1,3), eliminamos a las funciones T ; i (1,2, ... ), obtendremos :

" l n n
0= ZI Ti Si = Z SIIZ /:'h,m Tu +Z S, T,=
LAE! /2551 me=liy t=lig
" ! n " !
= Z Tm Z Sh Ah,m + Z Sr Tr = 21 Tr [isr + Z }'Im Sh] (114)
LENES] b1 pe r=l-1 Bt

La independencia de las T, ; r({ + 1, ..., n) [no eliminadas] exige que
la relacién (1,4) se verifique cualquiera que sea el valor adoptado por
la t; ello implica que sean nulos sus coeficientes, es decir :

l
S 4 2 My Si=0 (41, 1+2,..,0)
T

En cada problema concreto, el conocimiento de los datos §;, T';, im-
pondra determinadas y caracteristicas condiciones restrictivas a los
sistemas de coeficientes { h,,} y { K/ }.

(1) Ello implica la no anulacion del 4 = || K| { J. 8 i;
i(1...
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Una discusiéon adecuada en la que sean tenidos en cuenta los dife-
rentes valores que puedan tomar p y [, permitira el desglose de la ecua-
cion inicial (1,1), en el conjunto de los pares de sistemas (1,2) y (15);
cada uno de ellos serd equivalente (en lo que afecla a las soluciones) a
la (1,1). Finalmente integraremos. (1)

2. AprLicaciON DEL METODO DE APPELL, AL CASO DE UN SISTEMA DE
LEJES QUE GIRA CON MOVIMIENTO UNIFORME (z = 0).

En este caso (¥ =0), la ecuacion eliminante de la tension (4,5), se
convierte en la

dv \ , 1 d 1 d
0=y Ko v® - ie0) + o (eo2 )
d?r?
1 d _, do® dr 1d, -
+ w? EE)-E; 9092—9—— ——I'(—Ig —Zwl)é—ad—s(ga'g) (2’1)

cuyo estudio ha sido realizado a fondo por Terrabes (*) en el caso
.["; == F” = 0-
Nosotros vamos a estudiar los dos casos siguientes:

1.o Aquel en el que F,y F, dependen exclusivamente del tiempo
(Problema A), y

2.0 Idem., id., de ¢ (Problema B) apoyandonos en el método de
AppELL. Pero como éste se aplica solamente a las ecuaciones del tipo
(1,1), y en la (2,1) intervienen las variables s, {, o, ligadas por la relacion :

¢
E=s—!_—/ vdt
0

nos limitaremos a resolver los problemas A y B, en la hipotesis de que

00 = Qg 0¢ =

. (1) Se comprende, por simetria, que pueden permutarse I3 y Sz en todas las
formulas estalecidas.
1()11(2) « Estudio sobre los hilos », Memoria R. Ac. de Ciencias y Artes, pag. 141,
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con lo cual, la (2,1), se reduce a la:

dv d _ - do
L _F L Z 7y A 2 — Yy —= — 9
i F, }—dG_ @F,) -0v*H(@@)—20m0v pr 0 (2,3)
siendo :
d _ _dp
H = —(TE‘(QP)“Q;{&

3. ProBLEMa A.

Teniendo presente que F,, F, dependen s6lo de ¢ podemos escribir
la (2,3) en la forma de ApprrL (1,1):

dv do o 1y =
—_— — F, -9 y — —||— (1= —
T F,+(F,—2mnv) T H(o) =0 3,1
de donde :
1= _F 1, —F — 200 T, =0
1 dt 3 2 n 0] 3= W
do
AS' — L‘,, = — Ag = H
1 1 S- db‘ 3 (E)

Abordaremos los casos en que el numero p de combinaciones lineales
es cero, y uno (respecto de las T, asi como también respecto a las S;).

"Aa. Suponemos que no existe combinacion lineal { CL} entre las 7.
La (3,1) debe verificarse para cualquier {; luego deben ser nulas
las §; absurdo, pues §; = 1. No hay solucién.

Ab. Igual suposicion respecto de las S, conduce a un absurdo, pues
T3 = w? no puede anularse.

Ac. Si suponemos existe una {C % } entre las T :
ky Ty 4+ ko Ty + ks Ty =0 3.2)

al eliminar T,, obtenemos :

Tg(sg—'izsl) + T3(83 — ’i@sl> —0
. ky ky
y la independencia de T,, T, exigira :

5 —§—§-§=K0=|==0

kT ke kg
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de donde:
Sl=klk0=;"1
J Sy =kokg= 25
L Sy =kyko =2,

que equivale al:

Ir 1 = }-]
1% _y, 3.3)
‘ do
L H=14
De la segunda (3,3), se obtiene :
0 =405+ A (3:4)

origina la ecuacion lineal :

dp Ay A,
- =0
& hs+ )P T £ &)
de cuya integracion se deduce :
c A, ¢ Ag -
ES —_ = — (3,:))
P Vaexra k Vo k
; : _dp _ladr . | . 2.
La identidad g 1= 545 Do da, el valor de r®:
P=—2cp+¢ (3.6)

a través de facil integracion.

Si ahora, previa derivacion en (3,6) respecto a o, eliminamos
azrr _

a R p entre las ecuaciones (2,8), (3,4), (3,5), (3,6) y la identidad:

d? r?

_ dao?
e—— =—p

o
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hallaremos la relacion :
A50% 4+ (BA34y + 22,23 0% + (A, A3 + 34, A2+ 4230, )0 +
2\2
FABA 4 2R AN - AR — 3P (1 n 52) _ 3.7)
que debe verificarse para cualquier valor de o; ello implica que se
verifiquen las condiciones :

Ao = 0; A3 =10 (Acl) 3.8)
6 bien las:
A, =0; Ay == 0 (Ae2) (3,9

Estrpio caso A el.

En este caso, sencillos calculos nos permite deducir de (3,3) los re-
sultados :

I.a (5, 2, II) da ahora:

y la
9 p = /21 re _(,.2 2

nos dice que :
p = T = ]{

asi como la (5, 4, II), nos permite observar que:

}h:)’ = ]\'

En definitiva :

’

pr=g =1
Por otra parte, la {C2} (2,5), se reduce a:

ky T, =0
y como A, = kg k; =1, serd k; + 0, de donde:

‘% — F,=0 (3,10)

18 — Collectanea Mathematica.
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Podemos, pues, decir que si los ejes giran con w = c*, el hilo tiene
oo = 1,y el hilo se desliza con velocidad

v = [F, di - ¢’ (3.,11)
sobre su trayectoria estacionaria, ésta sera una circunferencia.
De la (6, 5, 2) del capitulo 1I deducimos que

T= -+ owR?— RF,
I.a ecuacion (6, 5, 1, II) se reduce, en este caso, a la

dv_ dT F
a— az

que se satisface, sin exigir ninguna restriccion a F,, y F, salvo la hi-
potesis previa de que dependan solo de f.

Estunio caso A ¢ 2.
El valor de g, sera nulo, el hilo se reduce a un punto.

Ad. Supuesto existente una {CQ} enlre las S:
Jj . )
2‘ k; S; =0 (3,12)
i1

la eliminacion de S, enlre (3,12) y Ia

y la independencia de S, respecto de S, exigen

Al s Al s Al
T, T, T,

_— = = —= == ]\‘
ky ky kq 0

de donde
Ty=kyky=24 =~ — F, (3, 131)

|
(3,13) T Ty=rkyky=1A = F,— 200 3,13, 2)
U Ty = ko ky = A3 = o2 (3,13, 3)

©@
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La ley de movimiento, s¢ ebtiene a partir de cualquiera de las dos
(3,13, 1), (3, 13, 2), con tal de que las componentes F,, I, satisfagan
a la condicion de compatibilidad.
dF, : . .
— =2 (A, + F) (3,14)
dt '

hallada por eliminacién de v entre aquéllas.

La ecuacion de la trayectoria, se hallara por integracion de la ecua-
cion diferencial ordinaria en r?(g) que sc obtendra por eliminacion de
0, p, entre las:

IO -t
AR
all S

G, 2, 1I)

2.2
2p = \/4 ° (d—r_) G, 2, 1)
do

del capitulo 11, v la (3,12):

©°oL

Q.l 1Y

Qi
|l

d

dp ) _ _d -
ety [~ @m -2 =0 (3,15)

oy b o ==
ki ‘l'da

Prescindiendo de la resolucion en la forma clasica de la antecitada
ecuacion diferencial, notese que las (3,14) (5,2) (5,3) (5,4) del cap. 11
del capitulo anterior quedan.satisfechas, para

p =3 é = I = R
ky =0

La trayectoria seria nuevamenle circular, y la ley de movimiento
segin (3, 13, 1)

dv
— =0
dt :
4. Prosreva B.

Si tenemos en cuenta que en este caso F, y F, dependen solamente
de ¢, podremos escribir la (2,3) en la forma de Appell (1,1):

dv d _ ' o , . do
—_— e | — <Yy — [4,) 2- & (-9 —_—
T 4 [d’ @r,)— 1 ¢ o H @)+ (—20v) G 0 4,1)
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de donde

r‘v d" g al P ls Al

11:712 T, =1 T; = w? T, = —2o0v

. d _ .. . ~ . do ‘
Si=1 S=z@F)-F 8§=H@ S=3 (1,2

Al igual que en el problema A, consideremos los casos :

Ba. Suponemos no existe combinacion lineal { CC | entre las 7. La
(4,1) debe verificarse para cualquier ¢; luego deben ser nulos
los coeficientes S; absurdo, pues S, = 1.

Bb. Igual suposicion respecto de las S, conduce a un absurdo, pues:
Ty =w*=0
Bc. Supuesta existente una {C£ } entre las T, tal como la
kT +koTy 4+ kg Ty +kyTy=0 (4,3)

previa eliminaciéon de 7', entre (4,3) y (4,1), la verificacion de la resul-
tante para cualquier {, exige que :

LS] _ S‘_)_ _ S3 . E_‘ __ I-
]\1 N kz - ks B -
de donde
Asl = 11 =1
. d .
b2=2‘2: d_(—)' (Qltn) - 1"
‘ o d _ _dp
63 = },3 = II (0) = — d_a_ (0 I)) - @ d_{"
So= 2 =22 -0

 do

Las dos ultimas (4,4) coinciden con las dos altimas (3,3) por tanto,
de acuerdo con los calculos resenados en el preblema Ac¢, y previo cam-
bio de nomenclatura, obtenemos :

ST
I
Do
Q\
L
i
Y
-~
—

~

(4,5)
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asi como, posteriormente las condiciones :
A=4=0 (Bcel)
A=121'=0 (Bc2)

Prescindiendo del caso trivial Bc2, (en el que g = 0), en el Bcl,
deducimos : _
p=r=gpg=14%, (4,6)

y la trayectoria debe ser circular.
En cuanto a la ley del movimiento, se deduce facilmente de (4,3),
teniendo presente que 4, = 4, = 0, implican que aquélla se convierta en :

dv .
]\1 B—t' “l— ]\2 == 0 (4’/)
de donde
k
= — ']??' t + UO

A todo lo anterior, hay que anadir la restriccion impuesta por la
segunda (4,4), es decir :
_dF,

0 E — Ft = 12 (4’8)

El valor de la tension se deduce a partir de la ecuacion (6, 5, 2, II),
que, en nuestro caso se transforma en
v? T
—=—+F —2wv —* A
141 14/ H n 4
de donde
T=@w-+wi)?— F, A, 4,9)
Como comprobacion, utilizamos la (6, 5, 1, II) que toma la forma:
dv dT
= 1 F
a=a

y puesto que a partir de (4,6), (4,7), (4,8), (1,9), hallamos :

b _ K
™~ k
ar_ ., 4k,
do * do
dF
— s L 4,11
Fo=2 =" — 4 (4,11)
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la verificacion de la (4,10), para cualquiera ¢ y [, exige que
= A, (4,12)
Iy =

Resumiendo : en el caso en que el movimiento de los ejes es de
rotaciéon uniforme, y el hilo uniforme (oo = 1), serd compatible una
trayectoria estacionaria circular de radio 1,’, con un movimiento del
hilo de deslizamiento uniformemente variado, v = — 4, ¢ + v,, siem-
pre que a su vez I, vy F, dependen exclusivamente de @, y satisfagan
a la relacion

dF
3
1 do

— F, =1,

Notese que A, no estd sujeto a ninguna restriccién ; es decir, puede
ser A, E 0, y el movimiento en consecuencia, es uniformemente acelerado,
uniforme o uniformemente retardado.

Bd. Supondremos que cxiste una {C£} entre las S, tal como:
ky Sy - kySy 4+ kg S3+ kg Sy =0 (4,13)

Proceso andlogo a les anteriores (caso Ad, por ejemplo), nos lleva
a las relaciones :

T T,

[
~
=

T

__; = — = — = '—4 - I\'
I‘I k_, k3 k4 0
de donde:

m 4 dU

T, =k kg = 4, =g (4,14,1)
Ty=ky kg=12y =1 (4,14,2)
Ty = kg ko = 13 = @?* (4,14,3)
']'4 — k4 k4 == 2.4 = — 2 wv (4y1494)

De la ultima (4,14) se deduce que v ¢s constante, y que su valor es :
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y por consiguiente :
Tl == kl = 2-1 = 0
Luego la combinacion lineal (4,13), se reducird a:
_[dF, do

_ , _dp déJ dp _
¢ L F = 4 —2p—=—p=|+ k==
bl et Fagg = F ‘] ' 1‘3[ 2055 TP Thg=0 @

ecuacion diferencial, que relaciona la fuerza (causa), y la trayectoria
(efecto), y que permite, considerando como dato a la primera hallar la
segunda (problema directo) o viceversa (problema inverso), con el
concurso de las identidades tantas veces usadas.

Como aplicacioén, y en el supuesto de que el hilo se mueva, deslizan-
dose a lo largo de una espiral logaritmica, deduzcamos a partir de (4,15)
las componentes F, y F, de la fuerza agente, (caso Bd1).

Bd 1. Es sabido que en este caso sera:

21-2
T = 2P

_

dr? ~
r=+/Ba r’ = Ba i o

__VE—PF. do_VE—P
@ 1— 8 G- 1—8
_dp 1dr* dog -
CH=aw P PET

expresiones (ue transforman a la (4,15), en la:
— dF, —
0=l VE= P G~ 380~ P k|7 +

+ ks VB =B F,—k F,(1 — B) + ks VB — 2] (4,16)

relacion que debe verificarse cualquiera (ue sea g, y que por tanto exige
la anulacién de las dos expresiones contenidas en los paréntesis. Me-
diante sencillos calculos, se obtienen las componentes :

RIS SV AR

! Ry — “17)
3k o NB— P, k

| Fe= b =g oy
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La tension es deducida a partir de la ecuacion (6, 5, 2, IT) que, en
este caso, se convierte en:

2 g
1 2
===+ F, — 2wy, — w*p
e 0

Mediante sustituciones y reducciones, obtenemos :

/B — B2
T = vg + vE-F 2wy, — S0 +[w2 — 3—@] B> (4,18)
1 -8 ' ko
Finalmente, la ecuacion (6, 5, 1, II), nos permite efectuar los calcu-
culos referentes a las constantes k,. Partiendo de su expresion :
do  dT . ,-dp

a=ac TP Teteys

llegamos facilmente a:

. B _ B2 .
[2 B2 <u>2 —%) + % B+ ? ﬂ} G + \/lﬁ;——ﬁi {210 vy - li—j: 0

relacion que por tener que quedar satisfecha para cualquier o, exige
se verifique:

[ 2
! w? = f (4,19,1)
| 2w, = —]]i*‘— (4,19,2
L ‘2
o bien :
B = (4,20)

La condiciéon f = 0, nos lleva a la solucion trivial r = 0. Las con-
diciones (4,19) son compatibles con las (4,14), previa sencilla compara-
cién; y las soluciones del problema vienen dadas en funciéon de los
parametros independientes w, 8, 4,, $- (0 << g < 1)

kykg Ay
20 2w

Ve

F,=3w’\/p —p*d+ &

Uy =
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o sp= VBB o,
Fi=3a*f5 + 5 194 2

2 3 _ A
r_ M VB=F Ay 4816 — 20% o

4e? 1 -8
Be. Si suponemos que entre las T, existen las dos combinaciones
lineales : ‘
kT, +k T;=0 4,21)
ky Ty + ky T, =20 (4,21)

y eliminamos T, y T, entre las anteriores, y la (4,13), la independen-

Il

cia de Ty y T,, exige que se cumpla:
[ Sy ki =S8 ks (4,22)
1 Sy ke =S, k, (4,23)

El sistema (4,20) (4,21) es equivalente al:

{ ky %l-; 4+ ks 0®* =90 (4,24)
L k2 -_ 2 k4 W= 0 (4525)
en el que la (4,24) nos dice que:

ks

— 3 @ d 4, (4,26)
ky

D =

Si llevamos (4,26) a (4,25), la verificacion idéntica de la relacion
resultante exige que:
ky =k =0 (4,27)
0 que:

(Bel) ky =0, ks = 2k v,

Suscaso Bel.

La velocidad de deslizamiento es ahora constanlte » = p,. El sis-
tema (4,22), (4,23), se convierte en el:

d _ d ‘
— = @D =0 (4,29)

. dp d _ ' )
2ky o v (i% =k, [Jé (o F,) — F,‘ (4,30)

19 — Collectanea Mathematica.
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y, si integramos la primera (4,29) obtenemos :

20p+ 1P =ua (4,31)
la cual, haciendo :
5t
se transforma en la:
rdr
9" .p L 2 — 2
2D p+r a (4,32)

que integrada, nos permite ccnocer la funcion p (r?)

b

)
r<—a

p= (4,33)
De la conocida identidad :

.2

r2
Vel
dp

y de la (4,33), deducimos el vinculo existente, entre ¢ vy r, que re-
sulta ser:

-4 "‘ b-dr* o bdz _
¥ J2r24/r2 (2 — a2 -0 ) 2z24/(z — a)* — b2

o [ b (z = 2 (4,35)

~J 2z24/R(2)
Por otra parle, de la (4,31) despejamos g :

(a — 1%
T2

(4,36)

)]

Si, en el supuesto de que K; + 0, llevamos el valor de g, a la (4,30)
obtendremos la relacion que debera existir en este caso, entre las F,y F,, :

a—r* dr*  (a — r?? dF, . 4.37
T B

2wy, - F,)
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Son casss particulares de fuerzas I, que satisfacen a la (4,37) aque-
llas en las que:

1) F,= 2wy, = constante, F,=0 (1,38)
2) 2wv, - F, = Q = constante, que implica que :
Q o dr®
Z@-r) ==+ F,=0 4,3¢
; (« — 1?) = I (4,39)

expresion que define a I, en funcién de @, si se suponc realizada pre-
viamente la integracion de la ecuacion diferencial :

2b » dr?\?
?—a ‘\/L1 T (E) (4,40)

o que simplemenle expresa a F, en funcion de r%, caso de que nos li-
]

mitemos a eliminar %, entre (4,39) y (4,40) :

drr 24/ (1 — a)* — b
de =~ — I — a

(4,41)
. 20 0— 7 — 20— 9
Fy=+ e VR —aP == o VR (1) (4:42)
Como es habitual, la 7', sera hallada a partir de la (6, 7, 2) de Ca-
pitulo II, que en el actual caso Be2., se reduce a:
T = v} + 2wvg0 4+ w?po—p I,
0, si para lacilitar los calculos hacemos :

Dy = mu 4,43)
ala:

(]

F ) (4,44)

2 - - [«
S=4 - peTe (3!1 o
que leniendo en cuenta (4,36) y (4,31), se resumira en la:

T ., a—r% (a0 — 12, F, -
0—)—2 = ‘l,l, - 5) —_ 2 b (2 ‘ll- - (;_)—2> (4,4:))

4

y el movimiento es sélo posible cuando

T >0 (2,46)
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- La condicion anterior (1" 2> 0), se reducira en el caso particular 1),
antecitado, a la verificacion de la desigualdad.

=20 a—1 >0

9 ”-_l,

4 9 § Y0

P2t a=— +u
)

que indica que la trayectoria estacionaria es interior al circulo de cen-
tro en el crigen, y radio 4/2 p® + a.

En resumen: 1) la velocidad de deslizamiento del hilo sobre su
trayectoria, es constante.

2) La trayectoria queda definida mediante (4,35)

3) La tension viene dada, a través de (1,145)

Bf. Si suponemos ahora que entre las T, existen las dos combina-
ciones lineales :

KTy + kg Ty =0
| kg Ty + ks T3 = 0

por via analoga a la indicada en ¢l caso Be, oblenemcs las relaciones

ky Sy = ky S,
kl Sl = kl 194

El primero de los dos anteriores sistemas exige que se verifique :

k, % —2k,0ov =20 (4,47)
L kyt+hkyo?r=0 (4,18)

De la (4,47) deducimos que :

2k
v = Tt ot (4,49)
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v de la (4,48), que sera:

0 = — ks (4,50)
kg
es decir, k, y ks deben tener signos opuestos.
El segundo sistema, toma la forma :
7 d - _dp d ,
| —-=@p) —05=|=Fky|5= @ I,) — F 4,5
' /-{ = er —2 dd] A.;Lid @ F.) — Fi| (4,51)
4
‘ dg .
iy ==k 92
| ky == ks (4,52)
De la (4,52), obtenemos :
ky - ,
o=251 K (4,53)
ky
de la cual pasamos a la:
do — - do -
N R
k, o+ Kk
relacion, que por integracion, permite deducir que:
k \K
dr = cus. « - do = cos lc (jc—‘l o -+ k;)’h do (4,54)
1
k k
dy = sen o - d& = sen l¢ (k—4 5+ k;) . do (4,55)
1

Una nueva integracion, nos lleva al conocimiento de las ecuacio-
nes parameétricas

x =z (0)
(4,56)
y=1y (o)

de la trayectoria. Facil seria ahora ya, pasar de las (4,56) a r? (¢), p (9),
y con estos valores, ya conocidos, la (4,51) nos indicara la relacién a
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que deben satisfacer las F,, y I, para que dicha trayectoria sea esta-
cionaria ().

Bg. Las hipotesis

kT, kT =0 (4,57)
ks Ts+ kg T, =0 (4,58)
implicaran la resolucion del sistema :
f dv
Ik Lk, = (
ﬁ — FT k, )
Lkgo? =2k ov =0
del que deducimos (si suponemos k; =+ 0):
V=, ky =0 (4,59)
by
Vg = ‘m w

Por via analoga a la indicada en Be y Bf, se llega partiendo de (4,57)
y (4,58) al sistema :
ki $o = ks 8,

L ]\'3 Sg == k4 S3
que tiene la forma, de acuerdo con (4,59)

d
d— (Q Pu) - I‘ = (4:60)

&

20, _ dp) dp \
0 4,61
2 [ ~@n ¢ da} z (4,61)

(1) Aparte de analisis mas detallado, que puede ser objeto de¢ olro trabajo,
es elemental comprobar que si

d - -
— (oF,) — F; = cte.
do
el subcaso B,. se convierte en el Be. FFacil es de ver que en este caso, la trayec-

t Iy e T a a7 . g !
oria serd circular, @ = ki; = = 3z + %
:

( _ B _
I dx = cos (g—, .v,,) do , x == k; sen (E; + /,,)

k, k; /
4 - 3 h Tt = kg
i dy = sen (E o 7)(1& | y=—k’ms(g+a>
L Mg L AU ‘

y la ley (4,49), pasard a ser v = v,.
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La (4,61), escrita previamente de la forma :

2 _ dr® -
2[a@p) + 5|+ de =0

o
se integrara, obteniéndose la :

4,
w

[ep + 2| +o=1 (4,62)

Terradas, al resolver el problema de la determinacion de la trayec-
toria y movimiento de una cadena sin fin que gira alrededor del ante-
brazo sin deslizar y partiendo de las hipdtesis exigidas por el enuncia-
do que son

i;’ F,=F,=0
L v

=@
(mas restrictivas que las que introduce el caso Bg) llega a la ecuacioén : (1)
#a2gptang—h (463)

del todo analogo a la nuestra (4,62), la resuelve y discute muy a fondo.
Por ello, en nuestro Bg, enviamos al lector, a la mencionada en (1),
Memoria del profesor Terradas.

5. APLICACION DEL METODO DE APELL, AL CASO DE UN SISTEMA DE EJES
QUE GIRA CON MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO (% > 0).

La ecuacion eliminante de la tension, punto de partida en el estu-
dio a realizar, es la (6,8) del Cap. 1I: (2.

dv - d _ 2 - dp — ~
;l—t-—-f,-{—d;(gF,,)-{—m H(o)—ZwUE‘;—szi(a)_O B,1)
en la que:
. _dp
H@E) =—2= @GP —8 g (5.2)
o p_ (e

(') Ver «Proceedings of the fifth international congress of mathematicians».
Cambridge, 1913, pag. 251.

(*) Recuérdese que seguimos suponiendo, go = @,0,= 1 para que sea po-
sible 1a aplicaciéon del Método de APPELL.



152 I.. Ferrer
Prosreya C.

Si suponemos que I7, y F, dependen exclusivamente del tiempo,
la (5,1) se escribira en la forma :

dv
FTh F,+(F,—2wv)

Sil&

L HE+nd =0 - (5.4)

y las funciones T,S, seran en este caso:

T1=gd—l;-F, Ty=F,—2wv T, = w? T, ==
do .
S‘] ::1 ‘ggz-&é 53 = H Lg4 = ¢

Ca. Suponemos que no existe {CQ} entre las 7. L.a (5,4) debe veri-
ficarse para cualquier ¢; luego deben ser nulos los coeficientes
Sx; (1, 2, 3, 4) ; absurdo, pues S, = 1.

Cb. Si suponemos existente una {C £} entrelas S, (K =1, 2, 3, 4)
llegamos al absurdo T, = % = 0.

Si admitimos la existencia de la {C 2}
ky Ty +ky Ty + kg Tg - ky Ty =0 (5.6)

por proceso analogo al aplicado en problema Aec, se llega a:

ke kg Ky ’
que también se puede escribir asi:

]f Sy=ky ky=24; =1 (5,7)

dg

3y = ky kg = A, = = 5,

% S, s ko 2 = = 5.8)
l Sy =ks kg=24 =H 5,9
U Sy=kikg=4 = ‘ (%,10)

Si tenemos presente que las tres primeras condiciones, (3,7) (5,8)
(5,9) coinciden con las (3,3) del problema Ac¢ podemos transcribir los
resultados hallados en el citado problema.
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0=120+ 4

p=—t _h
Ve *

= —-2cy/p+ ¢

Subdividiendo la resolucion del actual en la de Ics Cc1y Cc2 puesto
que las condiciones obtenidas por eliminacién de g, p, 12, en la identidad
(5,4) del Capitulo I, son las

w

0 las
h=24,=0 (Ce2)

Posteriormente y en cada subcaso, tendremos que introducir la
restante ecuacion (5,10).

Cc1. De acuerdo con Acl, sera:

I

p=r=g=R=14)/
resultados que satisfacen a la @ = 4,, ecuaciéon que a su vez nos dice que:
R=A1"=1,

[.a ecuacion del movimiento se reduce a la:

kT, +k T,=0
es decir, a la:

k, (?Iit’ - F,) +Rx=0 (,11)

de la cual se obtiene:

u=—§m+fﬂw+9 (5,12

l.l
De la ecuaciéon (6, 7, 2) del Capitulo I,
2 v
v —dp
Oy == - py00 F, — 20,0, W0+ g, 0 [—~ 0:p — xo—=
@oog 5 Qo 0o 1'; 09 0y i Qo O¢ p ° G
se obtendra :

T=@w+wR?>—RF,

20 — Coullectanea Mathematica,
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La ecuacion (6, 7, 1)

dv T
os

_d
200 73 = < 000 F," = @0 T [f')ED“B- - "P}

S do

se reducira en este caso, a la:

dv
ZI?Z'Z F,—-KR

que se satisface para cualquier valor de £, en virtud del resultado an-
terior (5,12), con tal de que K; = 1.
En definitiva :

1) La trayectoria debe ser circular.

2) l.a velocidad relativa es:
v=—xRi+ [ Fdt+0

3) La tension, si introducimos la velocidad absoluta

V=v+x2zvR=v-1 xRt
debe ser:

. 2
T:(/F,dt+g) — RF,
Las componentes I', y F, son independientes entre si, con la tinica
restriccion, ya conocida, de que solo dependen de /.
Cc2. Se llega a la solucién carente de sentido

o=0=p=r

Cd. Si cstablecemos la hipotesis :

4

Dk Si=0 (5,13)

y operamos en la forma acostumbrada, se obtiene el sistema de ecuaciones

Ty = 2y = 0?

r.. dv )
! 11 - }u] =Ei — I't
4’ Ty,=24=F,—-2wv (5,14)

LT4=}»4=K

cuyas dos ultimas ecuaciones son incompatibles.
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Ce. Si suponemos ahora, que las funciones Sy (k =1, 2, 3, 4) estan
vinculadas por dos combinaciones lineales :

Cky S, A-ky S =0

J 5,15
L ky Sy Iy S =0 (5:15)
y eliminamos S, v S;, entre las (5,15) y la
4
>'S T, =0 (5,16)
i1
obtendremos la:
. . ka,. Lo [ ]‘53” - 4
S, (74—7; 1,) © STy 2 ) =0 (3,17)
A3 9

en la cual, la independencia de las §,, S, exigird la anulaciéon de sus
coeficientes ; es decir que:

(ky Ty —ky T, =0

9,18)
Uhy Ty — kg Ty, =0 (
0 sea que
[ (dv . _
1} ki — k, (Ft — ,,t> =0 (5,19)
[ ky® — ky (I5, - 2wov) =0 (5,20)

La (5,19) permite hallar por integracion, a la funcion, v; a su vez
la (5,20) relaciona las componentes F,, F,, previa eliminacién de la v
hallada.

El sistema de ecuaciones diferenciales (3,13), que se puede escri-
bir en la forma:

[ dp d(g _d

| ke 52+ ks [— (ficf:) 2 E{ﬂ — 0 (,21)
] d |, d _

lL ky + Kk, [[) -5 (gz (Tgﬂ =0 (5,22)

define la lrayecloria.
Cf. Las hipoétesis
(ki S, + k3 S3=0 (5,23)
ky So +ky S, =0 (5,24)
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conducen por eliminacién de S,, S, entre las anteriores (5,23), (5,24)

4
yla 2 S; T;, al sislema :
i1
[ ky Ty = k3 T (9,25)
J[ ky Ty=k, T, (5,26)

Mediante la integracion del sistema (5,23), (5,24), escrito ahora en
en la forma:

( d . _dp = on
PR — — — — | = ,2'

\l ky - 1.;[ 2z ep) —e dGJ U (5,27)

1 dg d{(., d

hEenl-g (@ 2] = 0 (5,28)

queda definida la trayectoria estacionaria.
A su vez, la ley del movimiento, es hallada a partir del sistema (5,25),
(5,26), que toma el aspecto siguiente :

!' kio? =4k, (‘—ll-) - F,)

]
U by % = &y (F, — 2 wp)

6. ProsrLEMA D.

Suponemos ahora que F,, I, dependen exclusivamente de o. La
ecuacion eliminante de la tension, (6,8) del capitulo II, se escribird en
la forma siguiente :

dv d _ .. v - . do
— — Yy — F L 2s o2 K i (= 2 -= =
(lt+[ &(9 E,) b,J - w? H(6) + (— 2wv) d6+x¢ 0

d
( d _ . _dp
| H= —%@p —o =
4 (©,1)
|2 =p- (6D
LT TP T a5\ 6

Si Hamamos ahora :
'1‘1__((11—12 T,==1 Ty = o Ty==—--2wv T, =»
o4 S . _dop . .
S; =1 S, = = @F,)—F; S3=H S, = b S;=D (6,2)
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la (6,1) adopta la forma :
S
Zl AS,; 11; = O ((),2)

i1
Como los problemas anteriores, pasemos a resolver los siguientes
€asos :

Da. No existe combinacion lineal entre las 7T: por ello, deben ser
nulos los coeficientes S : absurdo.

Db. Si se suponen independientes las funciones S, se llega también
al absurdo T, = 0.

Dc. Supongamos ahora existente una combinacién lineal de la forma :
'.,ﬁ m >
21 k; T, =0 (6,4)

Si eliminamos 7', entre la (6,4) y la (6,3), la independencia de las
restantes 7', impone el siguiente sistema de ecuaciones entre las S:

(S, =k ky=2 =1

d __ .. . .
Sz=k2k0=7.2=z;-[ef‘uj"r‘t
ﬁ 83 =S ](3 kﬂ = 23 = H (6’5)
do
Sy =lkiky =4 = Et%

LSy =hkykg= A5 = @

el cual coincide con el que resulta de agregar la condicion @ = 4, al
sistema obtenido en circunstancias analcgas para el caso Bec.

En Bcl (pues Bc?2 no tenia solucion), llegamos a las conclusiones
2y = 1, = 0, de las que se seguira que la trayectoria era

p=r=p=R=14 (6,6)
circular.
La nueva ecuacion

d (_,dp
= p — — [p%2 == = A-
¢=r ﬁ@dﬁ %

queda satisfecha para (6,6), con tal que:

R=1 =1
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De acuerdo con los resultados anteriores, la ecuacion (6,1) se reduce a:

dv

ky E’-I[' ky +ky%=0
de la que se deduce la ley de deslizamiento :

v = -»<£?+*/.R\\t—‘\—v(, 6,7)
ky /

Respecto de I, v F,, la penultima de las (6,5), nos indica la indole
del vinculo existente entre aquéllas.
La tension, es hallada a partir de la (6, 7, 2), capitulo II; resulta ser:

T=@-+wR?—RF, = (»,, Z— t)"— RF, (6.,8)
. 1

Los resultados anteriores verifican a la (6, 7, 1) capitulo II como
ecuacion de comprobacion, si se cumple

ky = ky A,

que se reduce a la identidad K, K, = 1, segiun (6,5).
El movimiento relativo sera uniformemente acelerado retardado o
uniforme, segin sea

o lo que es igual:

cualquiera que sea ¢

Dd. La hipétesis

Sk S, =0

i1
introduciria el siguiente sistema de ecuaciones :

{T; =k kg =4} (=12, ..5)
incompatible, pues la tercera es:

2_‘\
w? = Ay
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De. Supongamos existentes, las siguientes relaciones :
[l T+ kT, =0 (6,9)
L kyTy+ kg Ty + 0 (6,10)
de las que se deduce que:
dv
‘{ ky i + ky, =0
1 ki —2k,0v=0
sistema que admite la solucién
V= _k t+ v, (6,11)
ky
con tal de que, simultdneamente :
[ kyx k
5F = (6.12)
J 4 1
) ky
/7 —_— <
lL Vo = 5%, @ (6,13)

mediante oportuna eliminacion, de las (6,9), (6,10), se infiere que entre
las S existen las relaciones

[k Sy =ky S,
{ ky Sy =k, Sy
L =0

que determinan la trayectoria y la conexién que debera ligar a F; vy
F, a partir del sistema :

d _
k|5 @ P~ F| =k

Cde d . - dp
ke = |~ @p) — 3]

do
_d [, dp
p —d&'<9 da)
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CAPITULO IV

1. APLICACION DEL METODO DE TERRADAS AL CAsO x + 0 : ProBLEMA E.

En este capitulo nos proponemos estudiar el movimiento estacio-
nario de un hilo respecto de un sistema de ejes que gira con aceleracion
constante » >> 0, en el caso de trayectoria plana y F,= 0, a partir
de la ecuacion (6,6) eliminante de la 7, y de una cualquiera de las dos
(6, 5, 1), (6, 5, 2) establecidas en el capitulo II, y mediante el procedi-
miento seguido por Terradas para la resolucion de otro problema de
hilos ().

ProBLEMA E. Denominaremos asi, al enunciado anteriormente, con
la inclusiéon de la condicion

1 d
[“ _—— 0 =
t go_ dS (069 Fﬂ) 0 (19])

En este supuesto, la mencionada (6, 6, II), se reduce a:

%-— V2 ky — 0? ky - %ky — 200 k; =0 (1,2)
siendo :
1 d
‘g = — — 2,
b= o s (@) 2.3)
1 d -
f = — 1,4
ks 06 ds (eoo) (L4
1 d _ _dp
9 — — —= - l’{
ky o (eoep) +o4 (1,5)
1 d —, dp
kg =P — — — 2= 1,6
ky =P gadfx(@"@ do> (1.6)
t
g =5+ vdi (1,3 bis)

. dv .
Los coeficientes — , v2, w?, 2 w v, dependen exclusivamente de £; las

dt

ko, ki, ky kg, dependen de s y ¢. Si suponemos %}# 0 para que la

(*) Vid. «Estudios sobre hilos » (Mem. R. Ac. de C. y Artes, afio 1911, pa-
gina 144).
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(1,2) se satisfaga para { y o y cualesquiera, es necesario y suficiente que
dichas kg, ky, ko, ks, se reduzcan a funciones de { 6 a constantes.

Del analisis de (1,3), se deduce que ky no depende de ¢ y si solamente
de s. Luego k, no puede ser funcion de ¢, y se reduce a una constante, .
Por consiguiente, integrando obtenemos

Q0 = Qg 0 €5° (1,7)

y la ley de variaciéon de la densidad de masa por unidad de longitud
es de tipo exponencial.
Por otra parte, efectuando la derivacién indicada en (1,4) y recor-
dando (1,3) deducimos una ecuacién diferencial que liga o, ky, kq:
1 d - dg 1 _ d (¢0) - dp
‘y — — —_— = — _— _— k [ £ —
I\l 00 ds (9 o Q) + ds 00 ds (198)
También, desarrollando en (1,5), e introduciendo en el resultado a
la funcién k,, obtenemos una relacién entre las funciones k;, k,

1 ds - _dp . - dp
h=c5g @oeP)tegE=pP ki +20 5 (1,9)

expresion, que mediante derivacién respecto a ¢ se convierte en la:

'dfp| dp dp 95 d?
MG G 6T o

"U

= (1,10)

De esta ultima, en la que sé6lo figuran, ademas de k,, funciones de
g, deducimos que k, debe reducirse a una constante.

Remontandonos a (1,9), observamos que analogamente k, es inde-
pendiente de #, y por ende, constante.

Luego, dado que en (1,8) no figura otra variable que g, y mediante
integracion, obtenemos la expresiéon del radio de curvatura:

p=tp X ke (1,11)

Asimismo, en (1,6) verificando la derivacion indicada, e introducien-
do en el resultado la constante k,, hallamos :

1 d , _dp 1 d _
k3=17——;1—[00 p] P—e—p~~j(009)—-

00 ~ do dc go ds
_ -4/ - dp —E(—dl’) 1,12
za(t’ AR R R A A (L.12)

21 —- Collectunea Mathematica.
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- . - _d
Si ahora, derivamos respecto a ¢ el valor de g d—l'_),
o

tir de (1,9):

obtenido a par-

d(—@) d<k__2‘klp)=_ﬁ4£ (1,13)

iz \°ds) ~ds\~ 2 2 do
e introducimos el resultado (1,13) en la ecuaciéon (1,12), se convertird
ésta en:

.~

]"szp‘?la

&.'ﬂ.
Qi

(1,14)

La (1,14), como en casos anteriores, afirma que k3 se reduce a una

constante. Una nueva relacién se obtiene, derivando la mencionada
(1,14):

dp _kydgdp (1,15)

Con el fin de hallar las condiciones a que deben satisfacer las cons-
tantes kg, ky, ky, k3, eliminemos a las funciones g, p y a sus derivadas

dg dp d?

d—g; d—g; LEEZ’ entre las cinco relaciones (1,9), (1,10), (1,14), (1,15),

(1,11), (que han sido deducidas con este motivo), y una sexta relacion
do_ _ ka s (1,16)
do Q0 G0

L.a eliminante obtenida, prescindiendo de sencillos, pero prolijos
calculos, que omitimos porrazon de brevedad, es:

Koa —»kuE

A+ k) K (Ky — by ) = — 20 e ™™ (44 ) 2k (ky — ki) (1,17)

€0 %9

y puesto que debe quedar satisfecha para todo valor de @, serd preciso
que las constantes verifiquen alguna de las siguientes ecuaciones :

@) ky =0 18
b) ky = ky = 0 (1,19)
¢) ky = ky ky (ky + 0) (1,20)

que originan en la resolucion del problema E, los casos particulares Ea,
Eb, Ec.
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El método de calculo que seguiremos en cada uno de los citados
Ea, Eb, Ec cs:

1) En primer lugar hallaremos la acuacion de la trayectoria vy la
densidad de masa con el concurso de las ecuaciones (1,7), (1,9), (1,11),

(1,14) y de las identidades : (3,1) (3,2) (5,3) y (5,4) del capitulo II, amén
de la condicion particular «) o b) o ¢).

2) La ecuacion (1,2) permitira calcular la ley del movimiento.
J) La lension sera obtenida mediante (6, 5, 2, II).

4) Como comprobacion de los calculos, utilizaremos la (6, 5, 1, 11).

2. Resorvciox pen caso Ea. Iy = 0.

De la ecuacion (1,11) y de k; = 0, se deduce

- a kG
=-— 0? (2,1)
¢ Q0 %
Las (1,9) y (5, 2, II), implican
_dp dr* - ,
Ly — ¢ —_—_—= — ’ 2 Pt ka _ {';, ,‘
ky ngo_ rr A 20+ k' (2,2)

El valor de p es obtenido mediante la identidad (5, 3, 1I)

. . dr2\2 _ .
2 p = \/lll'z—~('%) =’\/4 kg ¢ + 4 kZ "—k%

Si llevamos las p, p y r halladas, a la identidad :

A2
- do® p
0o —m— —
) 2
¢ésta se convertird en la igualdad
2 = 8
a — 9k, 0 - ' ]‘2
= (4 = [\'._: o -!— I\'2 — —a:
20 %%

que debe quedar satisfecha para toda o: y que por tanto exige que se
verifique :
az
O hog=ky,=0; k' = 5— (2,3)

5 o
26 0o

) a=ky =k (2,4)
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En el subcaso Ea 1, y a partir de (2,3) se deduce que

p=r=g=+1k/ =— =R (2,5)

por consiguiente, el hilo es homogéneo, po = 9,0, v la lrayectoria una
a

circunferencia de radio R = .
200p

De (1,14) se deduce que Ay = p = R. Si llevamos a (1,2) los valores
obtenidos para.los constantes, la ecuacion del movimiento serd :

dv dv
— - Ny == — L =
T %k ar xR 0
por lo tanto:
v, = — =Rt 4+ v, (2,6)

Luego el movimiento relativo del hilo es uniformemente acelerado
(por ser x y R positivos) y tiene lugar en sentido contrario al del mo-

vimiento de los ejes. La velocidad de arrastre sera | V,,,| = (wy -~ %f) R
y la velocidad absoluta |Vs| = vy -+ wy R = constante, que puede
reducirse a cero, si vy = — wy R.

De la ecuacion (6, 5, 2) del capitulo IT deducimos el valor de la
tension :
T = 040, [(v 4 ®R)? — RF,] = 9y64i(vy + wy R)* — RF,}
La (6, 5, 1) del capitulo II, utilizada como comprobacién

dF,
— xR gyoy = — QoooRﬁa—, + 0900 Fi — xRg,0,

se verifica idénticamente, en virtud de la hipotesis inicial (1,1)

En el subcaso Ea 2, las condiciones k, = k; = kg = a =10 y las
identidades bhabituales, exigen é = r = p = 0, solucion trivial.

3. REesoruciON DEL caso Eb
]{2 = k:} =0

Si llevamos el valor de p, dado por (1,11) a la (1,9) obtenemos una
ecuacion diferencial en p(g), que resuelta ncs dice que

Cc
p= — (3’1)
eKeo 5
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Si ahora, sustituimos en (1,14) los valores de k3, p, Z—g , p hallados
resulta la: o ,
c[:z n ’31] ﬁ‘—; ek |- Eo‘-’o—o] 2=
que exige que se cumpla :
6 bien C=0 (Eb1)
6 ko = 0; k,+0 (Eb2)

En el subcaso Eb1, C = 0, implica p = 0. La identidad (5, 2, II)
nos dice que r2 = ¢, y la (5, 4, II) que g = p. Es decir

:p.—_—.r—;o

|

solucion Lrivial.

En el subcaso Eb 2, al ser ky = 0, y de acuerdo con (3,1) y (1,11)
es p = oo, y p = 0. La identidad

dr2 2
Iy — Ap2 (2 __
=P \/“ (d&)

previa integracion, nos da el valor de r?
; —a
r* = (ry + 0)?

La trayectoria encontrada es una recta por el origen; pero debe
ser desechada, pues de la (1,14) deducimos :
b odp _kydr

ky=p—<

ky
24T T d1ds T T 2

(ro + 0)

que exigiria para su verificaciéon idéntica, que k; = k; =0, en con-
tradiccion con la hipétesis Eb 2. Por tanto la hipotesis Eb, no aporta
ninguna solucion al problema E.
4. ResoLrcion peL caso Ec:

ky = ki ky ky+0 4,1)

Si eliminamos las constantes k,, k5 entre (1,9), (1,14) y la relacion
ky == ky ks obtendremos la :

K\ _do
(2 + E)Q%—O
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que implica ; o bien

Ec1. p =0
0 bien
Ec2. 6=0

Stecaso Ec1.

La (1,9) se convierte en la k; p = k, la cual, comparada con (4,1),
nos dice que p = k;. Este valor satisface a la (1,14).
De la identidad

_dp ldr®
4 T 2d5
deducimos
= R?

Si ahora, sustituimos en la identidad (5, 4, II) los valores obteni-
dos para g, p, r, obtenemos la igualdad :

k a -
-1 4 — e~ Koo — ky

ko * @09
que para quedar satisfecha para todo &, exige sean:
a=20
ky = ko kg

A su vez, de la identidad (5, 3, II), se deduce ¢ = r, y en definitiva,
resulta que la trayectoria es una circunferencia, en la que

p=r=g=k =R (4,.2)

y el hilo estd definido segiin la ley exponencial :

00 = gy0p€"° 43)

Estudiemos a continuacion la ley del movimiento. Las condiciones
ky=kiKs=k R, y ky = kyks= K, R imponen que k,=k,R>
Si eliminamos k; y k, entre las anteriores relaciones y la ecuacién
del movimiento (1,2), obtendremos la ecuacién diferencial :
dv

7~ Vko— 0’ ko R + xR — 2wk, R = 0 (4,4)
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que define la velocidad de deslizamiento (relativa). Puesto que la ve-
locidad de arrastre es, (en médulo), w R, la velocidad absoluta, sera

V=v+wR=v -1+ xRt (4,5)
y por tanto
v dv
Ft— = &-t‘ + xR (4,6)

De acuerdo con (4,6), la (4,4) se puede escribir en la forma

%‘—t’ = ko (v + @R)? = k; V2

ecuaciéon que integrada, nos dice que:

1
My @
y por lo tanto (%)
1
= — % _—— 4,
v xRt TR (4,8)

Calculemos la tensién. La (6, 5, 2) del capitulo II se reduce, de
acuerdo con los resultados obtenidos a:

kys
getv: T By k k
":’%{—— =5t eooe " F, — 00006 0®R — 20,0,€"° wv

expresion, que simplificada se convierte en:
T = 0y00€"° [( + @R)* — R F,] = g,0,€"°[V2 — RF,]

es decir, en la:

1

T = gy | —
QR oo + R

- RF,,] (4,9)

() Si ky= 0, este resultado Ec1 se reduce al de Ea. En efecto; seria

00 = 0,0, (uniforme), y v = —x Rt — %, [ver (2,6)].
0
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Como comprobacién de los resultados obtenidos en este caso Ec1,
llevaremos
dv k

= L0
di xR 4 (kof + Ky)?
r)T_ ko s kO . dF,
55 = 0o [ — o RE — R
y oy
7o

/ - ,4_‘,45’/5#0/6)

//7'46:0 v
s

7/

/
\/ . | A=),
\

X

Fic. 6 — Soluciéon al problema Ec¢1, para k,>0

a la ecuacion (6, 5, 1) del capitulo I, que quedara reducida a la:

dF
F, —k,RF, — —2 =0
g v R do

igualdad que queda satisfecha para toda o, en virtud de la hipéte-
sis inicial (1,1) y de los valores obtenidos en (4,2) y (4,3) para p y po.

Suscaso Ec 2.

Al igual que en Ea2, vy en Eb1 obtenemos la solucién carente
de sentido g = 0.
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