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Ecuaciones en derivadas parciales 5

INTRODUCCION

Il estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, cuyas soluciones
estén en el campo real, implica considerar los problemas adecuados a
cada ecuacion ; asi para las de 2.° orden y con dos variables indepen-
dientes resultan los tipos hiperbélico, eliptico y paraboélico. En el pri-
mero un problema adecuado es el de Caucny, en el segundo el de con-
torno de DiricHLET y en el tercero un problema mixto. Al aumentar
el numero de variables independientes o el crden de la ecuacién, apa-
recen otros tipos, y la clasificacion se hace mds penosa, distinguiéndose
siempre uno al que llamamos fotalmente hiperbolico en el cual un pro-
blema adecuado es el de CatvcHy, pero, como para el mencionado de
2.0 orden y dos variables independientes sc pueden dar las condiciones
iniciales sobre una curva no caracteristica y no tangente a ninguna ca-
racteristica, ahora no se obtiene un resultado tan general, debiendo
imponer a la superficie no caracteristica otras condiciones, asi para la
ecuaciéon de ondas de VorrErRra hay que suponer que la region limi-
tada por dicha superficiec y el cono caracteristico sea finita, condicion
que ha sido generalizada per Courant y HiLBERT en su « Methoden der
Mathematischen Physik » para todas las ecuaciones de tipo totalmente
hiperbélico.

L. Fantapri: ha dado un método para la integracion en forma finita
de las ecuaciones en derivadas parciales completamente lineales y con
coeficientes constantes (8), y en algun otro caso, (10) valiéndose de su
célculo simbdlico con los operadores de un campo lineal, mediante el
cual ¢l ha integrado la ecuacion de ondas de VoLTERRA con las condi-
ciones iniciales del tipo mencionado anteriormente; y en casos de cono
caracteristico no convexo se han estudiado las ecuaciones de 3.° orden
lineales, con coeficientes constantes y homogéneas respecto al orden de
derivacion per J. AucE (2), quien integra el tipo totalmente hiperbo-
lico y cono caracteristico de género 1; y por J. CASULLERAS (5), quien
integra el tipo totalmente hiperbélico y cono caracteristico de género O;
y una familia de las de 4.° orden ha sido estudiada por J. TEixipor (20).
En estas tres Memorias se halla solamente la solucién con condiciones
iniciales nulas sobre una superficie con las condiciones mencionadas
anteriormente, excepto en la de J. CASULLERAS, quien plantea el pro-
blema con condiciones iniciales de tipo mas general (%), pero debe ad-
vertirse que la expresion conocida del 2.° miembro de la ecuaciéon no

(1) Véase (5) pag. 57.
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siempre se pcedra poner en la forma I%f (¢, x, y), pues ello implicaria que
esta funcion y sus derivadas respecto a f hasta la de 3.7 orden fueran
nulas sobre la superficie en la que se dan las condiciones iniciales, cosa
que en general no sucede.

El presente trabajo se ha dividido en cuatro capitulos; en el I se
separan diferentes clases en las ecuaciones de 4.2 orden lineales, con
c:eficientes constantes y homogéneas respecto al orden de derivacion
y con tres variables independientes (a este cas)y se pueden reducir las
completamente lineales y con dos variables independientes, como es
sabido), se obtienen diversos tipos, destacandose el totalmente hiper-
boélico. La clasificacién se acaba con todo detalle para las ecuaciones
con cono caracteristico con singularidades mas elevadas (correlativo
de cuarticas planas con cuspide de 2.® especie o punto tacnodal (%)), y
se ha elegido el totalmente hiperbdlico de género O (que salvo las com-
plicaciones de calculo, se puede generalizar para el de género 1), y a fin
de que sea mas manejable elegimos un modelo, lo cual no implica sim-
plificaciones de concepto, solo de calculo. Luego se considera la ecuacién
correspondiente, con las condiciones iniciales sobre una superficie I" no
caracteristica cumpliendo las condiciones antes mencionadas, de tipo
general, y para ello se desdobla el problema en dos, uno con las condi-
ciones iniciales nulas y el otro con segundo miembro nulo y condiciones
iniciales de tipo general, siendo la solucién la suma de ambas. Y se plan-
tea la solucion siguiendo lcs métodos de FANTAPPIE.

En el capitulo II se estudian los funcionales abeloides de las funciones
de dos variables, cbteniéndose unos teoremas de completa generalidad.

En el capitulo III se aplican estos tesremas al caso antes mencionado
de cono caracteristico con generatriz tacnodal y género 0.

Finalmente en el capitulo IV obtenemos las soluciones en el campo
real de los dos problemas en que hemcs dividido el problema general, se
calculan los ntcleos resolventes y se llega a la solucion del problema
con condiciones iniciales nulas por una integral de volumen extendida al
volumen limitado entre la superfieie I" y el minimo cono convexo que
contenga al cono caracteristico, segtn la teoria general. Luego se estudia
con todo rigor la ecuacién sin segundo miembro y condiciones iniciales
del tipo méas general obteniendo la solucién por la derivada respecto a
t de integrales de volumen y dobles de superficie.

OBSERVACIONES. Los ntimeros entre paréntesis que aparecen en esta
introduccién y en las notas sc refieren a los de la tabla de bibliografia.

() Véase (1) pag. 4306.



Fcuaciones en derivadas parciales 7

CAPITULO I

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES DE 4. ORDEN,
HOMOGENEAS Y CON TRES VARIABLES INDEPENDIENTES

1. Clasificacién de las ecuaciones en derivadas parciales de 4.0 orden,
lineales, con coeficientes constantes, tres variables independientes y ho-
mogéneas respecto al orden de derivacién. Se podrd poner la ecuacién
en la forma:

Z Qiuv —")411— = f(f, x, y) (1,1)

2
Jbptv=4 ot dxt ay"

la ecuacion de las superficies caracteristicas es:

Atu-iv=4
y para que un plano pasando por un punto M (f, Y o)
Yt — 1) + a(r — ) + By — yo) =0 (1,3)

sea caracteristico (es decir, que sea solucion de (1,2)), deben verificar
sus coeficientes

D Guy Y =0 (1,4)

Al fv—=4

que es la ecuacion tangencial de un cono de 4.2 clase y vértice en el
punto M ; este cono se llama cono caracteristico de vértice en este punto.
De (1,4) se deduce que la curva impropia de dicho cono es independiente
del punto M y tiene como ecuacion tangencial (1,4) que es una curva
de 4.2 clase.

Si aplicamos a (1,4) una transformacién proyectiva :

o' = ay ot @ B+ azy
B = ay o+t ay B+ ayy (1,5)
Y =y a4 apf 4 azgy

de médulo no nulo, se transforma en

ST Ay oA BT =0 (1,6)

A4ty =4
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y haciendo en (1,2) el cambio de variables

T=0ay% + ay ¥y + ag l'

Y=0ap% + Gpy + asl (1,7)
= a3 @ + apa Yy’ + agsl’
resulta :
2 oDV [d DWW (0 D\
L
POy ot o oy

que es la ecuacion de las superficies caracteristicas de la

N d4u ’ " ’
B ,Z.f,A;"'“'V ST s TE a0 Sy~ F, 2, y) (1,9
AR LY .

Por tanto, reduciendo (1,4) a una forma canonica, se obtiene la re-
ducciéon para (1,1).

Por otra parte, consideremcs la cudrtica correlativa de (1,4) que
llamaremos ferma ascciada a (1,1)

C{, z, y) = Z puv Xy =0 (1,10)

Aturverd

y de su estudio obtenemos la siguiente clasificacion de (1,1) :

a) Si por una cierta transformacion de las variables del tipo (1,5)
(cambiando «, f§, y, por x, y, t), obtenemos que en (1,10) se puede des-
tacar una variable (que podemos considerar que sea f), tal que dando
de xc y valores arbitrarios reales, la ecuacion en ¢ que resulta tienc siem-
pre sus cuatro raices reales, diremos que (1,1) es del tipo fofalmente hiper-
bélico. (Esto equivale a decir que toda recta que pasa por el origen corta
a C en cuatro puntos reales).

b) Si (1,10) es una forma definida positiva (0 negativa), diremos
que (1,1) es del tipo eliptico.

c¢) Si (1,10) por una cierta transformacion de las variables se puede
llevar a otra forma con menos variables, diremos que (1,1) es del fipo
parabolico. (Esto implica que (1,10) sea el producto de cuatro rectas
que pasen por un punto).

Estos casos no agotan la clasificacion, pueden aparecer otros que
implicardn otros problemas para (1,1), distinguiremos los siguientes :

d) Si (1,10) es irreducible y no es ni de a) ni de b).

e) Si (1,10) es reducible y no es del tipo ¢).
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f) Si (1,10) es forma semidefinida positiva o negativa (es decir,
que se anule en algtin punto, que serd doble aislado).

El caso al que dedicaremoes mayor atencion es al a), y vamos a de-
ducir algunas consecuencias de su definicién. (Supondremos siempre
efectuada la transformacion a que alude dicho apartado).

1.8 La curva C (z, y, f) no puede {ener puntos cuspidales reales, pues

en el enterno de este punto a el desarrollo de Puisseux es una serie en
1

(x — a)’ siendo p el orden de multiplicidad de dicho punto (suponemos
que la tangente en €l no es paralela al eje de ordenadas, si lo fuera p
seria menor que el orden de mulliplicidad); por tanto, toda recta que
pase por un punto de dicho entorno no puede tener todas sus intersec-
ciones con la curva reales si es p mayor que 2, y si p = 2, parax<_a las dos
intersecciones con la curva son imaginarias. En todo caso se llega a con-
tradiccion con la definicion de tipo totalmente hiperbélico.

2.2 El origen no puede pertenecer a C, pues al hacer x =y = 0,
la ecuacién en ¢ es idénticamente nula.

3.2 Por el origen no pueden pasar langentes reales a C que fengan
contacto de orden impar, la demostraciéon es analoga que la de la conse-
cuencia 1.2

4.2 De la 3.2 se deduce que es necesario que la clase de C sea par,
pero no es suficiente.

5.2 La curva C no puede tener puntos dobles aislados, pues una recta
proxima a é] corta en dos puntos imaginarios conjugados y las que pasan
por él estan excluidas por la consecuencia 2.2

De la 2.2 se deduce que en (1,10) habrd un término en # cuyo coefi-
ciente podemos suponer que es la unidad ; por tanto (1,1) se podré ponen
en la forma:

Atpdy 4
2

4 i 4
e DN T e [ S (B3
<4
De las cudrlicas de género 3, vista la clasificacion hecha por G. Konn
y G. Loria (1), resulta que es de tipa a) el VI formada por dos continuos
reales uno interior al otro, del ) el V imaginaria, y los I formada por
cuatro continucs reales, II por tres, I1I por dos, uno exterior al otro, y
IV por un solo continuo real son del tipo d) (figura 1).

(1) Véase (17), pagina 520-21.

2 — Collectanea Mathematica.
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En las de género 2, 1, 0, dada la complejidad de casos que se pueden
presentar, no haremos un estudio completo, (un caso particular del tipo a)
y género O estd estudiado por J. Teixipor (%)), solamente lo haremos
con detalle para las cuarticas (1,10) con singularidades infinitamente
proximas que se veran en el proximo parrafo.

2. Cuarticas con dos puntos dobles infinitamente préximos. Estas
cuarticas tienen que ser de género 1 6 0. Para reducirlas a una forma
canénica por una transformaciéon homografica llevemos este punto sin-
gular al impropio del eje Y, su tinica tangente a la recta impropia, el

©

/4 v
C»
v/
fewn) C%
g 9 )]
(<] o
/ ! v/
Fig. 1

origen sobre la 1.2 polar de este punto y el eje X a la tangente a dicha
polar en el origen. La ecuacién (en coordenadas absolutas) queda re-
ducida a:

y* = P, (x) + ha*y

P,(x) = aqyx* 4+ ay 2 4 a,2” + a;x 4 a, 2,1)
ay+ 0
segun sea :
R4 4a,Z 0 2.2)

serd el punto impropio del eje Y, punto de contacto de dos ramas lineales
reales (punto tacnodal), cuspide de 2.2 especie o punto de contacto de
dos ramas imaginarias conjugadas respectivamente ; por consiguiente,
el signo de (2,2) es invariante afin.

(® Véase (20).
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La 1.2 polar del punto singular considerado es una cubica descom-
puesta en la recta impropia y la pardbola 2y = ha? que a su vez en el
caso que sea h = 0 degenera en la recta impropiay lay =0

Si (2,1) tiene otro punto doble, éste debe verificar ¢l sistema formado
por (2,1) y

Py(x)+ 2hzy =0

2,3
2y = ha? ( )

0 sea, su abscisa debe verificar el sistema

B2
P, (x) + Zf‘=0
P} (¥) + h2a® = 0

y como la segunda es la derivada de la primera, la abscisa del punto
doble debe ser raiz multiple de la ecuacion :

2 A
(ao‘*‘%)m‘*‘ @ 2% + a, 2%+ a3z + a, = 0 @29

y la ordenada queda determinada por la segunda (2,3). Y como la para-
bola 2y = ha? es la 1.2 polar del punto impropio del eje Y las tangentes
en el punto doble deben estar armdnicamente separadas por la tangente
a dicha parabola en este punto y la paralela al eje Y quc pasa por él,
por tanto si éste fuera cuspidal su tangente coincidiria con la tangente
a la parabola, y su abscisa seria raiz triple de (2,4). Las raices simples
de (2,4) dan las restantes intersecciones de la curva (2,1) con la mencio-
nada parabcla, que son los puntos de contacto de las tangentes trazadas
desde el punto impropio del eje Y. De (2,2) se deduce que si no es nulo
(2,4) es de 4.0 grado, y si es nulo, de 3. grado.

Procedamos ahora a la clasificacion de las ecuaciones en derivadas
parciales (1,1) que tengan como forma asociada la (2,1) (puesta en homo-
géneas). Si (2,2) es nulo, por la consecuencia 1.* del parrafo anterior la
ecuacion serd siempre del tipo d) (por tener una ctispide real, y la curva
no puede ser reducible, pues una curva de orden menor que 3 no puede
tener cuspide de 2. especie), por tanto estudiaremos solamente cuando
(2,2) sea distinto de cero.

Cortemos la curva (2,1) por una recta paralela al cje Y, r =2, las
ordenadas de los puntos de interseccién de esta recta con la curva son
(ademas del punto impropio doble), las raices de :

y? — laty — P, (&) =0 | (2.5)
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cuyo discriminante es :
- _ I h% _ _
Rzt 4 4P, (2) =4 Kao -+ -4) T4 a3 - a2+ a3 T - a4J (2,6)

En primer lugar, consideremos que (2,1) sea de género 1, entonces
(2,4) seré primo con su derivada, y de las formulas de PLUcKER se deduce
que su clase es 8, el n.o de puntos de inflexion es 12, y el n.c de tangentes
dobles es 8, dos de las cuales estan confundidas con la tangente en el
punto tacnodal (recta impropia). Las raices de (2,4) pueden ser :

I. Las cuatro reales y distintas.
II. Dos reales y distintas, y las otras dos imaginarias conjugadas.

III. Dos pares de imaginarias conjugadas.

Caso I. Sean a<b< c<d, las cuatro raices. (2,6) se puede
escribir :

A+ ) @—a@—b) @—0)@—d 2,7
si (2,2) es positivo (2,7) lo serd solamente para

r<<a b<z<ec T>d

por tanto, la curva constard de dos continuos reales, uno para z < a,
x>=d y otro para b <z < ¢, sicndo el primero infinito (parabolico) y
el segundo finito, sobre este ultimo no puede haber puntos de inflexion
reales, pues si hubiera alguno su tangente cortaria a la curva en tres
puntos confundidos en €1, y en un punto mas (por lo menos) a cada uno
de los continuos métricos que forman el otro continuo gréfico, (pues la
parabola 2y = ha? es lugar de los puntos medios de las cuerdas paralelas
al eje Y, por pasar cada una de estas ramas por el punto impropio de
este eje tiende a él para valores positivos y negativos de y, de donde
resulta que toda recta no paralela a dicho eje tiene con ese continuo
un punto de interseccion real), en total serian por lo menos cinco puntos
de interseccion, lo cual es absurdo, por tanto, este continuo finito es
un 6valo, toda recta que pase por un punto interior de €l corta a la curva
en cuatro puntos reales, y por un punto exterior pasan tangentes reales
a dicho ¢6valo, por tanto, no tiene esta propiedad ; por consiguiente, la
ecuacion (1,1) relativa a este caso es del tipo a), debiendo elegir el origen
entre b y c.
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A fin de estudiar la forma de la curva, veamos que para x > d hay
solamente dos puntos de inflexion reales, uno interior y otro. exterior
a la pardbola 2 y = hx? ; en efecto : para x > d y proximo a él en un punto
interior a dicha parabola la curvatura es hacia las y negativas (supc-
nemos que es h = 0, pues en caso contrario basta cambiar y por — y)
y para z suficientemente grande es hacia las y positivas, por tanto ha
de haber un numero impar de puntos de inflexiéon (no puede haber in-
flexiones de orden superior, pues su tangente cortaria en cuatro puntos

]
THNI e o X

I'tg. 2

por lo menos confundidos en él, y en otro punto al otro continuo métrico),
si hubiera mas de una, la tangente a la segunda cortaria a la curva en
cinco puntos por lo menos, lo cual es absurdo, y analogamente para
un punto exterior a la parabola y para z << a. De un modo analogo se
puede ver que no hay tangentes dobles reales (figuras 2 y 3).
Si (2,2) es negativo, por ser el punto tacnodal aislado, y (2,7) positivo
para )
a<<r<<b c<T<d

se deduce que la ecuacion (1,1) correspondiente es del tipo d).

Caso II. Sean a, b las raices reales de (2,4) y ¢+ di, c—~di, d + 0
las imaginarias conjugadas, (2,6) se puede escribir:

(day+ 1) @ —a) @ — b) (@ — 0)* + d7] (2:8)
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si (2,2) es positivo (2,8) lo sera solamente para x < a, * > by la curva
constara de un solo continuo grafico parabolico, y si fuera h = 0 una
recta paralela al eje X la corta en dos puntos reales solamente, y si fuera
-t >0, si corta a un continuo métrico en tres puntos, al ir girando for-
zosamente llegard a una posiciéon limite tangente, por tanto (conse-
cuencia 3.2 del § 1) se deduce que la ecuaciéon (1,1) correspondiente es,
del tipo d). Si (2,2) fuera negativa, la curva constaria de un solo con-
tinuo grifico, y andlogamente al caso I resulta que la ecuacién corres-
pondiente es del tipo d).

1
o 65l o X

Fi1c. 3

Caso III. Sean a- bi, a—bi, ¢+ di, c —di, b+0, d +0 las
raices de (2,4). (2,6) se podra poner en la forma

(4ay+ ) [@ — a)*+ b°] [ — ©)* + d?] (2.9

si (2,2) es positivo (2,9) lo sera para todo valor de z y la curva constara
de dos continuos graficos tangentes entre si en el punto tacnodal y exte-
riores uno a otro, y desde cualquier punto, toda recta al ir girando lle-
gara a cortar forzosamente en puntos imaginarios, por tanto la ecuacién
correspondiente es del tipo d). Si (2,2) fuera negativo, entonces (2,2) es
negativo para todo valor de x por tanto (2,1) es una curva imaginaria
con.sélo el punto tacnodal real. La ecuacion (1,1) correspondiente es
del tipo f). :

Consideremos ahora que el género sea 0, entonces (2,6) tendra una
raiz doble o triple; si fuera triple el punto doble propio seria cuspidal,
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y por lo que se ha dicho la ecuacién correspondiente seria del tipo d).
Estudiaremos, pues, solamente cuando la raiz sea doble, a la cual lla-
maremos en lo sucesivo a. De las formulas de PLickEr se deduce que
la clase es 6, el n.° de puntos de inflexién 6 y 4 tangentes dobles, dos de
las cuales estdn confundidas en la recta impropia. Distinguiremos los
siguientes casos :

IV. Tiene (2,6) otras dos raices reales simples b y ¢, siendo a exte-
rior al segmento de extremos b y c.

V. Como en la anterior, tiene dos raices simples b y ¢, y a interior
al segmento bc.

VI. Las otras dos raices son imaginarias conjugadas.

VII. Y para completar, consideramos los casos de degeneracion
que seran cuando (2,6) tenga dos raices dobles (reales o imaginarias
conjugadas) o una cuadruple.

Caso IV. Podemos siempre considerar que sea a << b < ¢, pues si
fuera a > b > ¢ por el cambio

—Z
y=1

se pasa a la anterior; (2,6) se puede escribir
(G +h)@—a*@—bE—0 (2,10)
que si (2,2) es positivo, es positivo para
T>c a<zT<b zxT<a

repitiendo los mismos razonamientos, que para el caso I, se ve que con-
tendra dos inflexiones para * > ¢ y no habrd més inflexiones reales
(pues para = << a e interior a la pardbola la curvatura es hacia las y po-
sitivas, si hubiera un primer punto de inflexién su tangente por el mismo,
razonamiento que para el caso mencionado cortaria en mas de cuatro
puntcs), y toda recta que pasa por un punto interior al arco de curva
entre a y b cortara en cuatro puntos reales ; por tanto la ecuacion en
derivadas parciales correspondiente es del tipo a), debiendo elegir el
origen entre a y b. Si (2,2) fuera negativo, repitiendo los mismos razona-
mientos, resultaria que la ecuacion es del tipo d). (Figuras 4 y 5).
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Caso V. Sea b<< a < c en este caso es facil ver que si (2,2) es posi-
tivo la curva tiene el punto doble aislado a, y por la consecuencia 5.2

NG é\ X

Fic. 4

4
N /
N6 \X

Fic. 5

del § 1 resulta que la ecuacién correspondiente es del tipo d). Y para
(2,2) negativo analogamente a los casos anteriores resulta que también
es del tipo d).
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Caso VI. Si (2,2) es positivo se deduce facilmente que la ecuacién
correspondiente es del tipo d), y si es negativo, del tipo f).

Caso VII. En este caso (2,1) son dos parabolas de eje paralelo
al Y, por tanto la ecuacién correspondiente es del tipo €). Si las raices
dobles de (2,6) son reales, entonces hay una regiéon del plano en que todas
las rectas que pasan por un punto de ella cortan en cuatro puntos reales
lo que da un tipo andlogo al a), y si son imaginarias o es una cuddruple
da un tipo andlogo al d).

3. Estudio especial del caso IV. Fijaremos en lo sucesivo nuestra
atencion en el caso IV del parrafo anterior, que para simplificar los
célculos tomaremos h = 0 aunque los razonamientos se pueden genera-
lizar para h =+ 0, por tanto, serd la ecuacion (1,1) que tiene como curva
asociada la

g2 = ag (¢ — ) ( — b) (z — ©) @3.1)

con qy >0, a<< 0 < b <c, por tanto, la curva impropia del cono ca-
racteristico sera (véase § 1) la

B = ao (@ — a)® (@ — b) (x — ©) (3.2)

y efectuando la siguiente transformacion

ﬂ='\/—-aa0 B’
o= —aa 3,3)

y suprimiendo los acentos se pasa a una curva de ecuacién
B = (x+ 1)*(x — b) (x — 0 G:4)

los by ¢ son los mismos que en (3,2) divididos por — a, por tanto, siguen
siendo positives y b << ¢; tomando como nuevas variables

o0 =+ 1
=28 3.9
resulta :
Bt =a}+ a; o + ay of (3.,6)

4 — Collectanea Mathematica.
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y vamos a obtener la ecuacién puntual de (3,6), para lo cual siguiendo
a J. TExxmor (}), apliquémosle la transformaciéon cuadratica

R
K
I

(,7)

Sle Sim

CH

ﬂ1=

(3,6) se transforma en la conica (en coordenadas pliickerianas u, v).

=14 q u-+ a,u? (3.8)
aplicando la misma transformacion (3,7) al punto

Lo+ b +4h=0 (3.9)
lo transforma en la coénica

qu+ygpv+tut=0 (3,10)

consideremos la serie formada por las conicas (3,8) y (3,10) y para que
el punto (3,9) pertenezca a (3,6) deben ser estas conicas tangentes entre
si; por tanto, la ecuacién caracteristica de la serie debe tener una raiz
doble. Esta ecuacion es:

a+ At 0 El'l'_zz‘f!
Al _
0 -1 - =0
a,+ Az, Ay 1
2 2

o sea:
WA+ (Y —2D P+ (L —2aq )i+ 4a,—ai=0 (3,11)

y su discriminante igualado a cero sera la ecuacién puntual de (3,6).
Recordando que el discriminante de una ecuacién de 3.<" grado

LA+ L2+ LA+ 1,=0
es:
BB —ABL+18 L L1, —4 L, B —27 313

(}) Véase (20), pagina 6 y sgs.
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aplicindolo a (3,11) y operando queda :

16a,2% + 4a3 (@ — 4ay) y§ + 4 @ (a3 — 12 ap) 2}y +
+8ai 6ay — af) 2yt — 1623t + 44, (440, — a) 23yt —
—4a,a,(10a, — 9ad) 7 ybt, + 4t — 8 (400, — B RYIE+
+ (144 a3 a, — 128 a3 — 27 a}) y} 24 384 a, x, Y2 88 — 256 3t =0 (3,12)

aplicandole la transformacion inversa de la dual de (3,5), o sea:

x] = X
h=Y (,13)
=T —X

obtendremos la ecuacion puntual de (3,4), y pasando a coordenadas ab-
solutas (T = 1) queda :

P(X,Y) = 4(4dpt-4a,+1) X0+ 403 (@ — 40;) Vo4 ay(a} — 12a) +
+a; (6% — 44 a,)+2 (3 a; — 40 a,) — 96 a; — 64] X* Y2+ [8 a} (6 a, — a?)+-
+4a,a,(40 a, — 9 a?)- 144 a? a, — 128 a, — 27 af] X2 Y4 — 8 (2 a;+1) X5+
+4[a, A4 a, — a®) + 4 (40 a, — 3 a3) + 288 @, + 256] X V¢ + 4 Xt +
48 (3a} —40a, — 144 a, — 192) X? Y2+ (144 a?a, — 128 a2 — 27 af) Y2+

+ 128 (3 a; + 8) X Y2 — 256 Y2 = 0. (3,14)

Los parametros a;, a,, han de ser tales que las raices de (3,6) sean
reales, distintas y mayores que la unidad (que equivale a decir que las
de (3,2) sean reales, distintas y positivas), lo que da las condiciones :

(3,4) puesto en funcién de estos pardmetros es:

Qup =o'+ @+ a)ad+ 6+ 3+ a) e+ 4+ 3a+2a)a+

+l+a+a—f=0 . (3,16)
y con el fin de simplificar los calculos, tomaremos unos valores particu-
lares de estos parametros (lo que no restringe la generalidad, mientras

sigan cumpliendo las condiciones (3,15)), los mas sencillos que cumplen
dichas condiciones sona; = — 5, a, .= 5, conlo que :

Q, p=aet—a® —4oa®>—a+1—-=0 (3,17)
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P(X,Y) = 16 X + 2500 Y® 4 264 X¢ Y2 4 1425 X2 YV* +
+ 48 X5 -+ 564 X3 Y2+ 1650 X Y* + (3,18)
+ 16 Xt — 376 X2 Y2 — 2075 Y* — 896 X Y2 — 256 Y2 = 0.

y para este caso

b=3_\/5 3+14/5 (3,19)

Se deduce que P (X, Y) = 0 tienc la tangente doble X = 1 con puntos

1
de contacto Y = = ——, el punto X =Y =0 es un punto tacnodal

/5

Y

ryp2,7/
¥ 4, yv5)

X

£330, farGol V|2
z , Tz rt-y/V3/

FAyeitd

F1e. 6

. , -1 — .
de tangente Y = 0 que la corta ademas en los puntos 5 ——E—l , tiene
dos puntos cuspidales reales y cuatro imaginarios, otros dos puntos
nodales imaginarios, y ningin punto de inflexién (real ni imaginario)
(Figura 6).

4. Consideraciones sobre el problema de Cauchy. Nos proponemos,
pues, integrar la ecuacion (1,1) de cono caracteristico (3,17), o sea:

otu 2 tu 04u *u dtu otu
o T oBdx atZaxz_atZayz"atax3+ﬁ4=f(t’x’y) 1)

con las condiciones iniciales sobre una superficie no caracteristica :
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siguientes :

_ [%u
Up= ®o (%, Y) 3 Wp=¢2(x’y)

donde supondremos que las funciones g; (z, y) son continuas y derivables
hasta el orden que sea necesario para las consideraciones que siguen.

E] problema que nos proponemos resolver se reduce a los. dos si-
guientes : 1.0, Resolver la ecuacion (4,1) con las condiciones iniciales
sobre I' idénticamente nulas. 2.9, Resolver la ecuacién (4,1) con el
segundo miembro idénticamente nulo y las condiciones iniciales sobre I'
4,3).

En efecto: sea u =w (¢, z, y), la solucion del 1.0y u= x (¢, =, y)
la del 2.°, es inmediato que la solucion del problema propuesto es la
suma de ambas soluciones.

5. Resolucién de la ecuacién con condiciones iniciales nulas. In-
troduzcamos los operadores (%)

If(t’ z, y)='/;. f(S, z, y)dS
BiG =15 6nn=[ 1 6nps 6D
B m ) =15t =[ 16 auds

aplicando cuatro veces el operador I a ambos miembros de (4,1), y te-
niendo en cuenta que las condiciones iniciales son nulas, dichos opera-
dores aplicados a la soluciéon serdn permutables (%), y permutando con
la derivacion respecto a x e y, se obtiene :

u— B,u—4Biu— Biu-— B,u-+} Biu=I*f({, 2z, )) (5,2)

que por ser estos operadores de campo lineal (5,2) es el resultado de
aplicar a u el operador

Q(B.B)=1-B,— 4B}~ B} — B} + B, (5,3)

(1) Véase (8), pag. 166.
(?) Véase (8), pag. 167.
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y, por tanto, la solucion es el resultado de aplicar a ambos miembros
de (5,2) el operador inverso al (5,3), o sea,

1
u=———_I4f(, z, 5,4
y para abreviar, llamando
I'ft x y) = [, = y) (5:5)
1

resulta : u= (5,6)

m If3(t =z, y)

y recordando que el segundo miembro de (5,6) es un funcional analitico

mixto lineal de m, consideramos su indicatriz proyectiva que es la
funciéon definida por el siguiente operador:
p@ b bo ) = g LGB 6D
y siguiendo a CasuLLErAs (), llamaremos I, al operador
I
14+ aB,+ b B,
por tanto (5,7) es
p(a btz y) = Iufy (4 2, y) ®.8)
y, por tanto, p (a, b) es la soluciéon de la ecuacion integrodiferencial :
p+aB.;p+bB,p=1If;(t 2, ) (5:9)
y derivando respecto a #, queda :
e o —fmy) (5,10)

por tanto, p es la solucion de esta ecuacion con las condiciones iniciales :
P =Uf)p=0 (5,11)

p=f‘ fsls, T4 a(s—0, g+ b(s — hlds (5.12)

0 sea:

donde {, es punto de interseccion con I" de la recta que pasa por el punto
M(t, x, y) y de cosenos directores proporcionales a 1, a, b, respectivamente.

(}) Véase (5), pag. 13.
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Con esto la solucién es (7).

Q (A 4)

Ahora bien, por ser el producto funcional proyectivo simétrico res-
pecto a ambas funciones que intervienen, podemos considerar en (5,13)

u—_—i————}p(ﬂl 25t x, ) (,13)

que é sea la indicatriz, con lo que el funcional sera abeloide (?).

6. Resolucion de la ecuacidon sin segundo miembro y con eondiciones
iniciales de tipo general. En primer lugar, observemos que de las di-
ferenciales totales sucesivas de la solucién u, considerando que la va-
riable { es funcién de x e y dada por (4,2), podremos conocer todas las
derivadas de 1.0, 2.0 y 3.0 orden de u sobre I" en funcion de z, y.

Consideremos los mismos operadores (5,1), pero como las condiciones
iniciales no son nulas, éstos aplicadcs a la solucién .no seran permuta-
bles (%). Apliquemos cuatro veces el operador I a (4,1) (donde el segundo
miembro es nulo), y teniendo en cuenta las condiciones iniciales (4,3)
resulta
*u o o%u otu

o3
B Sl — gy 6,1)

u
u—I——4r1°
ox o a? oy? oxd ozt

donde :

g 5) = Bos@ 9+ Poy@ 1)+ 1oy @ 9) + 9o @, ) —

Bu 2u u Bu 2u
73 72 7" _ 43 a2
I (atzc)x)p I (&tax)p I(ax>11 41 ((9tc)x2)1" 41 (ax2)p

B u %u o3u
— J3 —Je{_- N ¥
* il = (5~ (3, ®2
pero teniendo en cuenta que (%)
9 9 oy
I+ [=3 If+1p Iz
2 0 dy
== °¥ 6,
I3 I=5511+Ip 50 (6.3)

(1) Véase (11), pag. 288.
(2) Véase (11), pag. 260 y siguientes.
(3) Véase (8), pag. 167.
(*) Véase (8), pag. 167.
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resultan las siguientes relaciones :

2
P os =g Bt S B 5T (S S
() o
14j%‘i=;—nglu+£B§1%% %:Bxlz(ig)P%}+
an P () 5o+ P (i) 5% 60

Efectuadas estas transformaciones en los términos de (6,1) y pasando
los términos conocidos al segundo miembro, apliquémosle otra vez a
ambos miembros el operador I, y llamando

u, = Iu (6,5)
resulta :

u, — Byu; — 4 Btu, — Blu, — BSu, + Biu, = I5(t, v, 5)  (6.6)

donde :
i 5 5) — RISV LIRS
gtz Y =9 T Y+ o5, +457 I%M+4I(M)PM
LR L S I L L N S I Y’
+4dx1%ax+dyI%yc>y+1<dy)pay+d:cBy[%r)x
] ] 0 0 0 0 0
+-Z 2(_'1) °Y 12< ’i) ¥ prg, ¥ —
ox dxlp ox ox°|p ox ox ox
P ouy oy 9 uy Iy («—)311 oy
_ 9 2 (M) Y C (W) Y gl ‘Y
axB"[ (dx)pc)x :cI (c).’rz)pdm I arc3>1vax' ©.7)

ahora bien, tanto u; como Ig son nulas sobre I', por tanto, los ope-
radores (5,1) aplicados a u,, son permutables, y se puede hacer con ellos
un calculo riguroso.
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Por consiguiente, tendremos :

1

U =——— Ig( =z, 6,8
y
u=""—1 5@z 6.,9)
=31 Q(B,B,) MY ‘
Andlogamente como en § 5, la indicatriz proyectiva sera
Pi(a, b; t, xy)=IL.g( z, y) (6,10)
0 sea:

: .
pi(a, b; t, x, y)=/ g[s, z+ a(s—1t), y+ b(s — t)]ds (6,11)
o
y la solucién es:
5
u—i{———l—Lp (lezA't:cy) (6,12)
ot Q(]-l}‘z)J ! T ’

que es la derivada de un funcional abeloide.

CAPITULO II
ESTUDIO DE LOS FUNCIONALES ABELOIDES

7. Aplicacién del producto funeional proyectivo a un funcional abe-
loide. Sea Q (o, ) = 0 la ecuacion pliikeriana de una curva de clase m;
y de grado g < mrespecto a 8. En una Memoria del Profesor Fantappik (%),
se llega a la expresion del producto funcional proyectivo de indicatriz

5(:—]53 , el cual es:
1 ‘L ?12 S 7.
Q (A] 22) er (}' ) = % “r (7!1)
donde
1
1 ) i 1
Z= 2_7”/0 A TR o e e e I Y)(;i‘;

(1) Véase (11), pag. 265 y siguientes.

4 — Collectanea Mathematica.
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y B =20, (e) es una raiz de Q («, 8) = 0, y o puesta en funcién de X, Y por
aX+6,)Y+1=0 (7,3)

z(a, b) es la media proyectiva de la funcion y(q, b), o sea,

oy

&_b (7’4)

0
2@ =y(@b+ass+b
y C; es, para cada valor de Y real entre los limites de integracion, un
camino cerrado en el plano complejo de X tal que sobre él y en su inte-

rior sea regular z(X, Y) y a su exterior y sobre él lo sea el otro factor
de (7,2) (C, por tanto depende de Y). Y llamando

J, (X, Y) =X Qg [, 6, ()] — Y Qu [ot, &, ()] (7.5)

donde o se ha puesto en funciéon de X, Y por (7,3), resulta que (7,2) se
puede escribir :
1

R Y /z(X, Y)
Z'—ﬁ—i 0 4y c Jr(X,Y)dX @8

y el extremo superior de la primera integral es la ordenada de una tan-
gente paralela al eje X de la envolvente Q («, §) = 0.

8. Determinacién de las funciones J, (X, Y). Por lo que se ha visto
en el parrafo anterior, resulta que las m funciones J, (X, Y) son las ramas
de la funcién que resulta de eliminar «, f§ entre

Qx f) =0

aX+pY+1=0

XQ—YQu=J @8.1)
donde Q («, f) = O representa la curva que se ha indicado en el parrafo
anterior.

TeoreMA 1. La eliminante es un polinomio de grado m en J. En
efecto : de la segunda (8,1) despejamos £ (%),

p=—1E2X ®2)

(') Véase (2), pag. 26 y siguientes.
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y sustituyendo en la primera, tenemos :

Q(oc,-— 1+YocX)=O

y multipliquémosla por Y2 (donde g <<m es el grado de Q (a, ) respecto
a f), con lo que

8.3)

l+ocX)=O 8.4)

[0 = ¥6Q(a — -5

sera un polinomio en « de grado m (pues en Q(x, §) habrd un término
de grado m, al que corresponderd un término de grado m en f(«)) y sus
coeficientes polinomios en X, Y de grado ¢ (puesto que en un término
ot B¥ de Q (¢, B) (u+v <m,» < g) corresponde o (—- 1 — a X)” Y2=¥ que
le corresponde un término de grado ¢ del coeficiente de a* ¥ el cual no se
puede simplificar con otro, pues para otro término «*" 8% con u' + ' =
= u -+ », el término de grado ¢ en el coeficiente de a# + ¥ es X* Y&
que es distinto del anterior y los términos del coeficiente de a* +* que
provienen de términos a*’ 8" con x'’ + v > u + v son de grado menor
que g). Sustituyendo 8 dada por (8,2) en la tercera (8,1), tenemos :

1
XQé(a, s “X) —YQ: (oc, _t “X) —J=0 @85
Y Y
y multipliquémosla por Y¢™! con lo que
X Y10 (“’ _ 1 +YocX) _ Yfg 0 (oc, 1 —I—YocX) Y1 ] =0 (8,6)

pero por otra parte, derivemos (8,4) respecto a «

@ = e i o — LX) xvimigpw - LX) @)

y por tanto (8,6) se puede escribir:

J'(0)+ Y& 1T =0 (8,8)
y llamando
n=—Ys1J 8.9

tenemos que hay que eliminar « entre

f@=0
f@—n=0 ' - (8,10)
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y la eliminante de SyLVESTER serd un polinomio de grado m en 7%

RX, Y, n)= AO 7"+ Ay Y/m"l + o+ Am—? 772 + Am—vl N+ A, =0
@,11)

cuyos coeficientes serdn polinomios en X, Y con A, no idénticamente
nulo, puesto que el determinante de SyLvEsTER tiene m — 1 filas con
los coeficientes de f(«) y m con los de f (x) — % y el coeficiente de ™ es,
por tanto, el menor principal de orden m — 1, que por ser triangular
es el producto de los términos de su diagonal principal, y éstos son todos
iguales al coeficiente de o™ en [ (a).

Poniendo otra vez J dada por (8,9), resulta el teorema, s.q.d.

TeorEMA 2. A, es nulo sobre la curva envolvente de Q(x, f) =0
sobre sus tangentes multiples y de inflexion, y sobre el eje X solamente.

En efecto: A,, es el resultado de eliminar « en (8,10) donde se ha
hecho 7 =0; por tanto, serd nulo solamente cuando f(x) =0 tenga
raices multiples, pero en el punto de coordenadas X, Y de (8,4) se deduce
que sus raices seran las inversas cambiadas de signo de las abscisas de
Ics puntos donde las tangentes a la curva P (X, Y)=0, envolvente
de Q (e, B) =0, cortan al eje X, y para que haya dos confundidas, o dos
de dichas tangentes se han de confundir, o han de cortar en un mismo
punto al eje X, de donde resulta el teorema, s. q. d.

Cororario. A, (X, Y) es una expresion de la forma
Ay (X, Y)=KY"rPry .. [P(X, Y)) 8,12)

donde ryr,... r, iqualadas a cero son las ecuaciones de las tangenfes mul-
tiples y de inflexién, m, s, S,... S;, q numeros naturales no nulos (mds ade-
lante veremos que q = 1, la determinacién de los restantes es, en general,
complicada y se puede obtener considerando el grado de la eliminante,
como lo hacemos en el § 10 para un caso particular), y K es un niimero
complejo distinto de cero que se puede hallar suslituyendo un valor par-
ticular de una variable cuando se conoce la eliminante.
En cuanto a A,,_; resulta el siguiente

TEOREMA 3. A, _; es idénticamente nulo.
En efecto ; por una demostracion analoga a la que hace J. Augt (%)
resulta que siempre que es A4,, nulo también lo es 4,,_;, por tanto, ésta

(1) Véase (2), pag. 28.
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ha de ser de grado igual o mayor que A,,, pero por el determinante de
SYLVESTER resulta que A,,_; es de grado inferior a A,, en los coeficientes
de f(«) y como éstos son de grado g en X, Y, resulta que 4,,_, debe ser
de grado inferior a A,, y para que sean compatibles ha de ser A,,_,=0
s. q.d.
Y para los demas coeficientes se descompone el determinante de
SYLVESTER en suma de determinantes y se hace directamente su célculo.
Por lo tanto, sustituyendo en (8,11) 5 por J dada por (8,9) y simpli-
ficando un factor comin a todos sus coeficientes (en caso de que exista),
resulta :

So(X, V)J"+ S, (X, V) J" 14 .+ S, 4 (X, ¥V) J3+
+ S (X, V)24 S, (X, ¥V)=0 (8,13)

TeoreMA 4. Los punlos de ramificacion de J (X, Y) definida por
(8,13) estdn entre los que la anulan.

La demostracion es completamente andloga a la que hace J. Auck (%)
y por tanto no la reproducimos.

9. Interpretacion geométrica. La expresion (8,13), considerando
X, Y, J como las variables en tres ejes cartesianos rectangulares, repre-
senta una superficie alabeada (%) de generatrices las intersecciones de
los planos (véase (8,1)).

aX+BY+1=0  Q@f =0
XQ—Y0—J=0 ©.1)

donde P(X,Y) =0, J =0 es una curva directriz; y las ecuaciones de
las generatrices puestas en forma normal son:

X—-§& Y—n J .
_ﬂ - o - Q}:(a; ﬂ) Q(a’ ﬂ)_o (9’2)

(donde ¥ es la coordenada que resulta de homogeneizar Q («, §) = 0)
&, m representan unos valores que verifican P (&, ) = 0, luego por cada
punto de P(X, Y) =0 pasa una sola generatriz (9,2), y por tanto
resulta el siguiente :

TeoreEMA 5. La curva P (X, Y) =0 es directriz simple de la super-
ficie alabeada (8,13).

(1) Véase (2), pag. 31.
(?) Véase (2), pag. 29 y sgs.
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Por tanto, en (8,12) ha de ser ¢ = 1.

De (9,1) o (9,2) se deduce que la proycccion ortogonal de las genera-
trices sobre el plano XY son las tangentes a P (X, Y) =0 por consi-
guiente, el plano tangente en un punto P (X, Y) =0, J = 0 es paralelo
al eje J.

Para hallar las generatrices que estan en el plano XY, observemos
que para éstas ha de ser @, (2, f) = 0 que solamente lo es cuando «, f
son las coordenadas de una tangente miultiple o de inflexién, o las de
una tangente que tenga el punto de contacto impropio, pero en este
ultimo caso, dichas tangentes, si son simples, no anulan a (8,12), y se
deduce que son generatrices paralelas a dicho plano, pero no contenidas
en él. Si una tangente multiple pasa por el origen, se ve homogeneizando
(9,1) que los dos planos coinciden formando una parte reducible de dicha
superficie ; por tanto, se tiene el siguiente

TeorEMA 6. Las generalrices contenidas en el plano XY son las
langentes multiples y de inflexion de P (X, Y) = 0, exceplo a lo sumo las
que pasan por el origen.

Ademas del hecho de ser estas generatrices tangentes a una curva
directriz, se deduce que son singulares para dicha superficie, y por tanto
los exponentes de las tangentes que aparecen en (8,12) (excepto a lo
sumo para las que pasan por el origen) son superiores a la unidad.

Por un punto propio genérico del plano XY pasan m tangentes a
P (X, Y)=0, por tanto este punto es la proyeccion de m puntos pro-
pios de dicha superficie.

Los puntos en que se anulan tres determinaciones de J dada por
(8,13) son los comunes a S, (X, Y) =0y S,,_, (X, Y)=0 por tanto, por
lo que acabamos de ver, tres de los puntos de (8,13) que se proyectan
en uno de éstos, han de coincidir con el mismo, lo que tiene lugar en
los puntos de contacto de las tangentes dobles, en los restantes de inter-
seccion de éstas con P (X, Y) = 0, en los puntos multiples de P (X, Y) =0
y en las tangentes de multiplicidad superior a dos, y reciprocamente ;
si coinciden cuatro serd punto comun a §,, (X, ¥) =0, S,, (X, Y)=0,
Su_s (X, Y) =0, lo que tiene lugar en los puntos nodales, en los de
interseccion (no de contacto) con las tangentes dobles, en los de con-
tacto e interseccién con las tangentes triples, en todos los puntos de
las tangentes de multiplicidad superior a tres, etc., y asi paso a paso
llegamos al siguiente '

TeoreMAa 7. S,(X,Y)=0, S, (X, Y)=0 tienen en comin los
puntos multiples de P (X, Y) = 0, los comunes con sus tangentes dobles
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y las tangentes de multiplicidad mayor que dos, y de éslos perfenecen a
S,—s(X,Y) =0 los nodales de P (X, Y) = 0 los de interseccién con sus
tangentes dobles, los de contacto e interseccion de sus tangentes triples y de
inflexion de orden superior al primero, las ctispides de 2.2 especie, los
punlos ftriples y de orden superior y las tangentes multiples de multipli-
cidad mayor que tres, y asi sucesivamente. Es decir, que quedan deter-
minados los puntos comunes a Sy Sm_9... Sm_; (i = 2,3, ... m).

10. Aplicacion a las ecuaciones de euarto orden. Cuando Q(«, ) =0
es la (3,17), la expresion (8,11) es de 4.° grado, donde

A,X, Y)=KY" (X -1y P(X,Y) (10,1)

y la expresion (8,4) teniendo presente que es ahora ¢ = 2 es:

14+ aX
/(oc)=Y2Q<oc,— +Y°‘ )=b4oc4+ byod + byo? + by o+ by (10,2)
donde : ’

by= Y2 b= — Y2, by= — Y2 — 4X2

by = — Y2 —2X, by=Y%—1 (10,3)

y como hemos demostrado que es ¢ =1, y puesto que P(X, Y) =0
(3,18) es de grado 6, y el determinante de SyLVESTER es de grado 7 en
las b;, por tanto de grado 14 en X, Y, tenemos que :

m4n+46<14 (10,4)

y ademas ha de ser m par, pues las b; son simétricas respecto al eje X,
y por tanto también lo sera la eliminante. Haciendo ahora la eliminacion
entre f(¢) =0y f (x) =0 para X = 0 resulta que el término de menor
grado en Y de la eliminante es — 256 Y2 y como en P (0, Y) es — 256 Y2
resulta que:

m42=238 m==6 k=1 (10,5)
y como hemos demostrado que n ha de ser mayor que la unidad, ha de

ser n = 2.
Calculados los demas coeficientes, que son :

Ay = b3 = Y8

Ay = b, (8 b b+ b3 — 4 b by b) = — Y60 (X, V)

Ay = b, (18 b2 b2 + 4 b3 b, + 6 by b2 by — 14 by by by b, — 16 by by b3 -

- +3b, b3 — BBB2) = Y2 Q (X, Y) (10,6)
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donde :

O(X,Y)=4X2+ 25Y:+ 16 X.
Q(X,Y)=—4X6 — 125 Y% — 49 X4 Y2 — 170 X2 Y*
+ 28 X3 Y2+ 190 X Y* 4 56 X2 Y2 — 70 Y4 (10,7)

y simplificando Y¢la (8,3) es:

X, Y, )=V I+ Y2 O(X,Y) JB+ Q(X,Y) J2+
+(X—12P(X,Y)=0 (10-8)

Del estudio hecho en el parrafo anterior, resulta que estdn deter-
minados los puntos comunes a P (X, Y) =0, 2 (X, Y) =0y los de éstos
que pertenezcan a @ (X, Y) = 0. Analiticamente resulta que

P1,Y)=—200(,Y) (10,9)

CAPITULO III
CALCULO DEL PRODUCTO FUNCIONAL PROYECTIVO

11. Estudio de los términos Z,. Recordemos que la expresién
del producto funcional proyectivo de indicatriz proyectiva el inverso
del polinomio (3,17) es:

A
T —

f 2j

J
(11,1)
1
f T e )
7L | iy [ 2& )
2xity

Jo TX 1) X

pero Q (0, 8) =0 tiene las raices finitas f# = - 1 cuya ecuacion carte-
siana es + Y 4+ 1 =0, por tantoes Y=F 1y
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tomemos el indice r = 1 para el signo 4 en (11,2), por consiguiente :

1 ! / z(X, Y)
=— Y[ =—2—£dX 11,
Z 2:wi/0 d a 1 (X, Y) » (11,3)
donde J; para Y = 1 (que corresponde a « = 0) es (véase (7,5)).
Ji(X, 1) = XQp(0,—1) — Qi (0, — 1) (11,4)
0 sea:
JJ X 1H)=2X+1 (11,5)

y al ir variando Y aparecerdan puntos de ramificacion, que es lo que vamos
a estudiar en el préximo parrafo.

1
J, (X, Y’
(11,1) Y es un parametro, por tanto interesa considerar (10,8) como una
funcion algebraica de J y X, y la Y como un parametro; ya hemos
visto (§ 8) que los puntos de ramificacién anulan al término indepen-
diente de (8,16), y de la primera (10,4) resulta que en un punto X, Y de
P (X, Y) =0 que no sea de la tangente doble, ni punto multiple, ni que

12. Puntos singulares de En la integral interior de

. opP
su tangente sea paralela al eje X, es X <+ 0, por tanto, en este punto

es .
Y
(ﬁ)m 40 12,1)

lo que indica que es punto de ramificacién de primer orden (*) para la fun-
cién J dada por (10,8), (pues la derivada segunda respecto a J es en este
punto distinta de cero, ya que 2 (X, Y) <+ 0). En un punto de la tan-
gente doble, pero que no sea de P (X, Y) =0, se anulan dos determina-
ciones, y aplicando el método de Newron-KraMER (teniendo presente
que (X, Y) no es nula en este punto, segun el teorema 7 § 9), resulta
la grifica de la figura 7, y haciendo en (10,8) J = » (X — 1), resulta:

X—1R0 V)2 +PLY)+ X —1)pX, Y, 9] =0 (12,2)

y el término entre paréntesis para X — 1 = 0 tiene dos raices distintas
v1 Y ¥ (= — 1y), por consiguiente (12,2) define dos funciones », (X), v, (X)
holomorfas que se anulan para X = 1; por tanto, las dos ramas
son lineales. En uno de los puntos de contacto de dicha tangente doble

(1) Véase (1), pag. 180.

5 — Collectanea Mathematica.
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(X =1,Y=+ \%) , segin el mencionado teorema 7, se anulan
P(X,Y), 2(X,Y) y no ©(X,Y), por tanto, se anulan tres determi-
naciones, y aplicando otra vez el método de NEwron-KRAMER, la grafica
es la de la figura 8 a); haciendo en (10,8) J =% (X — 1), resulta:

X=1P[YRO (1, Y) »*+2:(1, Y1) »¥* + Py(1, V) + (X —1) p (X, 9)]=0
el término entre paréntesis para X — 1 =0 es

1 1 1 1
_ o1, + — )+ (1, + — 2+ P11, + —) (123
* 55 ( *\/5)”+ ( ivﬁ)“L ( i«/5)( )

que da como ecuacién en v la

+4/5% — 3092 + 800 =0 (12,4)
[+
4
b b
g o 17
i, 7 Fig. 8a) Fic. 8 b)

que tiene la raiz doble » = 4 2—05 y otra simple; a esta tltima corres-

ponde una rama lineal y a la doble, haciendo una segunda aproxima-

.l 2P . .. .
ci6on y observando que en estos puntos es % distinta de cero la gra-
fica es la de la figura 8b), de lo que resulta que es una rama superlineal
de 2.0 orden ; en resumen, las tres ramas de J son una lineal y una super-
lineal de 2.° orden (es decir, se permutan entre si dos determinaciones

solamente). En un punto de interseccion de la curva P (X, Y) =0 con
la tangente doble que son (1,—_+; —\%), que por el teorema 7 § 9 ha de ser
comina P(X,Y)=0,2(X,Y)=0, 0 (X, Y) =0, resulta que se anulan

. oP
las cuatro determinaciones, y no se anula X (pues la tangente no es
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. ]
paralela al eje X), y comprobado que tampoco es nula —Q se verifica

0X’
2P
(m)]zo +0 (12,5)

y la gréfica del método NEwroN-KRAMER es la de la figura 9 de donde
resulta facilmente que hay dos ramas lineales y se permutan entre si
las otras dos. En un punto de P(X, Y) =0 en el cual la tangente sea
paralela al eje X (exclusion hecha de Y =0), no es nula 2(X,Y);

. oz P
por tanto, s6lo se anulan dos determinaciones y en este punto es I3
distinta de cero (por no ser punto de inflexion), luego se verifica

92 @)
— +0 (12,6
<¢’ X%)1=0 )
c
b b
N5
7 4 [
F16. 9 [Fic. 10 Fic. 11

la grafica es la de la figura 7, de lo que se deduce que no hay ramifica-
ci6én (conforme con lo visto en (11,5)). En un punto cuspidal de P (X,Y)=0
se anulan tres determinaciones solamente (véase teorema 7 § 9), y como
su tangente no es paralela al eje X, se verifica (12,6), y 1a grafica del mé-
todo de NEwTon-KRAMER es la de la figura 10, y por tanto resulta que
es un punto de ramificacién de 2.° orden (se permutan entre si las tres
ramas). Y, finalmente, en un punto nodal de P (X, Y) =0 se anulan
las cuatro ramas (teorema 7 § 9), y se verifica (12,6) por la misma razén
que anteriormente, por consiguiente, la grafica es la de la figura 11, y
resulta que dicho punto es la superposicién de dos puntos de ramifica-
cion de primer orden.

13. Descomposicién en ramas de la funcion J. En la funcion (10,8)
haciendo Y = 0, dos raices se hacen infinitas y las otras dos vienen

dadas por
J=iz‘§-§—l\/x2+3x+1 (13,1)
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y como las infinitas corresponden para Y = 0 a la tangente tacnodal,
resulta que las (13,1) son J; y J,, y a las infinitas las llamaremos J; y J,.

Pero J, para Y=1 viene dada por (11,5), que es negativa para X < — -;

.
A\ )

Frg. 12

y siguiendo un camino sin ningun punto comun con la curva, desde un

punto X < —%, Y =1 hasta un punto de Y =0 y X menor que las

raices del radicando de (13,1) (que son las — —2, — —lé (3,19)), se ha de

J’ r,\___.—_r?\ N
U o
A 8 c V/)
ﬁ?;

'-/2 o
A 8 J#[
=
l/:y O
A 0

*K
e

Fic. 13

llegar con el mismo signo, por tanto J; es la determinacién de (13,1)
que es negativa para los puntos del eje X a la izquierda de la curva y
se ramifica por J, en los puntos (véase figura 12).

_‘i"lz'if’ (13,2)

A=—3;\/5 B_
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(por tanto J; es positiva para X > 1, y B< X < 0, y negativa para
0<X<1y X< A e imaginaria para A<< X < B). Para Y >0y
menor que la ordenada del punto cuspidal de ordenada positiva, J; se
permuta con J, en los puntos que provienen por continuidad de los (13,2)
sobre la curva, y se permuta con otra determinaciéon J, en los puntos
que provienen del origen, y J, y J, se permutan en los puntos imagi-

<%

~H

~
D
0

/‘
x c ';
v ;
Y-} \

DE

ma
) &

A OV

N
—=
™

I'r. 14

narios conjugados que provienen del punto de contacto para Y =0 en
el origen de la rama que esta por debajo de dicha tangente, en definitiva
tendremos una superficie de RiEman~ de cuatro hojas, y los cortes a
efectuar son los de la figura 13. Al ir creciendo Y, hasta llegar al valor
Y = w ordenada del punto cuspidal, se confunden en €l los puntos
By C, por tanto, se permutan J,.J,J;, y para Y > o los puntos By C
pasan a ser imaginarios, y para evitar que J; se permute por valores
imaginarios, hagamos (véase ArpPEL-GoURsAT) (}) un cambio de cortes

(*) Véase (1), pags. 190-91.
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en la superficie de Rizmann (haciéndolos adelantar y retrasar, como se
ve en el lugar citado), se llega a los de la figura 14 ; y asi hasta llegar a
Y =1 donde se confunden A y D, y, por tanto, desaparece la ramifica-
cion de J; y las otras se ramifican como se indica en la figura 15.

N

e
.0
4% T A
J) 8
id
o/, ‘0
4 A
DE
Fic. 15

Ahora vamos a estudiar las determinaciones que se anulan sobre
la tangente doble. Para Y = 0 se anulan J; y J, (13,1) y al crecer Y se

siguen anulando las mismas, hasta llegar a Y =\_}§’ punto de contacto,

en éste se acaba de ver que se permutan J, y Jyy para Y > \%5 se anulan

sobre dicha tangente dos determinaciones, y como en virtud de (11,5)
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J; no es nula sobre ella, se deduce que las que se anulan son J, y J; (%).

Para los valores de Y negativos se hace un estudio analogo; la ra-
mificaciéon estd indicada en las anteriores figuras cambiando los sub-
indices 1, 2y 3, 4 y el signo de Y. ParaY = 0 el signo de J, es el opuesto
del de J,.

14. Expresion del producto funcional proyeetivo en el campo real.
En (11,3) el camino C, lo podemos deformar hasta hacerlo coincidir en
los dos bordes del corte (pues en sus extremos la funciéon a integrar es

infinita de orden 1/,, por tanto integrable), y llamando 31_-= % —Jl
1 1 i
(i = 2, 3), al salto entre los dos bordes, resulta
3(Y) D (Y) ]
21—2—— / 2XY) dX—i—/ 2&Y) g% XU+
7l A J1(X,Y) cv (X Y)
(14,1)

1
1 D (Y) W
+—1—./ dY/ 2 Y) dx+i./ ay [ XD gx
2zl J, 4w (X, Y) 2zi )y Ly h X Y)
0072
\ V‘)

Fic. 16

donde y (Y) es un circulo en sentido positivo conteniendo en su interior
el punto de la tangente doble, y los extremos de las integrales interiores
son puntos de P (X, Y) = 0 como se detallan en las figuras precedentes.
Por tanto es:

z(X,Y) ., 1 z2(X,Y)
1’sz/](x y)d\dY+2_m_[ /y J (X, Y)d\

(14,2)
donde D, es el dominio rayado en la figura 16.

En un punto interior del dominio de integracién J; no es real ni se
anula, ni se hace infinita, por tanto su inversa es imaginaria y de parte ima-

(1) Otra demostracion puede verse en (5), pag. 34, pero creemos que la nuestra
es mas concisa.
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ginaria de signo constante, y como se permuta con su conjugada, el salto

————— serd imaginario puro, e igual al doble del coeficiente de la parte
J, (X, Y)

imaginaria de ) y para hallar su signo, de (13,1) se deduce que

L (XY
el radicando en un punto entre sus dos raices, y en el borde inferior del

X
uno de estos puntos (visto el signo que debe tomarse) es de argumento

_Z
2° Y 7,

corte, es de argumento — 7z, y

es de argumento O, por tanto J, en

“de argumento g . Por tanto, el salto es de parte imaginaria

positiva, y llamando a la parte imaginaria de

1 1
JF(X, Y) I, (X, v) %

1 2
(X Y) JEXY)

(14,3)

y en la segunda integral (13,4) la funcion a integrar tiene un polo en el
punto X =1, y, por tanto, la integral interior sera el producto de 27 i
por su residuo, que es:

z(1, Y)

(aJ)
90X/7=o
X

=1

(14,4)

derivando (10,8) respecto a X, y considerando J como funciéon de X,
tenemos :

0B oD o] 90 . 00 . ) , . oP
R 3T 3% = o g P [P X1 5|+
(14,5)

LAY +3Y0(X, V) 4 20(X, Y)J}:—i,zo

que para X = 1, J = 0 es indeterminada ; derivando de nuevo resulla :

0 (14,6)

* P 9 2@ o AP oJ\¥ 9D T
0 X2 0XoJ aX+W2(?57() oJ oXx2



Ecuaciones en derivadas parciales 41

quecalculadaparaX =1, J = 0 queda:

2

2P(1,Y)+2Q(1,Y)(d{) —0 147)
90X/ y=0o
X =1
de donde,
2d\ A [PGLY L.
(r)X)_,-__O—j: _Q(I,Y)—i2\/5 (14,8)
=1

(recordando (10,9)) y de (13,1) (que es positiva para X > 1), se deduce
que hay que tomar en (14,8) el signo +, por tanto, queda:

1
1 T z2(X,Y) 1 75 ,
L. = — ———— 2 dXdY _ 1, Y)dY 14,9

: nf/D,J;wx, Y) t 5 / (1Y) (14.9)

procediendo analogamente resulta :

1
_1 z2(X, Y) I Y Y
Z, = nf—[_pz Fory tX4Y 2——\/5'/0 z(1,Y)dY  (14,10)

donde D, es el dominio simétrico del de la figura 16, y el signo — indica
1 . .

que Y variaentre 0y — 1, y 5 es de parte imaginaria negativa; por
2

tanto, cambiando los sentidos en (14,10) y suméndola con (14,2) ten-
dremos :
1

AN ==
R 1 (] 2XY) 1 /W
‘ - X L dXdY + —— 1,Y)dY
WLQ(lez)er(Alzz)—nfD']*(X’ Y) +2\/5, zl( )

(14,11)

donde D es el dominio suma de los D; y D, y %; la funcién que coin-

. 1 , 1
cide con NE: para Y > 0 v con — 77 para Y < 0.

6 — Collectanea Mathematica.
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CAPITULO IV
FORMULAS RESOLUTIVAS

15. Media proyectiva de la indicatriz. Recordando las expresiones
(5,13) y (6,12) y la expresion del producto funcional proyectivo (14,11),
en la que z(a, b), viene dada por (7,4) y reemplazando y(a, b) por
pla,b; t,x, y) (5,12) o por p,(a, b; {, x, y) (6,11), segun se trate del
primer problema o del segundo del § 4, tenemos :

— . d_B - gi)
z(a,b)_p(a,b,t,x,y)—{—aaa—}b&b (15,1)

debiendo reemplazar p por p, para el segundo problema.
En el primer problema, p viene dada por (5,7); por la derivabilidad
respecto a un parametro de un funcional analitico lineal, es

':)p . - Bx
5~ T aB 1 0By E®Y
(15,2)

= If:}(t’ Z, y)

P — B,
56~ (A +aB, + 0By

que sustituidas en (15,1) da:

1 aB,
2@ =135, 705, =D ~aas, romy T
b B, 1f

T (@ +aB, +bB)} "

0 sea:
1
z(a, b) = (1 + a Bz + b By)l; II3(ts z, y) (15’3)

pero,

f:!(t: z, y) = Ifz(t’ z, y)
de donde:

200 = 75 ey P05 Y = EhEny) (5
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recordando (5,8) y su expresién (5,12), iterando el operador, queda :

2(a, b3 b 7 y>=/'<t—s>f2[s, z4+a—10,y+b(s—Dlds (155)

to

donde ¢, tiene el significado explicado en el § 5.
En el segundo problema, por consideraciones andlogas tendremos :

1

z(a, b)=(1—|-aB T By Ig, z, )

(15,6)

donde g es la (6,7), la cual se puede descomponer (aplicando (6,3) en los

términos en que el operador I aparezca bajo el signo de derivacion,
0 o

donde los operadores B,, B, se han sustituido por I 32 1 37 respec-

tivamente, y llevando el operador I siempre a la izquierda) en

gz, y) =I1G( = y)+ h(x, y) (15,7)

donde G (¢, z,y) y h(x, y) resultan conocidas a partir de las condiciones
iniciales (4,4). Por tanto (15,6) se podra escribir :

1

z(a, b) = L.G(t, =, D+ 1748 758,
z ¥y

1,h(z, y)- (15,8)

pero,

IIG(, =, y)=/.t(t—s)G[s,x+ a(s—1t),y+ b(s—¥bHlds (15,9)

I h(z,y) = /t hz+a(s—b),y+b(s—£Hlds  (1510)

to

con lo que, llamando

1

Y =1¥aB,+bB,

I h(z, y) (15,11)

w serd la solucién de la ecuacién integro-diferencial

w+aB,w-+ bB,w=I,h(z, y) (15,12)
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y derivando respecto a f, w serd la solucién de

ow ow ow ‘
—_— —_ _—= K - [T _t, f
az+aax+bay h(z, y) a/tuh,,[t,—l-a(s ), y +

+b@—0yu~b/%ﬂx+a@_my+b@_gusama

to
con las condiciones iniciales
wp = [l h(z, y)]p =0 (15,14)
0 sea:
w=i/{hu+a@—&y+b@—mnﬂa—gmDﬁﬂ®~&y+b®—M—
to
—b(t—s) hx+als—1by+bs—Dl}ds  (1515)

y, por tanto:

z(a, b)=fl{(l—s) {G[s,z+a(s—1), y+b(s—1] —ah, [z+

+aGs—0,y+bGs—H)—bhlz+as—1,y+bG—1D]}+
+h[z+a(s—1b),y+b(s—D]} ds (15,16)

16. Solucién en el primer easo. La solucién sera:

A
[aY

H 1 &
% p(At2%; e,y =
J

1
~eE.B) N =

1 ([ dxdy [* )
="7;_/'47*(T','17)/;(l‘—s)fzis,x-!-}x(s—t)g!]—I-Y(S—f)]ds-%-
1

u

Vi t
—-271/—5/_ dY/,o C— 9 folsz+ =05+ Y —D]ds (161)
Va

en la integral triple

1 ([ dXdy [* .
;l././p- T (X, ) /I; -85,z +X (-0, 54 Y(--0)ds (16,2)
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hagamos el cambio ():

T=S3S
E=z+4+ X(s—1) (16,3)
n=y+Y(Es—1

que en el sistema de ejes rectangulares 7, &, 7 representa las coordenadas
de la recta que pasa por el punto M ({, x, y) y de parametros (1, X, Y).
Como en el plano impropio el punto X, Y describe el dominio D, el vo-
lumen V limitado por 7, &,  sera el del cono caracteristico de vértice M
entre la superficie I" y el punto M.

Haremos la hipotesis de que las generatrices del cono caracleristico
cortan en un solo punlo a la superficie I', sin serle tungente, y para fijar
ideas supondremos que la recta & = x, 7 = y encuentra a la superficie I
en un punto de cota sobre el plano &, % menor que la del punto M (asi
en el volumen V solo intervendra la hoja inferior del cono caracteristico).
Con esto y siendo

D, X, Y) 1
D(x,&m (-1

ff/ lo(r. &, mdrdédny (16,4)
;:F”—% .

(16,2) sera:

* —
—nJ T—t 1—1

y a fin de que intervenga explicitamente la funcién f, hagamos primera-
mente cn (16,4) la integracion respecto a 7.

Vamos a ver que una recta paralela al eje 7 corta a la hoja inferior
del cono caracteristico a 1o sumo en tres puntos propios reales, en efecto :
la generatriz tacnodal & =2, 5= 1] es la unica generatriz pqrqleh al
eje 7, cuyo punto impropio es el X == =0deP(X, Y)=0;scaé=24§,
n = n;, una recta paralela al ¢je 7, Lsta cortara al cono cn total en seis
puntos (por ser ¢ste de 6.2 orden), pero su punto impropio es doble, por
tanto, quedan cuatro intersecciones restantes. Consideremos el plano
determinado por el punto M y dicha recta, éste cortara al plano impropio
en una recta r pasando por X = Y = 0 (fig. 17), si ésta es interior al
angulo @ el plano considerado cortard en cuatro generatrices reales ade-
mas de la tacnodal, de lo que se deduce que esos cuatro puntos seran
reales, y si r es del angulo suplementario del @ sélo cortara, en dos puntos

(1) Véase (5), pag. 46
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propios reales, pero respecto a la recta r los puntos de interseccion con
la curva que estdn en una misma semirrecta de origen O corresponden, a
puntos de intersecciéon de la recta dada con una misma hoja del cono,
y si en semirrectas opuestas, con hojas distintas, por tanto si la recta
considerada (paralela al eje 7) corta en cuatro puntos (véase fig. 17),
habra uno en una hoja y tres en la otra (salvo si r fuera la tangente en 0

D

I16. 17

en cuyo caso la recta tendria cuatro puntos de interseccion impropios
y los otros dos en una misma hoja), y si sélo corta en dos, corresponden
una a cada hoja.

La superficie I" cortar4 a la hoja inferior del cono caracteristico, segtin
una curva topolégicamente equivalente a la P (X, Y) =0 en virtud de
las hipétesis hechas. Consideremos su proyeccién ortogonal sobre el

Fic. 18

plano 7 = 0; las intersecciones con I'" de los planos que proyectan desde
M los segmentos del plano impropio que unen el punto tacnodal a los
puntos cuspidales (reales), se proyectaran segin arcos de curva, sea
(fig. 18), esta proyeccion y los arcos marcados de puntos los arcos men-
cionados. Naturalmente, solo interesan los puntos de interseccion de la
recta & = §;, n = »; con la hoja inferior del cono que tengan su 7 superior
a yp (&, n) por tanto, si esta recta corta el plano v = 0 en un punto de la
regién S; (rayada en la figura), solo cortard a Ven ¢ y en un punto £, si
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en un punto de S, (marcado con puntos) el punto de interseccién con y
no es del contorno de V, y la recta corta a éste en dos puntos 7, £, final-

mente si es de la region S, (marcada con asteriscos) corta en y y en t
'y luego, en 1, t, y el segmento entre T y Tno pertenece a V.
Con esto (16,4) se puede escribir :

f/; a d’l/ T)fzj(:’f’ ?7);1 T’? y) *

P —1t

+ - f/ dsdn/ )’3&”’2d7n_y)+

— 1T —t

B (16,5)
1 o fo(x, & p)dr
T3 /s',dsd77 At ZJ*E x y+
( _1) (_—t’ t)
T h@Emdr
_|_
?(t_T)J*<E—x 77_:.1!)
T—1 v —1t
en la integral
/"_ fo(.é&ndr _
f—x n—y
Gk e (t—t’ 1——t>
_/ ‘;’ - /T(T—S)f(s, £, m)ds (16,6)
—o e (5 =)

hagamos una integracién por partes, llamando (considerando ¢, z, y, &,

como parametros)

U=/:(r—s)f(s, £ ) ds

(16,7)
dv = :’
(-9 (=5 =Y
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de donde,

dU = dr/ff(s, £ ) ds
L4
(16,8)

4 dr
V='/7 t—7')J* (4;;7; n_y)=¢(t)

o —

elegido de modo que g () = 0.
Por tanto (16,6) es igual a

[sv @ [(c=9/6e n)ds]‘ ~ [(o@ar [jeenas asy)
Y JY

Y Yy

donde el término integrado es nulo, pues para T = ¢ s¢ anula ¢ (7), y para
7 =y se anula el otro factor ; hagamos otra integracion por partes enla
inlegral que aparece en (16,9), llamando

U=/;f(s, £, 1) ds

{16,10)
dV=¢(1)dr

de donde:

dU =f(zr, & n)dz
(16,11)

T
V= [le@ar =p@
t
elegido de modo que sea g, (f) = 0, por consiguiente (16,6) es igual a

_|-¢1(T)/'/(S, £, 'r/)ds]t—{—/‘tq)l(r)f(r, & mydr (16,12)
_ Yy y

1] 7

y el término integrado también es nulo por la misma razon que en (16,9).
Por tanto, el primer término de (16,5) es

;f/ds dn/’ o1 (@ &by (0 & dr  (16,13)
S v

(&
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Respecto al segundo término aparece la integral

/7 fo (z, & m)d7

=(t—t)J*(i—}§,Z:"‘;>

Wy o L | (16,14)
_/_ (E—x 77_y>fp (r —$) [ (s, & 1) ds
: =Y

B e

hagamosle las mismas integraciones que en el caso anterior, pero los
términos integrados ya no seran nulos, porque para T = no se anula
ningtin factor, con lo que obtendremos que (16,14) sera igual a

—¢@h€£w+¢dﬁh@&m+l:%@N&JWMT (16,15)

y respecto al tercer término de (16,5) aparecen las dos integrales

/, fo (v, &, m)d +f‘ fo(z, & 1) d
Yy

(=) Tenn (=)

(16,16)

y haciendo en la segunda las mismas integraciones por partes que an-
teriormente, obtenemos :

/ T ——oOLGED + N T ED +

-9 (3=, 1Y)

T —t'1—1
(16,17)

+£%un@£mw

que es analoga a la (16,15). Y respecto a la primera integral (16,16),
teniendo presente que s6lo hemos definido J* para X, Y interior o sobre

el contorno de D, y para t entre 7y7, el punto X, Y correspondiente cae
fuera de ese dominio; haremos en dicha integral las mismas integra-

7 — Collectanea Mathematica.
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ciones por partes, cambiando las funciones ¢ (z) y @, (7) que seran ahora

P (3) = / f o (16,18)
(5 —Tn—y

T T 17— 1

que es nula para 7 =?y

71 (2) = / T+ / ‘o () dT (16,19)
= T

pues la segunda integral es independiente de 7, y para 7 = {; @, (f) = ¢ (t=),
por tanto:

=i
Al

/ LGSWIT o GhGan+ [ #@i@Endr
‘”(z—-r)J*(s_"x n—y) ¥

T —t'7—1

(16,20)

que sumada con (16,17) y recordando los significados de f, y f, resultan
que (16,16) es igual a

—<p(t=)./.l(t—r)[(‘r,5,77)d'l'+¢1(t=)/tf(7’§’ﬂ)d7+
) =

(16,21)

=l

+/=’<p1(r)f<r,s,n>dr+ 70 (5 &g de

que sustituidas todas en (16,5) queda:

;lsz/ ¢1(Ta£’7’];t,x,y)f(r’g’y/)drdfdn_]_
|24

+ ;lsz/ @1 (% & s La,y)— @ (4 & 73 1z, y) (—7)] (z.6,m) de dE dij+
L (16,22)
1 73 = =
-+ ;;ff g1 L&t y) —p @ & s bLx, y) ((—7)] [(v, & n)drdé dn
C

donde V' es el volumen determinado por las dos primeras integrales
triples de (16,5) y la tiltima de la tercera; y V” el determinado por la
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primera de la tercera; por tanto, V=V’ 4 V" y C el limitado por S, y
p <7 <T; S;yt<t <i, y, por tanto, los tres sumados forman el
volumen limitado por I' y la hoja exterior del cono caracteristico (su
seccion por el plano impropio sera de la figura 19).

17. Estudio del primer niicleo resolvente ¢ (r). En la expresién de

4 d’'
v = [ e — (17.1)
T gyJgr(—= 1T
¢-7+(5=2, 14
Iic. 19
.. . X Y
hagamos el cambio inverso al (16,2), sustituyendo X, Y por T T

y, por tanto, sera:

r aT
@ (¥) = — / —_— (17,2)
T T g% (i( Y
TI! TI

donde X, Y son consideradas como constantes, y T, X, Y son las coor-
denadas homogéncas de un punto impropio, que al variar T describe
una recta pasando por el origen (punto impropio del eje ), y el punto T
corresponde al punto de interseccién de esta recta con el contorno exte-
terior de Dy T es un punto interior a dicho dominio, tal que entre T y T

- . 1 171 1
no haya ningtin punto del contorno ; recordando que 7 = 5; (Jz — ']h)
resulta :

1 [T arT 1 /7 aT’
p(T)=— —_——+ 5 —_— (17,3)
21TT,J<X _Y) 21;T,J<X Y)
1 Trs T h T/’ T/

Ahora bien, J; se ha calculado sobre la tangente a la envolvente que
pasa por el punto (T, X, Y) y que procede por continuidad de la que es
nula para T = T, pero para este punto se anulan dos, que en un punto
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interior se hacen imaginarias conjugadas. Consideremos la ecuacion
(3,17) tangencial de P (X, Y) =0

B2 = (x4 1) (2 — 3o+ 1) (17,4
y sea:

«X+BY+T=0 (17,5)

la tangente correspondiente.
De (17,4) se deduce:

f=+@+1) Vo2 —3a+1 (17,6)
que sustituida en (17,5)
«X+Y@+1)4ya2—3a+14+T=0
da T en funcion de «, 0 sea:
T=—[aX+Y@+1) 4o —3a+1] a7,7)

y diferenciando

S — 20 —3
dT = —| X + 2_3 1 1 - |y |d
[ i[\/a o+ 1+ (x+ )2\/a2_3a+1] ] «

0 sea,
2X4y/a?—3a+1+(@de®—7a—-1)Y

dT = — —_—
24/ —3a 41

da (17,8

y recordando que J; = X Qp — Y Qu, puesta en homogéneas sera

X Y ' '
T, (70 7) = X0 — Y0

que sustituyendo por sus expresiones deducidas de (17,4) da

X Y

TJI(--T, 7,)=—2ﬂX—2Y(a+l)(4oc2—7oc-—l)= .

=F2X@+ DV —3a+1—2Y(@+1)(4a®—7a—1)
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y, por consiguiente :

ar
X Y)

(77
_ 2X4/o? —3a+ 14+ @2 —70—1)Y
FAX (a+1) (=3 a+1)+2Y (2 +1) (a2 —7a—1)y/ /o> —3a+1
-4 do
T 2(@+1) et -3+ 1

(17,10)

y, por tanto, cuando 7" varia de 7" a T, « sigue el camino que va del va-
lor a; (real) que es la raiz que anula a (17,9) correspondiente a la tangente
en cl punto (T, X, Y) a un valor « que hace a (17,9) imaginario (« es
la primera coordenada pliickeriana de la tangente correspondiente a la
curva desde el punto (T, X, Y) y, por tanto, cuando el punto es interior,
s6lo sera real si es Y =0). La tangente correspondiente al segundo
término de (17,4) es la imaginaria conjugada de la anterior, que coin-
cide con ella para @ = e, ; por tanto (17,2) es igual a

$_}_./‘“ do N _1_/“ do
20/, 2 + DAV —3d +1 21 ), 2@ +1)V/oa®—3a +1
(17,11)

siendo o« el imaginario conjugado de «, y, por consiguiente, (17,11), se
puede escribir :

i) ae (17,12)
e @+ Do =3 +1

siendo el camino de integracion uno que proceda del « «; « por deforma-
cion continua. _
. 3 5
El radicando «* — 3« + 1 se anula para « = +2\/ y para
3 A/E
o= ——# que corresponden a los puntos en que Y =0 corta
a P (X Y) = 0 exclusion hecha del origen, y sobre cualquier otra recta
por O los valores de « en los puntos de esta curva no anulan al radical,
—4/5
2
u otra semirrecta de origen 0), de lo cual se deduce que el camino que va

y el valor «; es menor que (o es negativo segiin se tome una
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deo a « en (17,12), se puede deformar mientras no corte el segmento

—4/5 3+14/5
2 ? 2

dicho eje, por tanto se podra considerar simétrico respecto a ¢él y las
dos integrales (17,11) seran imaginarias conjugadas, su diferencia ima-

de eje real y cortando a la izquierda del mismo a

ginaria pura, que multiplicada por El—l— serd real.

Para hallar la determinacion del radical en (17,6) observemos que
(véase fig. 20) en el arco A M H es «; + 1 >0, f; < 0; por tanto hay
que tomar el signo — ; en el arco H 0 es «;, + 1< 0, f; > 0; por tanto,
también hay que tomar el signo -—; y en el resto por el mismo razona-
miento se ve que hay que tomar el signo +-, por tanto en (17,12) hay que,

A =

Fra. 20

tomar el signo 4 para Y >0 y el — para Y < 0. Pero recordando
que para Y > 0 el salte es imaginario puro de parte imaginaria posi-
tiva, por tanto « extremo superior de la integral (17,12) es de parte ima-
ginaria positiva, y si Y < 0 el salto es de parte imaginaria negativa ;
por tanto, « es de parte imaginaria negativa, y tomando siempre en
(17,12) el extremo superior que sea de parte imaginaria positiva (para
Y < 0 cambiar los extremos) con este convenio hay que tomar siempre
en (17,12) el signo +.
Calculada la integral

de __l_logc\/::)(oc——l)—!—Z‘\/ocz—Boc—i—l_
(x4 1)4/ a2 —3a + 1 5 a1
(17,13)
1 o+ 1
=—1log C = —_———
A/5 & Vi@—1)—24/0 —3a + 1
interesa tomar C = — 1 para que sea real para « = 0. Representemos

la funcion bajo el signo logaritmo sobre una superficie de RiEMaNN de
dos hojas, en la que la linea de paso es el segmento de eje real de ex-
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—4/5 3+4/5
9

- tremos

5 raices del polinomio subradical, y sea
u? = «® — 3« + 1 ; indiquemos por u; la determinacion sobre la hoja que
para o« =0 se reduce a 1, y u, la otra determinacion, esta tuncién tiene
un cero en el punto (— 1, u;) y un polo en el punto ( — 1, u,), que son los
puntos de ramificacion del logaritmo. Por lo que hemos visto, el camino
de integracion en (17,12) est4 en la hoja u, y la integracién va de un valor
« de parte imaginaria negativa a su conjugado cortando al eje real en un
punto a la izquierda de la linea de paso (para Y = 0 serd un camino
que va de un punto real del borde inferior de la linea de paso al mismo
punto en el borde superior; y para 7 =1 serd un camino que saliendo
de un punto real o, a la derecha de la linea de paso y en sentido positivo

la contenga en su interior, volviendo al punto de partida).

La integral (17,12) serd, pues:

_1— [log (—— VB (O(., —1) +2’\/m):| A =0
V5 « +1

siguiendo el camino que se acaba de precisar. El médulo de la funcién
bajo el logaritmo vuelve a su valor inicial, por tanto (17,14) sera igual a

. = r_ % a2 7 11 o -= o
i [arg. (_ V5@ —1)+24/a2 —3a + 1)] (17,15)
'\/5 o +1 =

(17,14)

P

[

ahora bien, para «' =« si @; > — 1 la expresion bajo el logaritmo es
real y positiva (de argumento 0), luego (17,15) sera :

\271'5_“% (_ V5@ —1) -zi\{az_gwrl)) 17.16)

Si es T ==t cuando

;’ < tag 0, a es a, (véase figura 21) y la funcion
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bajo el logaritmo es negativa (de argumento + =), y, por tanto, de (17,16)
y (17,12), se tiene :

@t

N’

= -+
o

7
5 \/5 (17,17)
para saber qué signo hay que tomar, observemos que al ir de oy a oy si-
guiendo el camino superior de la figura 21, la funcién no se hace real
en ningtin punto intermedio del camino, y su argumento sera de signo
constante, y el camino se puede deformar hasta hacerlo coincidir sobre
el borde superior de la linea de paso, y en un punto de ésta préximo a
a o, la parte real es positiva y la imaginaria negativa, luego hay que
tomar en (17,17) el signo —.
Sea « = u + iv y calculemos el argumento de:

V5@—1)424/a2 —3a + 1
o+ 1

que sera el argumento del numerador menos el del denominador, sea:

«*—3a+4+1=H-L+IiK
donde :
H=u—»-—-3u+1; K=2uv—3v

y se tiene:

i B
\/a2—3a+1=i\/‘/ﬂ T K +Ili_i\/\/H TR —H _

2 2

&

=A4+iB (17,18)

donde para o = o, en el primer término hay que tomar el signo 4 y el
segundo es nulo, y luego por continuidad hay que tomar en el primero

el signo + y en el segundo el signo de K que por ser oy < 73 para un

valor préximo v es positivo, por tanto K < 0, hay que tomar el signo —.
Al llegar a anularse la parte real, cambia entonces el signo del primer
término, y en el segundo siempre es el signo —-.

Con esto el numerador es:

ViU —1+in+2(A+iB)=[v5u—1)+24]+i(v5v+2B)
y su argumento _
V5v+2B

arct —
¢ AVHiu—1)4+ 24
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y el denominador
a+1=u+1+iv

y su argumento

arct v
8 u-+1
por tanto:

arg (—\/E(a_l)+2\/°‘2"30~+1> - arct \V5v+2B _
. «+1 =S B —1)+24

— arctg T +x (17,19)

y por consiguiente es:

\Vb5v+2B _ aretg
AVbhu—1) +2A u+1

@ (1) = retg + n] (17,20)

il

hay ahora que expresar u, v en funcion de T, X, Y sustituyendo en
(17,7), tenemos :

T=—@@+inX+@+1+iv)(A+iB)Y =
= — Xn+Y[A(ui1) — Bol+i | —Xvt+vYI74A v—{—B(u—H)]} (17,21)
y por ser X, Y y T reales, resulta:

T=—Xu+ Y[A(u-+1)— B
0=-—Xv+Y[Av+ B@u+1)] (17,22)

donde A y B estan expresadas en funciéon de u, v y de este sistema se
puede despejar u, v en funcién de T, X, Y.

Cuando es «; << — 1 como para este valor la funcién bajo el logaritmo
en (17,14) es negativa, de argumento — sz la variacién del argumento
en (17,15) es equivalente a la que se ha hecho anteriormente més un
circuito en sentido negativo alrededor del punto o = - 1, lo que au-

T
— en
24/5
(17,20), esta circunstancia se presenta cuando el punto T, X, Y es inte-
rior a la curva P(X, Y) = 0 y también al tridngulo determinado por la
tangente doble y los segmentos que proyectan desde el crigen los puntos
de contacto.

menta el argumento en -- 27, y, por tanto, habra que restar

8 — Collectanea Mathematica.
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Determinemos ahora g () que por el cambio inverso del (16,2) viene

dada por
T W
7)) =— / 4 (17,23)
T T J* (_}_(_ Z)
T/, TI

donde el punto T, X, Y pertenece a la region rayada en la figura 22 y T
corresponde al primer punto en que encuentra la curva. Repitiendo las
mismas consideraciones que para ¢ (r), variando ahora que el camino de
integracion que va de « a « corta al eje real a la derecha de la linea de
3+1/5

paso <pues og > 3 ) que es equivalente a un camino cortando a

Fia. 22

la izquierda de dicha linea mas un circuito en sentido positivo contenién-
dola en su interior, pero la integral a lo largo de este circuito es (véase

7T 7
17,17)), — ——= por tanto, hay que restar a (17,20) ——.
(17,17) Ve p y q W

18. Estudio del segundo niicleo resolvente @; (r). En la expresion

de g, (7)
e = [ (181)

que podemos escribir

q’l('f)=_/r . div =

e ’ 5_1: -
e (=1 )

(18,2)

» dr'
(r—-t)/ )J* d‘:x n—y)+-/-TJ*(§—:”—y)
T

T 1 T —1 T —t T —t
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donde la primera integral es ¢ () ya estudiada y la segunda por las
mismas consideraciones que en el parrafo precedente es:

T ! a ’
,—1: _4ar ——1—. _4r (18,3)
ZITJ<§X_) 21T1(§Z)

1 Tr’ Tr 72 T/, T:

que aplicando el mismo cambio (17,7) es:

a7 7T —a XDV = Ba/+1y.
7 ("i Z) g (;_( Y) 2« + 1)V —3a'+1
nr T AV (18,4)
y por tanto (18,3) es
X [ o' do’ .
L) (@414 a?—3a+1
a x "do Y .
- %. do’ = Z}‘(" wdo’ ‘g"') (18,5)
e @ DVaT—T T 1

donde se recordara que: o =u- iv
Calculemos

ood o
f(a+1)\/o¢2—3a+1—f\/a2—3a+1 [(Hn\/az—%&'?rl

donde :

=logC(2a —3+24/a®2 —3a + 1)

f\/a2—3oc+

y la segunda es (17,13), por tanto :

ado .
f(a+l)Va2—3a+l—
—log[— (2a—3+2va2 —3a+1)] —

1 V5@—1)+24/® —3a+1
1 - 18,6
V5°‘°°[ " ] (18,6)

(elegida C = — 1 por la misma razoén de antes).
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Por tanto, en definitiva

T — X 5(—1)4+24/0® —3a + 1
@=L [Vl F2Y +
24/5 a1
(18,7)
4N arg[— (2u—3 429/ —Bat 1)) -
para a« > — 1 (véase (17,16) y (18,5)).
Analogamente a (17,17), sera:
= T — X X
)=——Fa—%nmn 18,8
ara « << — 1 hay que restar a (18,7) r—X 7
o << — . ) ——=
yPp Yy q 2+/5
Por tanto, en definitiva
T—X \/5v+2B v
= — | arctg — —arctg ——+ 7w | +
7 ) 2\/5[ "A/5@u—1)+24 & ur1 ]
(18,9)
X 2v+ 2B ] Yo
+—2[ar6tg2u—3+2A R

donde u, v, A, B, vienen dados en funcién de T, X, Y por (17,21) y la
formula anterior es valida mientras sea a« + 1 > 0, sino que hay hacer
la correcciéon mencionada.

Para determinar g, () recurramos a su férmula de definicion (16,19)
que consta de dos integrales, la segunda es ¢, (=t) (18,8) y en la primera
hagamos razonamientos completamente andlogos a los hechos para
@ (1), s6lo que en (18,2) el extremo inferior de las integrales es f en vez
de{, llegamos por el mismo razonamiento que en el parrafo anterior
para determinar @ (7), que dicha integral es igual a (18,7) més un circuito
en sentido positivo alrededor de la linea de paso, que como se ve, facil-

mente vale
T —-X X
—_——— T — 7 18,10
XV (18,10)

por tanto @, (7) es la suma de las expresiones (18,8), (18,9) y (18,10).
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19. Influencia de la tangente doble. Consideremos el segundo tér-
mino de (16,1)

1
1 (s t
—_— dY t— , -7 — 1, Y-t 9,
2%,3/_L /( Dhlne+T—Ly+ Y@—dlde (19,0
v

Haciendo en (19,1) el cambio de variables

b=zt Tv—1t
n=y+¥Q@—19 (19,2)
cuyo jacobiano es %%: ‘%—t y, por consiguiente (19,1) wvale:
1
—_—— Ett—ux EndEdy. 19,3
s [ ¢ mdé (19,3

Iie. 23

donde A es el area de la proyeccion ortogonal sobre el plano T = 0 de la
interseccion del triedro formado por el plano bitangente y los planos
determinados por la generatriz tacnodal y las de contacto del plano
bitangente con la superficie I" (el tridngulo impropio de dicho triedro
es el rayado en la figura 23), y recordando que es

hE -+t & ) =/§'“_x<s tl—r—Df@meEndr (194

y

que sustituida en (19,3), resulta

- 2x1/5fﬂd§‘”’ [u“’mx@ —zHt—D)f(nEmndr =

1 §+t—x
:2\/5.[Ad§d']/w @G—tt+r—7)f@é&ndr=

1
=2\/5f '/;I(’ —~tt+z—§&f(éEndrdédy  (195)
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donde el volumen V, es el limitado entre el sélido inferior de dicho triedro
y la superficie I", dicho velumen podemos descomponerlo en dos, uno
V' y el otro V7 donde el primero es la parte comun con el volumen V',
y Vi la parte exterior a dicho volumen ; la proyeccion desde el punto M
sobre el plano impropio dara que V;, se proyecta en los puntos interiores
a la curva y al tridngulo limitado por la tangente doble y las rectas que
unen los puntos de contacto al punto tacnodal (véase figura 24) v Vi
la parte interior a este tridngulo y exterior a la curva.

Recordando que cuando el punto 7, X, Y cae en la parte comin de

24/5

V' Vi a la funcion ¢, (r) dada por (18,9) hay que restarle

7 por

Fic. 24

tanto la integral (19,5) en el volumen V; se simplifica con esta correc-
cién ; tendremos en definitiva (véase (16,22)).

=2Lnff/K(t’s’n;t’x’y)f(T,E,n)drd'Sdn_;_
14

5—-33.—{—1——7__ t—¢ t—zx—t—71 x—¢§
+ff[( ovE T2 T Tt

1—1
+ 24/5

E—ztt—t x—& 11—
+ff./c-( 24/5 T3 +2\/5)f(7,§,n)dtd§d,7+

i/—gff Vl'(E——x-{-tv——_r—l—r——t—{—x—é)f(t, £ 7)drdédy +

)f(r,é,n)drdédnJr C (196)

1 . .
+2—\/—5ff V,("H""—f)/(r,E,n)drdédn
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0 sea:

u=2—l-ff/ K(Taf,nii,xsy)f(TsE,n)d‘rdEdn+
7 Vv

+ff/( z—H fta— )f(T,'E,n)drdgdn_i_
i ff/( x+t x-E)/(TsE,n)drdgdn+

(19,7)
1

+2\/5ff G-t pi@mandrasdy

llamando
K, &9tz y) =
T—tdr—¢& A/bv+2B )

_totdr—c¢ t

V5 [ar"g\/s(u—lsz arcgu+1+”]+

2 2B |
+E— farctg T2 al oo 199

donde los volumenes de integracion son los especificados en los §§ 16 y 19.
Resulta que V” estd contenido en V y, por tanlo, su conjunto forma un
volumen limitado por el contorno de la hoja externa del cono caracte-
ristico y su plano bitangente, es decir, el volumen de integracion se
proyecta desde M sobre el plano impropio segun la minima region con-
vexa que contiene a la curva impropia del cono ‘caracteristico.

20. Solucién en el segundo caso. De (14,11) y de (15,17), resulta
que:

1 axdy [ ]
- ;fﬁm ., {(l _S){G[S,x—}-z\(S— hy+ Y(s—1b]—

—Xh/ [x-+X(s—10), y+ Y(s.— f]—Yh/ [x 4+ X(s—1),

y+Y(s—t)J} Rl X~ 0, y+ Yis— 0] ds+
(20,1)
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1

YE ;
2\/5/ N Y‘/l:{(t—s){G[s,x-}-s——t,y—i—Y(s—t)]—-
Vs

Kl ds—t g+ Y(s—t)]—Yh;[x+s-t,y+Y<s—t>]} +

+hlsts—1Ly+ Y(s— t)]} ds

y aplicando los mismos cambios que en el caso anterior, resulta :

u = ff/ G(r,E,n) dt d& dn —
—x 77—9)

*
T)J ——t"r—i

_——_— G I —z, &, déd
2v5fﬁ E+t—z &) dEdy +

h(E m) + (E—2) hi &)+ 0 —p)h &)
4= drd&dn —
/// — J*(E zn— y)

t’'r —t
(20,2)
_ ;\1/_5/[1 [” Cn+lombiln n)]dé an
donde podemos descomponer :
Gl 2 ) =PR@Y)+IT@Y+ V@Y (@03

que son conocidas en funcién de las condiciones iniciales (4,5) y, por
tanto, las dos primeras integrales (20,2) las podemos descomponer en
la suma de las siguientes:

/// R(”__Z)n_y dvdédy—

J*
—7 —l"r—»t)

//Rz(f—{ {— 2 &) dEdn+

2\/5

1 T, (v, & 7)
+;'/'/'/:'(1—1)J:\;;_-;/ 7]_y>drdr§dn__
T

(20,4)

—t’ v—1t
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—L// Ty (6 41— & n) d& dry -+
ov5) ) <

4= /// V(E,n) dtdédn —
— T =7

* /i
)J t’r-—t)

Ws // V@& ) dédy

1 R2(T!Es77) d dfd .
”//ﬁ' E—xn“ﬂ ’ !

(l“’T)J*(r—t’ T—1

1
—_—— R, Ll—ux, & ndéd 20,5
2\/5/A JE+L—3, & ) dEdy (20,5)

aplicindole las mismas transformaciones que en el caso anterior se
llega a la expresion (19,8) cambiando f(z, &, 1) por R(&, 1), o sea:

en

51—// Kz, &nst, o y) RE nydv dédn +
7 v

+///( “’“ +x—)R(E,n)dEdrd17+

(20,6)
+3 /// (£—x+t o )R(é‘,n)dtd§d;;_|_
—! —&RE drdéd
2\/5//'/ T—t+z—8HRENdrdédy
En
l . T,(x, & n) drdEdm
n/././r(t )J*g_x n—y td&dy
—_— (T—t’z_t)
_ 1_//T1(5+-t—x,5,n)d§dn 20,7)
24/5.) Ja4 20

9 — Collectanca Mathematica.
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donde la integral triple se puede escribir (véase (16,5)) :

L rensean [ ooty
R PP =

+;l_z//. T(&,'l’})déd"]/_-t -(T—'W)d‘r n
Js. T(t—‘r)J*(S—_x 77—y)

T--t'71—1

(20,8)

it

(t—yp)dz

+}—Z/L'r<s,n>dsdu% P n_y)+

T—t"v —1

4 v (T——E'zp)i‘r y
-? _ * — n— )
t=nJ (t——t’ T—1
y en la integral ~
/I (T——lp)d‘t (20,9)
w f—z n—y)

(t_T)J*(r——t’r—t

hagamos la integraciéon por partes tomando :

U=7t—y
dv = ?’ (20,10)
— x(e—T n—Y
t=nJ (t——t’ r—t>
de donde,
dU =d=z
V=090
por tanto (20,8) es _
(20,11)

—/’«p(r)drwl(r)
7]

En la integral

[

haciendo la misma integracién por partes, resulta que es igual a :

—(—-ped+amd (20,13)

t—ydr (20,12)
£—z n—y)

(t_T)J*(t—T’ T—1t)




Ecuaciones en derivadas parciales 67

~{ll

(r —y)d= (20,14)

e (= =)

y en la

haciendo la misma integracion por partes, pero tomando V = ¢ (z) es:

=l

wq?(f)df=¢1(w)—%(=t) . (20,15)

y la ultima (20,7) la podemos descomponer en dos: una extendida a A,
(proyeccion de Vy) y la otra a A, (proyeccién de V7) con lo que (20,7) es

1
) [TEn ne e tapasant

+L / TEN) o @b bay) — A —v) 9 L& byl dédnt
(20,16)
+ -~ f/T(E,n)[%(wsf,n tay) —(E— )o@ Ensta,y)ldédn—

—— [ [ TEnE+i—z—y)dédy
5 \/5 /A & ( ¥)
v con los. mismos razonamientos que para el primer caso, resulta que es:

1
2__”f K@é&n;ta,y) TEmdédn+
2,

41 f/[ “’“ +x—]T(s,n)d§dn+
+//[ x“ +x—]T(5,n>d§dn+

(r—t-i—x——E)T(f,n)dé‘dn (20,17)

\/

donde 2, X, 2, X,, son las regiones de la cara superior de la superficie
I’ que se proyectan en S;, S,, S;, A,, respectivamente.
El otro término serd :

/// V(E,n)drdf2n_y)_2\1/5//;V(§,7/)dfd"

*
)J 1’ r—t (20,18)
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en que la integral triple se puede escribir :

LA ==

dt
* //V(“)dfdn'/( o (E= %}ff
dt
A freva [ty
—I—/ z)J* 5_::: n—y)%

T—1’ v—1

(20,19)

=l

+

0 sea:

—:—z// VED e &n; tLbr,y)dédny—
S,
—z[[veneCantmpasan—
S,
(20,20)

1 ° _ =
""'7—5/- V(E’n) [99(1/),5,77;l,x,y)'l‘lp(t,f,’];f,x,y)d§d’]
J IS,

que sumandole el término correspondiente a la tangente doble, se puede
escribir :

1
iy I s Sy ;:s H
z\/zm/fx. (3, &5 4,2, y) V(& ) dEdn +
1 ”
— V(& n)dé dy —
+2\/5//2‘2 & mdEdy
(20,21)
1 1 ,
— T = _k s Sy ;t:, _1 ) d—
»\/5//;,[27: (r, &y z, 4 ]V(ff’?)dﬁ n

1
_— V( n)déd
2\/5/2‘ & 7)dE dy
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llamando :
\/50 + 2B .
VEu—1)+24

Respecto a los 1ltimos términos de (20,2), llamando :

k(y, & n; t,x,y) = arctg

v
arctg —— + 20,22
gu+1+n ( )

HEnz,p)=hEn)+E—a)hi +(n—y) hy  (20,23)
y en la integral triple haciendo la descomposicion

1 t dv
([ HEn )dfdn/ +
”/sl Gy Yol — T)2J* (f—x 77—!/)

T—t 1t —1

1 o dr
tof[HEnzpasan [ e
S, . T — g (—— ‘L _J
F—tJ (t—-t’r—t)
(20,24)
T d
w3 [[nenapasan| [ : +
| Js, w (t — o) J* (5—-11 7]'“.'-1)
T—t v—1t
v dz
+ " f—z n—y
T (f—p)2 g [y T2
tt—1)2dJd (t—~tt1:—t)
y efectuando las integraciones por partes, tomando :
1 dr
= d = ————
u t—t u t—7)?
(20,25)
v = ‘;’ V=9 o V=5
— % (£ % 7)—!])
t—7J (r—t’r—t
se llega a:
_l//./’ ‘P(T»f,ﬂst,lsy)H(g’n;x’y)dtdédn_
7 74 (t—T)2

_l'/// ‘P(t’é’n;tsmsy)}](f,r]; xy)drdédny —
7 . t—
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1 (P(T; 5,7]; tsrsll) 3 . —
?;// z H(E,n,x,y)dédn

— 7T

1 r (t Enit,x, y)
_1 H(, dEdn —

n/‘/STSa t——t (57] xy) !
(20,26)

1 &(1,5,77;1,33’!1) .
5//; H@Enia,y)dEdn

t—

y suméndole el término correspondiente a la tangente doble, y teniendo,
en cuenta la expresion de ¢ (7), queda:

//'/ k(T, 5,7]; t’x’y) H(f,n; q;,y)d'fdfdn"l_
v (t— )

H( n; 2, y)
2\/5//./ t — 7)? drdédn—

1 k(T,E,?’];t,x,y)
— - H¢E nsz,y)déd
T /[Z — (& nsz,y) dEdn +

H(&sn’ T,y)d d
2V5 .// t—< Fdn- (20.27)

// k@EM LB Y =% pe pia ) dédy—

t—1

v [ e e

donde V es Vi 4+ V" y o la region interior del cono caracteristico de-
terminada por ¢ y que se proyectan en S, 4 Sy; y la solucién en este caso
es la suma de las expresiones (20,6), (20,17), (20,20) y (20,27), des-
pués de haber derivado respecto a . Y la solucion en el caso general
es ésta mas la (19,7).

1
_2\/5n

_2\/57:
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