DESARROLLOS ASINTOTICOS
EN SERIES DE FACULTADES

POR

Francisco VeLez Cantare (*)

INTRODUCCION

En esta memoria estudiamos algunos aspectos de la convergencia,
asintoética en las series de facultades; y podria considerarse ésta como
el inicio de la extension a las mismas, de la teoria de las series asintoti-
cas potenciales.

Es interesante notar, que si la regién en la que se considera un des-
arrollo asintético en serie de facultades, estd totalmente contenida en
el semiplano real positivo, el comportamiento de tal desarrollo es ana-

logo al de un desarrollo asintético potencial X’ :—,’f. En cambio, si la region

contiene puntos de parte real negativa no ocurre ya lo mismo. Ello es
debido a la presencia de los polos 0, — 1, — 2, ... — n, ... en los términos
de Ia serie de facultades. Esta cuestion estd estudiada con detalle en el
primer capitulo.

Otra diferencia esencial con respecto a las series potenciales, es la
siguiente : en éstas, las series obtenidas por derivacion o integracion son
asimismo series de potencias, en tanto que no ocurre asi en las series de
facultades, pues derivdndolas o integrandolas, término a término, las
series obtenidas son de distinta naturaleza. Este hecho nos ha con-
ducido a estudiar en primer lugar los desarrollos asintoticos F' (z) y de

D(2) = — F(2) — %| gz utilizando las series que resultan de deri-
5 z

var o integrar la serie de facultades que aproxima la funcién F (2).
Y luego hemos resuelto el mismo problema con las series de facultades
que ha dado N6rLunD (V — b — 221 y 223) en el caso de la convergen-
cia ordinaria como desarrollo de la derivada o la integral de F (2).

(*) La resolucién de las cuestiones planiteadas en esta Memoria, ha sido lograda
gracias a las acertadas orientaciones del Profesor DoN RicArpo SAN JuaN, que fué
precisamente quien nos propuso el tema en junio de 1952, cuando invitado por el Se-
MINARIO MATEMATICO DE LA UNIVERSIDAD DE BARCELONA, di6 en €l unas conferen-
cias sobre series asintéticas potenciales. Por este motivo, es nuestro deseo hacerle
patente en estas lineas nuestra mas sincera gratitud.
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Consta esta memoria de cuatro partes. La primera estd dedicada al
estudio de la derivacién e integracién. La segunda, a establecer las con-
diciones necesarias y suficientes para asegurar la unicidad de los des-
arrollos obtenidos. En la tercera parte estudiamos las operaciones de
calculo con tales series. Y, finalmente, constituye el cuarto capitulo, un
ejemplo obtenido mediante la integral de LapLAcE, al cual aplicamos los
resultados obtenidos en los capitulos anteriores.

CAPITULO I
DEFINICION

Diremos que la serie de facultades

ag s!

2 z(z+ 1) (z42)... z+ )

/] 8

)

s

aproxima asintéticamente una funcién F (z), holomorfa en un domi-
nio D, que tenga el punto del infinito como punto frontera, cuando
los productos

n—1

as sl
Iz(z-|— N@E+2)..z+ n)| F (2) _s;o‘z(z'i' D@E+2)..(z+59)

se conservan acotados; es decir, se verifique :
lzz+1) (z+2)..z+ n)|-|R, ()| < M,
para cada n, en la interseccién R, de D con un entorno de z = .

* %k 3k

Asi como en las series asintoticas potenciales, se acotan los productos
|z|**1|R, (2)|, aqui acotaremos los productos

2G4+ 1) @+ 2) . ¢+ )| | R, ()

lo que introducird modificaciones en el calculo de las cotas.
Podemos escribir :

A
z2(z+ 1) (z+ 2)...(z+ n) = z++1 (1 + % + z—;+ . %) =z'+14,(2)
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o también :
_ z2z+ 1) (z+2)...(z+ n) _

Zht 1

~(+ )+ e B-(1+ 5= L1+

s=1 ‘

4,(2)

Las regiones R en las que hacemos el estudio de los problemas que
nos planteamos, excluyen el origen y los puntos — 1, — 2,..., — n, ...
y supondremos, ademads, que las distancias de los citados puntos a las
curvas que limitan las regiones R, estén acotadas inferiormente por un
namero r > 0.

De esta forma resulta :

|4, @] < lz] (Il + D (llz-!l;hz) .. (|z| + n) _
=<1+ﬁ><1+%)...(1+%)<

7

<l ) a0 T

s=1
Por otra parte:

14, @] = 2Lzt e 2IL[.,:.+|1z+ K ... |z 4 n|

y la cota inferior de |A, (z)| seré:

si R[z] >0, |z| es el minimo factor en el numerador y por tanto:

|4, (@)] >1

si —k— é <R[Z]< —k+ %, |z + k| sera el minimo factor; luego :

|z 4 k|»+1

4, @] > 5

que se conserva, efectivamente, acotado inferiormente.
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Se pueden unir los dos resultados diciendo que :

|z 4 »|7+1
4, > EE2—
siendo — v el punto de minima distancia a z, entre los puntos 0, — 1,
— 2, ..., — n, ... la cual es asimismo acotada inferiormente.
De todo lo cual resulta, que en las regiones R antes citadas, las fun-
ciones A, (z) estan acotadas, para cada n, superior e inferiormente.

CorAs DE ORDENES SUCESIVOS

Andlogamente a como se hace en las series potenciales (VIII-a-b),
definiremos las cotas de orden p.
Los cocientes
n—1

| | 1 as s!
2G+1) @+ 2) .+ n)l'iF(z) —% z2z+ 1)... z + 5)

2+ 1)+ 2)..z4+p — 1)

tienden a cero para z — oo, y poseeran unas cotas que llamaremos de
orden p, MY (para n =p, p+ 1, ...).
Su relacion con las cotas de orden cero MY = M, sera :

-1

|2z + 1) ... (z—{-n)l.iF(z) “%z(z+ 1a)s.s_.l(z—|—s)

et D-Grp—1
< Mn —_ MI} <
lzz+ 1) .. z4+p— 1) |2|?|4p—1 (2|
M, M,
# lz4 ]2 |z 4 »|?
2P

<
|z
y en las hipoétesis fijadas antes, en relacién con las regiones R, sera :

1

——|2+”lﬁ<h

de lo cual, resulta finalmente :

MP < M, b
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TEOREMAS RELATIVOS A LA DERIVACION

Demostramos en lo que sigue que la funcién derivada F (z), puede
aproximarse asintoticamente, mediante la serie obtenida derivando
término a término la serie (1).

La serie asi obtenida es la siguiente :

& a,s! 1 1 1 1
_X%za+lﬂr+mm@+wx2+z+1+z+2+"ﬁiiﬂ @

Calcularemos el valor de F’ (z) y de la suma parcial de orden n de la
serie (2) en un punto z de R, mediante la integral de Caucry, tomada
a lo largo de una circunferencia C (z) de centro z y radio conveniente para
que toda la circunferencia sea interior a R.

Calcularemos tal aproximaciéon en diversas regiones R, y daremos
las cotas correspondientes en cada caso.

Finalmente ; como la aproximacién asintética de la F’(z) mediante
la serie (2), ofrece el inconveniente de que aquélla no es de facultades, y
teniendo en cuenta que en el caso de la convergencia ordinaria, demuestra
NorLunDp (V — b — 221) que la F'(2) tiene el desarrollo en serie de
facultades

. (“THL ‘1‘7-2+...+989)s!
F@=->2 ®)
& z(z+ 1)...(z+ s)

demostraremos que también esta serie (3) aproxima la F’ (z) en los mismos
recintos en que lo hace la serie (2) determinando las cotas de tal aproxi-
macion.

TeEorREMA 1

« Si una funcion I (z) es holomorfa en la prolongacién R de un sector
circular, constituida por todos los puntos z = g, tales que T << g << oo y
TT
2
tico mediante la serie (1) con las cotas M,, la derivada F'(z) se puede
aproximar asintéticamente con la serie (2) en toda region R’ cerrada interior
a R (fig. 1) definida porr <r <p <o § oy <o/ <gp<ay) < a
con las cotas

— g <oy <@ <oay< 5, Y en tal region admite un desarrollo asinté-

n+1

M, =KM, ] ] (1 + i) o2
s=1

19 — Collectanea Mathematica.



146 F. Vélez

donde la constante K es tal que dl (l) < K siendo d(z) la distancia de z al
contorno que limita R.»
En efecto:
D E+2 I ETE Py e L N S S
2G+ 1) E+2) . (40— |\ z =z(z+ 1)...(z+s)(z z+41 z—l—s)

n—1

!
F(t)_ztt+1as..s. i+
=lz@+1)..(z+n—1) —21711:) S+ D+

(t — 2)?
M,
<|z(z+1)...(z+n+1),2Ln C(,]t(t+|:) ZT12+n)| il

., 1 1 dt
= |z| t2. lAn+1 (z)| o2x [r(z)]2 M”_/C.(i)m

Yy ya que toda la region estd en el semiplano real positivo sera:
|A, (2)] <1 y por tanto, la ultima expresién sera menor que

L dt
4712 40 O] 35, g Mo [, i <
11 1
10l 57 R M T —rar

1 1
= 1 A @1 M 5 o =

2"

< [zln+2 |A

2nr(z) =

=M, [A,;1(2)| T =r@7™ 1@

d(2)

z .
Si tomamos ahora r(z) = 5 sera ]l—lr(z) << 2 y la expresién
41

tltima serda menor que M, Z Z ( ;) AR diTzl) ; es decir, se obtiene
s=1
como cota para F'(z)
n-+1

]](1+ )2"+2-K

Si elegimos un punto P’ (z) equidistante de la semirrecta P o y del

arco PQ, la razén dlz ‘) toma un valor que es el mismo para todos los
1
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puntos de la semirrecta P’ c y de su simétrica Q' o respecto a la bi-
sectriz del angulo (¢, — «;), y también para los puntos del arco P’ Q’.
Por tanto; dado un nimero K > 0 cualquiera, se podra determinar

EA

un punto P’ (z) tal, que en él se verifique FIEN) < K; y, por consi-
1
guiente, la razén &lz_z’) se mantendra inferior a dicha cota K en todos

los puntos del recinto R’ limitado por las semirrectas P’ oo, Q' oo y el
arco P’'Q’ incluido el contorno.

A

Fie. 1

La acotacién del cociented!—z-l} nos ha llevado a obtener como regién
R’ en la que se puede aproximar la F’ (z), una region que es la prolonga-
ci6n de un sector circular interior a la regién andloga R. La amplitud de
R’ es menor que la de R y esta reduccién de la amplitud es un obst4culo
para la conservacion de las condiciones de unicidad de los desarrollos
obtenidos. Precisamente, y para soslayar este inconveniente, utilizaremos
las regiones estudiadas por San Juan (VIII — d — 271), por ser ade-

cuadas a nuestro problema y mantenerse en ellas la amplitud.

TeOREMA 11

«Si la regién en la que la funciéon holomorfa F (z) admite un des-
arrollo asintético con cotas M, mediante la serie (1), es la definida por
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R[z*] > a >0 limitada por la curva C (a)= g* cos (;) = a en donde

7
2
a la serie (2) en toda region cerrada interior, homotética con aquélla, es decir

—as < @< ag (x > 0), la derivada F’ (z) se aproxima asintéticamente

1
R[z*] > a > a y con cotas de orden p = [1 + olc] de la forma :

-1

M) = CM, p++t z_pz (1 - I;) para =p, p+1, p+2,..»
En efecto :
Siguiendo inicialmente el mismo célculo que en el teorema I, se
establece :

n—1

) ) — ags! 1 1 1)
|R. (2)| = ‘F (z)_g-;z(z—l—1)..-(2-1-3)(;—1_1‘{“l_l_m_l_;"f‘-‘>'>E <

1 1 /‘ M, di
2z [r@P2 /e |t"+? |4, @]

Distinguiremos ahora tres casos:
1

1o 0 <a<1. Entonces la region R[z*] > a >0 es una region

simétrica respecto al eje real y situada integramente en el semiplano real
1

positivo, ya que la curva C(a) = g* cos %
& = — oo. Por consiguiente |4, (z)| admite como cota inferior 1.

Luego :

= a es convexa respecto

1 1 1 M, 1
27 @F =@ 2O =10 T = rar

| R, (2)| <

Si se acotan ahora las distancias de los puntos de la regioén

1
R[z*] = a’ > a ala curva C(a), se pueden calcular los valores que deben
darse a r(z).

Recogiendo los resultados dados por San Juan al hacer el estu-
dio geométrico de estas regiones, tomaremos como valor del radio

1
rz =K |z|1 * (K independiente de |z|) y resulta:
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IRy < —L= . L _

1 1

K|z 7% [|z] — K|z| =y

1

1
_ M, 2 e Myl e e
- _1 1 T K |z|"t2 1
Kmlabn”a—KvJ i [M“~KJ

1

. 1
. . . e - .. z|*
y si elegimos K < a' existird en R[z¥] = a', el maximo de—'l‘—

|2 — K

’

que Serd p, = 7 i 7 ¥ que corresponderd a ¢ =0, y si |z| > 1 resulta:
(o1
1+ =
’ Mn 41 lz\l '1]
an (Z)I < T 141 lz|n+2
de donde :

M, 1
n+2 | R’ = i g = -
At R@] < 2wt (p=[143))
y, {inalmente :

IZ(Z+1)(Z—|—2)... (z—l—n—l—l)] , % nt1 ]An+1 (Z)l _
lz(z+1)...z+ p — 1) B )] < K " [4,.()]

se obtiene, pues, como cota n-ésima para F’(z), de orden p = [1 + {l

-1
M/;P) — CM,“ui":—l (1 + as_’a) para n=p,p + 1,..
s=p

1 .
20 o =1, La region R[z*] > a> 0 es un semiplano, lo mismo
1

que la R[z*] > @’ > a y se puede tomar como valor de r(z) una cons-
tante r tal que r(z) =r < a' — a, resultando entonces:

o <M L Mf ] Tz
BOI< TP =5 W e
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2| . - a
o] =1 estara acotado por su maximo u, = pr—

y como el cociente

1
en la region R[z*] > a' > a, nos queda :

z ' M, .
'|Z||—”l.|'.—2'an(z)I < T ,u1+1

o también :

|z(z+1)...(z+n+

2]

1 ' Mn n-- Mn n " S
Lm0 < Mo, <Mt [T (14 3)
s=1

1
la cota n-ésima de primer orden para F’(z) en la regién R[z*] = a > a
es, pues:

MY =CM, u! / Z(l + ai) para n=1, 2, 3, ...

s=1
1
32 1< a<2 En este caso las regiones R[z*] >a >0 y

1
R[z*]> a > a estan limitadas por las curvas C(a) y C(a’) que son,
desde luego, simétricas respecto al eje real y concavas respecto & = — oo;
¥, por tanto, dichas regiones contienen puntos de parte real positiva y
otros de parte real negativa. El hecho de no estar contenidas integra-
mente en el semiplano real positivo, introduce modificaciones esenciales
respecto al caso de las series potenciales estudiadas por San Juan en
las mismas regiones.

Hemos visto en los casos anteriores y en el de la prolongacién de
un sector, tal como lo suponiamos situado, que |4, (z)| admitia como
cota inferior la unidad.

Al existir ahora en la regién puntos z de parte real negativa, vimos

e |z 4w+ |
que la cota inferior de |A,(2)| es: |4, (2)] > T siendo — »
|
el punto de minima distancia a z, entre los puntos 0, — 1, — 2, ..., — n, ....

Sera, pues, en este caso :

' 1 1 Mn
[Ra@)| <5 [r(z)]2.4(2> 2" |4, @] =<

< L 1 M, dt <
2nh@tjjmﬁqh+ﬂ“l
C(z)

OE
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1 1 M 1
2z [r@P "2+ — @
_M, [ 2| ]"“ |2|
r@ llz4v| —r(2) |z|"*2
En cuanto al valor del radio r (z), podremos tomar un valor constante
r< a'*— a* ya que las distancias de los puntos de la curva C(a') =

1 1

4

o

< 2ar(z) =

a ala C(a) = g* cos ? — 4 son mayores que a'* — a*.
o

= g% cos

C(

cwe

‘1. 2

. z .
Vamos a acotar ahora el cociente #—r y en ello radica la

24|
diferencia fundamental respecto a las series potenciales (fig. 2).
D —
2+ —r " fz —R{z| — |sen ¢p|—I rcos“g

e

|sen ¢p] — a'a
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si suponemos z sobre C (a'), pero :

|sen ¢|

7T
|cos @] =lte el > ‘tgail

de donde:
|sen ¢| > ’tg ochcos ?| =tgocgcos<p

si z estd en el segundo cuadrante y resulta :

lzl < a/l
2w —r a'“tgag-cos<p—fcos

ag.
oL

Fécilmente se comprueba que el valor de ¢ que hace minimo el
denominador es @ =0. Y para este valor serd méximo el cociente.
De modo que:

1L

d . a
I
22| =1 a(1:,goc:’—v‘—r
2

3 7

Ahora bien: Si oc2 33— es decir agi sera tgoci =11y to-
3
a
maremos como cota de —H—~ en la region, el nimero = .
lz+2| —r & T
En cambio, si o« > g, o g >3 fl—z y Itg o g\ < 1; por consiguien-
7%
te, utilizaremos como cota el nimero u; = —-a—n—. El valor
* tg o -§ — T

de r lo tomaremos r < a'* |tg « g’

Si z estd en el tercer cuadrante, se obtienen los mismos resultados.
Por tanto:

, M wte M,
IR"(Z)I < T"‘U'M-l lzllil"'? o sea: i ll ‘ |R (Z)l < =2 ,u"+1

o también :

D LDl o) < Aol < T L (14 32)
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la cota de 1.°* orden que obtenemos, pues, para F’' (z) en R’ serd :
M = CM, ut1. Z Z (1 + —'S;—m) para n=1, 2, 3, ...
a
s=1

teniendo en cuenta que u tomara los valores u, 6 p, antes calculados,

] 3, 3 .
segin sea 1 < a <§ i) 5 < a < 2, respectivamente.

TeorEMA III

« Si la derivada F'(z) admite en la region R’', un desarrollo asintético
mediante la serie (2) con cotas M’,(f’ ) (p=0,1, 2,..), también la serie
de facultades (3), aproxima la derivada en la misma region con cotas

a, _ n-1 1;—2

(n+1)'+3nl((p 0,1,2..)

N =M b |25

n—{— 1

en donde ¢, — 0, para cada n si z — o ; y h es la cota superior en R’
de ——».
Iz

Consideremos una suma parcial de (2), por ejemplo, los tres primeros

términos, como una funcién de la que vamos a calcular su desarrollo
asint6tico en serie de facultades:

a, a; 1! /1 1 a, 2! 1 1 1
2T z(z+1)(2+z+1)+z(z+ ) (z+2)<2+ z+1+z+2)

y calculemos los coeficientes de tal desarrollo por el método de los limites
encadenados

a, a, 1! (1 1 ) a, 2! 1 1 1 _
n=lim| R | Py ey e s |

oc111=1im(z+1)[?+ a 11 (1+ 1 >+
+

o G+D\e " z+1
a, 2! 1 1 1 B
——————(—+—+—2>—0]_.a011

C+DE+2)\z  z+1  z+

%2l =1lim (z42)| ¢+ D[.. ]—a°]=ao+2al=(%+%>2l

5 — 0

a33!=lim(z+3){(z+2) @+ 1. J—ao]—(ao+za1>]r=

z—> o

=2ay+3a;+ 6a, = ( + 2+ )

20 — Collectanea Mathematica.
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Hasta aqui aparecen los tres primeros coeficientes de la serie (3).
Siguiendo el célculo se obtienen como coeficientes siguientes :

a4l = ( + L4 )

G, 4 @)l .=G&_ 4 %
o5 5! = (3 4—}—5 51, ... a, n! n—2+n——1+n n!
Tomando ahora como funcién inicial la suma
”21 ag s! (1 n T )
Sz+ 1) (EZ+2)..(z+4 ) 1 z-+s

de los n primeros términos de la serie (2), se obtiene, como es facil com-
probar, como serie asint6tica una que tendra los n primeros términos
idénticos a los de (3), es decir:

as2

a1 4y _1q Ap_o
E(TJF ot 2 s +§“.’( b Bt ) e D)
S+ D)(E+2)..(z4+9) = zE+1D)E+2)..+Ek41

Asi, pues:
|

n—1

—ags! 1 1 1
I e | R B

(%=1 G %
" (1 + 5 + ..+ s)sl

= z@+ .. (z49)

|22+ 1) (z+2) ...z +n+1)

a,

Sl St 4

ng| @+ Dl e

Este ¢, depende de n; pero para cada n tiende a cero cuando z -> oo.
De esto resulta :

lz2(z+1) (24 2) ... -+ 0+ 1) |'SD — as! 1 1 1\
ZG+ D)o@+ p =D §2(2+1)---(Z+3)(;+2+1+m+m>
e e e L I s TR R

"g; CES EQy™Re) <

<h"{ 5+ B2y e (n+1)!+en}
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ya que en las regiones que consideramos se verifica segun antes se ha
dicho

1 z -+ p|"t1
<h 'y |An(2)l>l—r§|m|:1—

Ahora bien; si como hemos supuesto en el enunciado del teorema :

()
M,

|2+ 1)+ )] |, o — agsl 1 1 1
|2(z4+1)...(z4+p—1)| IF @) Sgoz(z+ 1)...(z—|-s)(z +z+1+ '"+z+ s)

se obtiene sumando las dos desigualdades :

a_q |, As_o 4y
n _< +T+..+—S—)S‘

2+ 1.+ n+ 1) F () — 1
G+ DG+ p—1) @) % z2C+ 1) G+ 9) <
<M/1(,1>)+htf{ 5:2;1_+ an3_2+_._+nt—1;11 (n+ 1)1-]-3,,} para p=0,1,2,..

como desedbamos demostrar.

TEOREMAS RELATIVOS A LA INTEGRACION

Consideremos la funcién
D(2) = — F(z)—;dz

en la que F(2) es la funcion aproximada asintéticamente por la serie (1)
de la que hemos separado el primer término por tener integral infinita.
Supongamos, ademds, que la integracion se efectia a lo largo de un ca-
mino contenido en R, regién en la que se aproxima F (z).

En lo que sigue demostramos que la funcién @ (z), puede aproximarse
asintoticamente en recintos convenientes, mediante la serie obtenida
integrando término a término la serie (1). Y como quiera que la serie
asi obtenida, no es de facultades, demostramos luego que también puede
resolverse el problema con una serie de facultades que da NorLuND para
el caso de la convergencia ordinaria (V-b-223).

Como términos de la serie de primitivas de los términos de (1), ob-
tenemos :
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" a; 1! _ z
,/; z(z+ 1) dz = allz—l—l
/ a,2! d= — ayl z(z+2)

z(z+ 1) (z+ 2) (z+ 12
/‘w as 3! Qe — a2+ 2)3
: 2(z+1)(z+2) (z+3) e+ 1) E+3

/” a 4! B _ g 12Et2E+Y
: 2@+ 1) E+2)(E+3)(+9) Y e+ DtE+ 3

...........................................................

en los que se aprecia la siguiente formacion : los exponentes que afectan
a los factores, son los nimeros
n n
—\g)r + n

o () G

de Ia fila n-ésima del tridngulo de TArTAGLIA con signos alternados.
Esta ley de formacion es general; y aun cuando su demostracién
no es cuestion fundamental para el objeto de nuestro trabajo, la expon-
dremos brevemente.
Féicilmente se comprueba que la descomposicién

nl u ,(ny 1
z2(z4+ 1) (z+ 2)...(z+ n) =§(_ D/ (i)z—l—i

es cierta para n =1, 2, 3, ...
Supongdmosla cierta para n =s — 1, y pondremos entonces :

sl e s — 1\ 1 s
z(z+1)---(z+s)=[,§("l)( i )TIEJ:FF

o (s —1 1
=Z(—1)s< i )(z—{—i)(z+s)

1==()

Si consideramos el término general de este desarrollo, podremos poner
-1 1

—_ 1 & S (S ) —_—— —

Uk JeTmers

= (= l)ks(S; l>sik[z—il—k —zj—S] =(=1F <Z> [z-fl-k —Zj‘-J
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serd, pues:

z(z-|-1)l z+ ) Z_( ()L:Li_zj—S]:

—Z(—I)O zisg(_l)fc):

i=1()

”‘Z(_l)(> zj—s(_1)5_1(‘:)=2(_1){<:>2li

=0

Por tanto, también es cierta para n =s.

Demostrada esta descomposicién en fracciones simples, basta in-
tegrar y resultan los términos de la serie de primitivas con la ley de
formaci6én indicada.

La serie con la que vamos a aproximar la funcién @ (z) es, pues :

a1 z _|_alz(z—|—2)

z(z + 2)%
T 1 asl

G+DE P EF e+

4+ @)

En primer lugar observaremos que los términos de esta serie son
para z -» oo, infinitésimos de 1.0, 2.0, 3.0,... n.°... orden, respec-
tivamente, como es facil comprobar. Ello nos permite enunciar el
siguiente

TeorEMA IV
« Si la funcién F(z) admite como serie de aproximacion asinfética en R,
la serie (1) con cotas M,, la funcion @ (z) = — / [F () —_%} dz se

puede aproximar a la serie (4) obtenida integrando término a término
la (1), en toda region R* inferior a R en la que se mantengan acotados

los productos |z|"*? / lz-l—di‘l

2 s
st 1,1 T+

s=1

a3 Y con cotas

donde K es la cota de los productos citados ».
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En efecto :

|2(z+ 1) (z+2) ... (z+ n)|

L — a s!
q’(z)‘;:;[ FICES I ’

=]z(z+1)...(z+n)].‘—/z- F(z)—~ dz 2,[ z(z—l-_l)a s(i—l-S)d’

n

=lze+ Dt n)- s [F(Z)~22(2+1(1)581(z+s)] <
nt1 - Mﬂ 1 __
<I14,0) [ ety e =

o ® |dz|
_ [zl +1|A”(z)‘Mn+1./; lzln+2|A”+1(z)l

" T ldz
<M JI (1431200 [

s=1

Y en toda region R* interior a R en la que se verifique que
d
z]"'+1 / M‘F < K se obtendra la aproximacién de la funcién
Iz ln 2

D (z) con las cotas

M =M,,, ZZ(I—}—;)K

s=1

Advirtamos que — » es el punto del semieje real negativo que en las
paginas anteriores se ha precisado. Y también, que en los términos de
la serie (4), se elegiran las ramas de los logaritmos que en z = oo
se anulan.

Dada una curva ¢ = f (p), tal que las distancias del origen a los puntos
de la misma admitan una cota inferior r > 0; y ademés, que cualquier
semirrecta trazada desde el origen de coordenadas la corte en un solo
punto; y definida para — « g <p<a ;—I (0 < a < 2). Llamaremos
region de estructura radial R, la constituida por todos los puntos del
plano tales que |z| = p. En estas condiciones, siendo z un punto de la
curva, la semirrecta z o, prolongaciéon del rayo que desde el origen
proyecta z, estd contenida integramente en la region R,.
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TeEorREMA V

« Si la funcién holomorfa F (z) se aproxima asintéticamente a la serie (1)
con cotas M, en una regién radial R,, la funcién

@ (z) — _[’[F(z) _%] dz

se puede aproximar en la misma regién mediante la serie (4) y con las cotas
dadas por el teorema anterior ».
La demostracion de este teorema consiste tan solo en probar que en

. . , |dz|
tal region estan acotados los productos |z|"*? [ mﬁ

efectuaremos la integracion a lo largo de cualquier semirrecta z oo, es
decir, haciendo ¢ = constante en z = ge'®.
Distinguiremos dos casos :
1.0 Laregion R, estd contenida totalmente en el semiplano R[z] > 0.
Entonces ya que — v =0 es:

- dz 3 N dgeiw # N de
lzlnH/ llz|nl-2 =e +1[ l’?—?z-] =0 +1/9. o"t? =
z I k4

Sl e 1) e”“}: =n ‘1[* 1

oo

Para ello

Pudiendo tomar como punto z de partida para estas integrales, cual-
quier punto interior a R,, la regién R* en la que se aproxima @ (z) serd
la misma R,.

Las cotas en este caso seran, segun el teorema anterior :

M, ~ s
* __ n+l 2
Mﬂ - n+ 1 - (1 + r)

2.0 La regién R, contiene puntos de parte real positiva y otros con
parte real negativa.

Para los puntos de la regién de parte real positiva o nula, vale la cota
del caso 1.0; pero no para los de parte real negativa. Para éstos se tiene:

L T ||
n4-1 l nt+1l —
i / EETIGE 12 / 2 — R(z]|"*%

” do 1 1 1
= 9”+1 n+2 2 = nt2’ <
; o"t2|sen g| |sen @|"*2 n+ 1 sen(l—g)n

(n+1)
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Ya que |sen ¢| > |'sen (1 — g) 7| porque @ puede tomar aqui cual-

. . . 7 7 7 7
quier valor comprendido en los intervalos (—— o° 5, -2—) y (§’ o 2)

Obtenemos, pues, para foda la region R, las cotas

M n s
M¥ — nt1 LS
' 7] (1 + r)

}sen <1 — g) 7| (n+ 1) s=1

Como ejemplos de regiones R, incluidas en el primer caso, podriamos
citar las ya consideradas al tratar de la derivacion, o sea : la prolonga-

cién de un sector circular comprendida en el semiplano R{z] > 0 y las
1

regiones R[z] > a > 0 para (0 < « << 1). Y como ejemplos del segundo
1

caso, las regiones R[z%] > a >0 para (1 < a < 2).

Ya hemos anunciado al plantear la cuestion de la integracién, que se
puede resolver el problema con la serie de facultades dada por N6rLUND
(V-b-223) en el caso de la convergencia ordinaria. Esta serie es la
siguiente :

®)

H el b s!
A F(z)dz= C+ aolz+§z(z+ DE+2)..z+5s)

en la que los coeficientes b; se obtienen por el sistema de ecuaciones
recurrentes :

b

—1Q=—a1 by=—a

b, . by 1

—+g=—a by=—a,+35a

12 * de donde: ' 2™

by b, b 1 1
TZ+§1‘|‘§Q=_“3 b2:—a3+§a2+ﬁal

by by by, by _ 1 1 1
T_;—E—{_E-{—Z_—a‘l b3—_a4+203+12a2+24a1
by by, by by by _ IS VR SRS DS ()
TT§+§+Z+§—_“5 b4_—a5+2a4+12a3+24a2—{—720a1

1 1 1 19
.......................... by;= —a6+§a5-{—1—2a4-1— 2—4a3+ma2—|— —

...................................................................



Desarrollos asintéticos en series de facultades 161

7, en general :
)
r,, 1)

as—y
bsz"as+1+ as +Z(— 1)"—',"‘_—_111

donde B,’”" son los ntimeros de BErnourLI de orden superior (V-a-224)
(V-b-129).

TrorEMA VI
« Si en la regién R* la funcién @ (z) = — f[F(z) — a;ol dz, se apro-

xima asiniéticamente con la serie (4) con las cotas M7, también la serie (5)
aproxima P (z), en la misma region y con las cotas

/,, 1)

a+ZR—D””

Aoy ig

N} = M* 4+
’ y — 1

nl+e,

siendo ¢, infinitésimo para cada n, euando z -~ oo ».

El proceso demostrativo es andlogo al empleado en el caso de la
derivacion.

Consideremos la funcion formada por los tres primeros términos de
la serie (4)

lz(z+2) z(z+ 2)

Tl T TSl re L)

I
. z4+1

y calculemos los coeficientes de su desarrollo asintético en serie de
facultades

-

i BESICE ) 2@+ 2
ﬂo_hmz[allz_[ +azl( J—l))_l— ( +1)3(Z—L 3)]

5 = 0 I

5o

.11 =lim (z-1) [all(z j 1)7+ (Z(gzrjg) + asz((;%)ﬁ a1]=
=(~a+ga)n

ﬂ22!—hm(z+2)[al (J__)si.Lé;l(z(z—l— 2)>zi+é>3[( z(z+ 2) )z(z+1)

R z41 (z+ 1)? (z4+ 13 (z+3)
+ a4 (z+1) 4 az‘“%al] =

1 1 1
=—2a3+a2+6a1=(— ‘13+§a2+1—9‘11>21

21 — Collectanea Mathematica.
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z )z (z+1) (z+2)

+1)

t(a-za)Cc+D+20— 6 fal=

pr31=tim -+ 3)] a1 FotaG+t)E+D+

1 1 1 1 1
=3a3—|—§a2+za1=<§a3+1—2a2+2—4a1)3!

1 1 19
[ il —
ﬂ44.—(12 a3+24 02—1—720 a1>4l

y se aprecia que los coeficientes logrados, coinciden con los del cuadro (6)
cortado diagonalmente a partir de b,.

Si consideramos ahora la funcién formada por los n primeros términos
de la serie (4)

— ags!
§ BT TS CES P

y la aproximamos con los n primeros términos de la serie (5) se verificar :

lz(z+ 1) (z+ 2)... (z+ n)|

" — a, sl ot b, s!
Z’/ z(z+1).. (Z+S) Z(),z(z—{—l) (Z+S)
<[za+ o B g

nl 4 ¢,

tendiendo ¢, a cero, para cadany z — oo.
Ahora ‘bien ; si como en la hip6tesis del teorema se afirma, se verifica

< [ — a;s! %
|2(z+1)... (24 n)| ‘@(z)—s%l/; z(z—{—l)tf..s(z—l—s) dz| < M}

se obtendrd sumando estas dos desigualdades :

)l:—ﬁI |
|2z + 1) ... 2 + n)] iqj(z) “S%z(er 1b>s ol =

1 n (’V—-l)
< M4 ban-i-Z(—- PGy,

como desedbamos demostrar.



Desarrollos asintéticos en series dec facultades 163

CAPITULO II
CUESTION DE UNICIDAD
Es sabido que, para que la funcién F (z) holomorfa en una region R,

de dngulo conforme o 7z (VI-234), quede determinada univocamente me-

. . - aes . a . ., .
diante una serie asintética potencial Z z—" , es condicion necesaria y
(4

suficiente que la sucesion de las cotas m,, satisfaga una cualquiera de las
divergencias, entre si equivalentes, que SAN Juan designa por la que
llama condicién C,.

Estas divergencias son:

© o p2v (g & d
N T r r r .
/l 5= /lz—z',_z=°° (CARLEMAN)
t v=0 m& J1 v=0 =4
v v
0 oo by * o pv
r* dr v dr
NS = . = .
/ l = lz e = (OsTrROWSKI)
1 v=0 75 1 v=0 =3
m‘V m’)’
- dr r r
Im((r*) - = oo m(r) = max — = max — (OsTROWSKTI)
1 r =0 M, nzoMm,
> 1 —
Z T = {m} rectificada convexa de {m,}
"=0 \/ 7z (VALIRON-MANDELBROJT)
v
w1 . )
> - = oo m= exfr; ;nf, de "/m, ., (FABER)
= 4
n=0 (m;’:' o

A ello se llega, suponiendo que si son dos las funciones aproximadas
mediante una misma serie y con las mismas cotas, es decir, si:

n

Izln+1 tF(z) _Z:_:

v=0

n

Fr@) — >

v=0

< m” y izlﬂ'*‘l < m”

restando las dos acotaciones se tiene:
|z|*+t | F () — F* ()] < 2m,

o bien, poniendo .
()= F(@) — F*(2)

|2|"*1|D (2)| < 2m, 7
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Con lo cual el problema se transforma en cl de determinar las condi-
ciones necesarias y suficientes que deben imponerse a la sucesién de las
cotas m,, para que la funcién @ (z) que satisface a las desigualdades (7)
en R, sea idénticamente nula en toda la region R. Y tal condicién es
precisamente la condicién C,.

Andlogamente se sabe que (VIII-b):

a) La condicién C, es invariante respecto a una traslacién de in-
dices, es decir, también da la unicidad para las cotas de orden p.

b) Dos sucesiones m, y K" m, que difieren en un factor exponencial,
pueden reemplazarse en la condicion C,, sin que ésta se altere, lo que nos
dice que, mientras no se modifique la amplitud del dominio, C, es inva-
riante respecto a la equivalencia salvo un factor exponencial.

Trataremos ahora de ecstablecer condiciones que nos aseguren la
unicidad para los desarrollos asintéticos de series de facultades.

1.0 Unicidad para la funcién F (z)
Siguiendo la idea directriz antes apuntada de suponer que son dos las

funciones aproximadas con la misma serie de facultades y las mismas
cotas, llegariamos a establecer las acotaciones

2+ 1)@+ 2) . ¢+ n)| |9 Q)] < 2M,
de donde:

2 M,

PO a e

y por lo dicho en el Cap. I, pag. 5, respecto a la cota inferior de |4, ()],
podremos escribir :

2 M, 2M
D ()| < Ll _ . T7n
’ ()l lz|n+1_ |Z+ ,p‘n+1 Iz_l_ ,pln+1
RESEN
2 M, 2 M,
]z["”[sen (pln+1 < n¥1 (8)

|z|"*1 |sen g

y para quc la funcién @ (z) que satisface en toda la region R, estas acota-

ciones (8), sea idénticamente nula, serd necesario y suficiente que la
( 1 n41

sucesion J M,| —— l, satisfaga la condicién C,, o lo que es
I |
L J

equivalente, que satisfaga tal condicién la sucesién {M,}.

sen o &
oL —
2
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Daremos, pues, nosotros, como condicién necesaria y suficiente para
asegurar la unicidad de la F (z) en una regiéon R de angulo conforme o 7,
que sea

— 1
> —_— — O
wed T 1
Vi
n

equivalente a cualquiera de las divergencias que constituyen C,.

2.0 Unicidad para la derivada F’' (z)

Distinguiremos dos casos :

a) Que la I’ (z) se aproxime mediante la serie (2) obtenida deri-
vando término a término la serie (1) que aproxima F (z).

Supondremos que la serie de facultades (1) aproxima F (z) univoca-
mente. En el capitulo I, pag. 148, Teorema II, se calcularon las cotas de
la aproximaciéon de la F’ (z); éstas, se demostro, eran de la forma

n--1

M;,L(P) = CMn M"+1 1— 2 <1 + ;) para n=p,p + 1, p + 2’ .es
s=p

En el transcurso de esa demostraciéon se establecian para el resto
n.° de la F’ (z) las siguientes acotaciones :

IZ(Z —l— 1) ves (Z + n + l)l ' % n+1 IA);+1 (Z)l
et D-erp-n HO < EK G0

Si se supone ahora que existe otra F'* (z) aproximada por la misma
serie y con idénticas cotas, pondriamos :

|z(z+1)... (4 n 4 1)
2+ Do G+p—1)

M,

My, 4,11 (9)]
K

451 ()]

|R* (2)| < =% pwrtt

Restando las dos acotaciones

LG D@ tnt )] |, My oA @
et D-erp—n T O <ETE L)

o bien:

l2|”+2 |An+1 (Z)I |¢r(z)‘ < 2 Mn ‘un+1 IAn+1 (Z)I

|27 |Ap_1(2)] K [4,_1 ()]
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de la que finalmente resulta :

1

M,
B e

9" ()| <232 p

n+1

y para que @’ (z) sea idénticamente nula, serd necesario y suficiente que
estas cotas verifiquen C,, en particular que sea

! — o ©)

D —
Vi,

Esta divergencia se verificard simultdneamente a esta otra

pues las dos sucesiones de cotas difieren en un factor exponencial y la
amplitud del dominio no se alfera en las regiones que alli consideramos.

Ahora bien : esta ultima divergencia es cierta por la supuesta uni-
cidad dela F (2). Lo que nos dice, que: si la F(z) queda determinada
univocamente por medio de la serie de facultades (1), lo mismo ocurrird a
la F' (z) respecto a la serie (2) obtenida derivando término a término la
serie (1) y reciprocamente.

La condiciéon (9) puede ponerse en otra forma, haciendo intervenir
en ella directamente las cotas M,,®),

1 »
Por la naturaleza del factor Z Z (1 4+ §>’ podemos poner :
s=p

n--1
M — Cﬂny"“'l]—] (1 + ;) (téngase en cuenta que p > 1)

snjy

por consiguiente, la condiciéon (9) se expresara asi:
i n+1 1
S et
Z Z ‘ - A€
[ (1 T by )_I
s=p -

> ==t = =

[ m(p)]i
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Con objeto de hacer mas manejable esta condicién, la sustituiremos
por esta otra:

1

5 _ ™
L -

V[m(ﬁ)]é

o)

a ella equivalente como facilmente puede comprobarse, pues :

[H(l +—)]°‘ '
r ) n* _ 1

lim P

N . l #n 1 ]_
n —~00 [M,',(p):'“ \/[117,’,(”’_]3‘ 2n*

lo que nos indica que las dos series tienen el mismo carécter.

b) Que la F'(z) se aproxime mediante la serie de facultades (3) que
da NorLunD en cuyo caso (Capitulo I, pag. 153, Teor. III), obteniamos
las cotas

a

Ay_1 | Qu_s ; 0 _
-5t g ety (2 1)!+8n}

"p) 1(p) b j
N n = Mn "I' k 1 -+
Hasta aqui hemos visto que las condiciones de unicidad dependen
de la forma del recinto y de la sucesién de las cotas de aproximacién, y
éstas no dependian de los coeficientes de la serie.

Las cotas que ahora se presentan, dependen de los coeficientes de
la serie de facultades que se maneja. Es, por tanto, 16gico que tengamos
que imponer alguna condicién a estos coeficientes, para poder asegurar
la unicidad.

En la demostracion que se dié del teorema antes citado, se establece
la siguiente acotacién, valida en toda la regién, relativa al resto n.c de
la serie (3):

|z(z+ 1) ... ¢+ n+ 1) M, ,i1l4,1] @

RI’L e

rer D crp—n BT gt
a,._ a,_ a
21_|_ 32_{_____{_11-10_1 n+ D! 4¢,

_l._

|27 [4,-1 ()]
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Si otra funcién F'* (z) también la satisface,
lz(z+1)...(z+ n+ 1)
lzz+ 1) ..(z+p—1)]

@1 | fn2 __% | 4
5 3 T nJI_li(n—l-l)llsn

1
' 2|7 [4,_1 ()]

Mn n IAM l(z)l
|Ri*(2)| <=7 '’ ® +1|—A_/>+1—(z)|+

Se obtendra por diferencia

|2(z4+ 1) @+ 2) ... 2+ n+ 1)| ,,+1|An+1(2)|

erDerd-erp—D ¥ Ol<2g &AL T
an—l n—_
S s aahs ottt
|2]? 4,1 ()]

de la que deducimos :

lzi”+2 ]An+1 (Z)l Mn y”ﬂ IAM-I-I (Z)l

o' <2-—-=
EREC 4, @
‘an—l AQy_o l
PRI S s = il
127 [ 4,1 3]
o también :
|an_ _
2|+ o o 2] : aol n+D!+e,
! < 2 u" 2 _
Izlp l (Z)l + lzlp lAn+1 (Z)l
de aqui:
1 1
+ ot (n+ D!+,
M, 1 n+1
n+1 <
l¢ (z)l < 2 K ! In—P-J-Z + 2 |Z+v|”+2
n—1
-+ 1D+,
< 2%”1&1 1 + 9 2 n+ 1 <
K Iz\n—p+2 |zln1-2 1sen¢|n+2
1 ra,‘_
nn»l-zi 21+'"+n+1’(n+1)' nn sn}
sen o —
M 1 2

n 1
SERA et Eigk
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si |z| < 1, multiplicariamos por |z|? el denominador de la primera frac-
cién, si |z| > 1 dividirfamos por |z|? el denominador de la segunda
fraccién. En ambos casos, mayoramos la cota y conseguimos igualar los
exponentes de |z|.

De modo que podemos escribir, teniendo en cuenta, ademas, que

|
|sen oc2 <1:
Mn a,_ a ’
ey 32+...+H°_1((n+1)1.+e,,
|9 (2)| < 2 ,
, P e
‘senaE’ |2
si ponemos :
CM, u*+1 In—1 n -+ 1)!
o M TR g @+ D+,
n n+q
senoc21
escribiremos brevemente
2P,
|9 (2)| < T

De aqui se concluye, que para que la funcién @’ (z) que satisface en
la regién R estas desigualdades, sea idénticamente nula, es decir, exista
unicidad para F’(z) serd condicion necesaria y suficiente que

1
2——" 1=°°
\/jaa

Vamos a dar ahora una condicion auxiliar suficiente que impuesta
a los coeficientes asegure esta divergencia.

u , mtl Iy 1
CM*u +:2 + . +n+1("+1)+8n
P, = " te =
sen a 5
a3 )

CM, 1 4 i @ D
=—n+_2 1+ C M, "1

senu21 \ "

22 — Collectanea Mathematica.
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Poniendo :
1 n+2
CM,p**'=m, y mi=m,[——
|sen a 5‘
sera : )
. J— — _ 1 nt2
m, = C n lu’"+1 y m; =m, |-
Esen ® —1
ya que
77!
p>1 y sen “5‘ <1
la sucesién {P,,} se expresard, pues:
Ea,,z-.l_i_ '"+n11|21 (n4+ 1)1 4 ¢,
— * :
P, =my\1+ m
tomando logaritmos :
a,_ a
=+ DL,
IP, =1Imy 4 1\1+ m

Si consideramos ahora las rectificadas convexas { P, }, {m,} y {m:},
los vértices de {m,} y de {m}} corresponderdn a los mismos valores
de n, y para cada uno de éstos se verificara :

Bl (n=1)! + s,,)

a4
n+1
ﬁ”

P, —Im* <P, —Im: =1\1+

Si para abreviar, designamos por 1 4 z, la expresion entre corchetes :
IP, —Im} <I(1+ x,)

Y desarrollamos por la féormula de Mac-LAuriN este logaritmo, de-
teniéndonos en el término de 2.2 grado que tomaremos como comple-
mentario, se obtiene :

P, _ It <z 1 (10)
" T2+ 0z,
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Ahora bien:

‘an—l y—s y
S 2 * 3 +'"+n—{—1

m,

(n+ !
< ny (11)

siendo y independiente de n y finito, serd también para un y; >y ya
que ¢, - 0
)

Ay
3 +o | 0 D+
n m” < ny;
y de la acotacion (10) resulta :
IP, — Im% < ny, (12)

de donde:

que se puede poner en la forma

1

”‘/ -
e
[m}; < o 1 1

: Y1
1 o bien — T <e V =
EY \/[ﬁ: « [P, ]2

Ve

Si no se trata de vértices de las {m}} y {m,}, la diferencia

(13)

IP, — I}
estara comprendida entre
lf)n' - lﬁ; y lﬁn" _ lf_n—:n

siendo m} y mj} los vértices mas proximos entre los que estd com-
prendido m?.

Por consiguiente : si a partir de un cierto n =» se verifica para
todos los vértices :

IP, — lm: < ny
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sera para todo n > », aunque no se trate de un vértice
IP, —Im: < ny

que es la misma condicién (12) de la que resulta la (13).

. . 1 A . .
Ello nos dice que, la serie Z \7_=1 tendra el mismo cardcter que
P

la Z‘ _”_}—1’ la cual es divergente, por la supuesta unicidad de la
Vmﬁ

F (2), pues las sucesiones {M,,}, {m,,} y {mi} difieren entre si en fac-
tores exponenciales.

Para resumir, todo lo expuesto en este caso, diremos :

«Si la funcién F (z) queda determinada univocamente mediante la
serie de facultades (1), para que la funcién derivada F’ (z) se aproxime
asimismo univocamente, serd condicién necesaria y suficiente que sea :

1
e = (14)
Vi
donde
CMp+ty Bty 0 D)4,
2 n-+t+1
P, = n¥e
JT

sen (Z'Q‘

Como quiera que esta divergencia ser4 dificil reconocerla, debido a la
complejidad de la sucesién P,, se podra reemplazar en los casos prac-
ticos, por una condicién suficiente que asegura la divergencia (14). Esta
se expresa con la desigualdad (11) que podremos poner en esta forma :

%(n—{— 1!

e %
2 + 3 +'"+n—|—1

n CM pr+1

<y (15)

siendo y finito e independiente de n».

3.2 Unicidad en la infegracién

Se ha visto en el capitulo anterior que si la funcién F (z) admite
como serie de aproximacién asintética en R, la serie (1) con cotas M,,

la funcién @ (z) = — / [F (z) — Ezg-\ dz se puede aproximar:

z
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a) Mediante la serie (4) obtenida integrando término a término
la serie (1) (Teorema IV).

b) Mediante la serie de facultades (5) dada por N6rLunD (Teor. VI).
Las regiones en las que son vélidas tales aproximaciones ya alli pre-
cisadas, son regiones R*, interiores a la regién R, en las que se verifica

o0
2
Izlnﬂ_/; W<K

Las cotas de aproximacién vimos que eran :

en el caso a) M} =M, ,K]] (1+;)
s=1

en el caso b)

1 L1 , Bh’ R ay_ oy
* __ * = _ _ 7 v . t—v-i-
N,,,—M,,+}2aﬁ 2 VS ST

nl+ g,

Con razonamiento andlogo al utilizado en la derivacién, se obtienen
como condiciones de unicidad las siguientes :

en el caso a) Condicién necesaria y suficiente :
1

—_—

M,*

ZV"——, = o (16)

en el caso b) Condicion necesaria y suficiente :

1
2= (17)
P
Il , n , BL’V—I) au—‘u—!—l\ N
Mﬁ+1k —I— ]-2 a, Z‘(— 1) —-Dl—ﬁ! nl T~ €y
siendo Pi = : = PR
sen OC'2'

.Y como condicién suficienfe que asegura esta ultima divergencia, que sea

1 i v BLV—U au——’u-{-l!
‘é“""‘g?(—l) T

n M;z-[—l k

<y (18)

siendo y finito e independiente de n.
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CAPITULO I1II
EL CALCULO CON SERIES ASINTOTICAS DE FACULTADES
1. LINEALIDAD

Si dos funciones F(z) y G(2) tienen unos desarrollos asintéticos
dados por

n—1 assl
|z(z+ 1) ... (z + n)]| IF(Z) TL @t ). 2+ ) <M
n—1 b.s! (19)
. Ss
lz(z+ 1) ... (z + n)| ‘G(Z) —g zz+1)...(z+s) <N

se obtiene sumando :

n—1
[F(2)+ G(2)] —20 z(_z(—cll:i—)_—%

|2z 4 1)... (2 + )|

<M,+N, (20)
luego :

TeoreEMA VII

« La serie de facultades obtenida sumando término a término las series
que aproziman F (z) y G (2) en las regiones R, y R, respectivamente, es la
aproximacion asintética de la suma de las funciones F (z) + G (2) en la
region R, interseccion de las R, y R,, y las cotas de aproximacién son las
sumas de las cotas respectivas».

Es también evidente, que si « es un factor cualquiera positivo se tiene :

n—1

, [ B Oﬁassl
|z(z + 1) ... (2 + n)| }ozF(z) "%z(z+1)... ) <aM, (1)

por consiguiente :

TeoreMA VIII

« Toda combinacién lineal o« F (2) + BG (z) 4 ... de un numero finito
cualquiera de sumandos (x, §,... numeros positivos), podrd aproximarse
asintoticamente en la parte comiin a las regiones en que se aproximan las
funciones F (2), G (2), ..., a una serie de facultades asi :

n—1
2+ D )] [2F @+ FE@ + ] — 3 St Ll

<aM,+ BN, + .. (22)
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2. Probucto

En el caso de la convergencia ordinaria, N6rRLUND en la monografia
antes citada (V-b-218) demuestra, que el producto de dos funciones
F (2) y G(2) desarrolladas en series de facultades convergentes, se puede
desarrollar también en serie de facultades convergente, asi:

c 1! (cy—¢y) 21 (c3—cy) 3!
F@ 60 =T e netrd e ey T @
en donde :
S — 1 DL @) S0, b)
=0
siendo

S (@) = 2: (9 1 ”) a,

Aqui nos ocuparemos del problema anélogo, pero suponiendo la con-
vergencia no ordinaria sino asintética.

El procedimiento que seguiremos serd el utilizado en el capitulo I
al tratar de la derivacion e integracion.

Sabemos que

a a, 1! a,2! as 31
FO~ 2t G D T 26T DT D T T DT DET T
v (25)

by b1l by 21 by 31
GO~ et DT 2eF DT D T eF DD+

Consideremos las dos sumas parciales de una y otra serie, hasta los
terceros términos inclusive. Su producto término a término nos da:

Gby | (@b + abg)1l ;b 11 +(aob2+ a5 by) 21
22 22(z+ 1) P22z 4 1) 22(z+1)(z+2)
(@, by -+ @, b)) 21 a, by 2121

2+ 1) E+2)  2@E+1)?(E+2)?

_l_

_|_

+ (26)

Considerando ahora esta expresiéon, como una funcién de z de la que
deseamos calcular su desarrollo asintotico en serie de facultades, obte-
nemos como coeficientes por el procedimiento de los limites encadenados,
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. a, b, 2121
w=lmiTe Tt (z-|f 12)2 (z+ 2)2] =0
. ra, b a, by 2121
11 =1 L1y %0 2 0p _ol—
all=lm+ 1) |22 4 BT 0] a b
. I 1 a, by 2121
2l =lim(z+ 2 bz+ I S bt Rl ]2
&3 Z_lno(z F )_ao 0, -+ Tz(z—{—-l)(z—*—2)2. I agbo+ agb; + ay by
431 =1im @+ 3) [... — (apby+ o by + q bo)] -

= 2(ag by + ag by + a; by) + a; by 11 4 (ag by + a, by) 21

%4l =1im (z+4) ... — 2(agby + agby + a; b)) — a, by 11 — (ag by + azbo)2l]=

= 6 (agby+ ag b, +- a3 bg) 4 4a, b, + 6 (ag by + a be) +- 2(a, by a, b;)

y asi sucesivamente.
De estos resultados deducimos como coeficientes del desarrollo, los
siguientes :

0(020
Oc1=l10b0

_ Gy by+ ag by + a; by
oy = 5
Ul=a0b0+a0b1—}—alb0+tll_l)1_Laob2+a260

» 3 6 3

_ Uobytagb +a; by | ay by | agby - azby | @ by ay by
= 4 T T 1 T 1

Ahora bien : si calculamos los cceficientes de la serie (23) dados por
las féormulas (24) obtenemos :

CO=O
¢; = ayb,

g+ ayby - a3 b,
82—61—— 2

aghy+ aghy+ a;by . a;b; | agb,-+ amb
c3—c2=°0+%1+10+171+02-;20

agbo+ agh; + a;by . a;b; | aghy, - asby @ b, ayb,  agbst-a.b,
0, — ¢y — 2020 ?11 10_|_1T1_|_02420_|_1zi;21+03—‘{1—30
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con lo que se observa que el producto (26) de las sumas parciales de
tercer orden de las series (25), tienen como desarrollo asintético, una
serie de facultades cuyos tres primeros términos coinciden con los tres
primeros de la serie (23) dada por NOrRLUND en el caso de la conver-
gencia ordinaria. El cuarto coeficiente difiere del correspondiente ¢, — ¢g
ayb; + ag b,
-

Asi, pues, tomando en las series (25), sumas parciales de orden n se
obtiene la siguiente acotacion :

en el ultimo sumando

|z(z + 1) .. (2 + 1) g as! "i by s! B
“ 2+ 1) 249 & 2@+ D) ..+ 9)
”;1 (cs — Cs_ )Sl _
—%()2(24— l)...(1z+s) < [€y — Cuq| R+ &, 27)

siendo ¢,, como se ha visto en casos anteriores, un infinitésimo para
cada n cuando z — oo,

Por otra parte : de las acotaciones (19), se obtiene por multiplicacién
miembro a miembro :

n_1 bsSI "3 asS!
F(z)‘G(z)_F(Z);;:z(z+1)...(z+s)"G(z)§2(2+1)---(2+5)+
n—1 assl n—1 bss[ M"N,.,
+§02(Z+1)___(z+s)'s=0z(z+ DoGro)| ~zerD..ct P

para abreviar pondremos :

n—1

- a,s! & b, s!
Z'”=Z|z(z—{—1)...(2'—{—3) Z”_ZZ(Z+1)---(Z+3)

s=() s=0

con lo cual

M,N,
lz(z+ 1) ... (z+ n)|?

IF(‘Z)G(Z) - F(Z) Zb — G(Z) za+ Za'Zbl <
que podemos poner también en la forma :

M,N,
z(z+ 1) ... (z+ n)|?

|F() G — ZaZp+22. 38— F@)Z — 6@ 2| < |

23 — Collectanea Mathematica.
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y con mayor razoén :
M,N,

|F(2)G() — L, Zs] — 1222, — F() X, — G 2| < |z + 1) ... z + n)[?

0 sea:
FO6E ~ %% < poriy e+ 25— FO T - 6O % -
e R T |G E - FO T+ (55— 6()-E)| <
MnNn

Iz(z +1).. (Z'l‘n)]z + |Zb| : IZa - F(z)‘ + IZaI-I}:,, — G(z)]

pero en virtud de las acotaciones (19),

M,
|z2(z 4 1) ... (z+ n)|

N,
lz2(z+ 1) ... (z + n)|

|12, — F9)] < y |-G <

luego :
[F () G2) — ZaX| <
M,N, M, N,
< |z(z+ 1) ... (z + n)|? + 2] |z(z+ 1) ... (z + n)| + 1%l |z(z+ 1) ... (z + n)|

o también :

n—1 n—1
2+ 1) ... (z+ n)l'}F(z)'G(z) — 2 20
s=0 s=0

<

n—1

ags!
Zz(z+ 1)..(z+9)

s=0

M” Nn

"3 by s! i
s M
< !z(z—i—l)...(z+n)|+ 2 n

Szz+1) ..z + ),

N}l

Si en el segundo miembro podemos z = 1, habremos mayorado la
cota, puesto que trabajamos en entornos del infinito ; y queda :

" agsl "3 b sl
2G+ 1@t ) F(Z)'G(z)‘;;z(ur .Gt s)'§z<z+ D GTs) =
M,N, a, @ a,_ b b b,_
<(n—|—1)!+ T+§—|—---+Tl N, + T"+—21“+---+ nlM" (28)

sumando ahora las desigualdades (27) y (28) obtenemos, finalmente :
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'S (e — ey s! M,N,
|z(z + 1) ... 2 4 n)| }F(Z)'G(Z) ‘gz(ﬂrl)--- Crol = (n+1)!+

. b
P G 1°+—21+...+b”T‘1{Mn+|cn—cn-1lnl+8» (29)

con lo cual s¢ ha demostrado :

La serie de facultades que NORLUND maneja en el caso de la convergen-
cia ordinaria, para dar el desarrollo del producto de dos funciones, aproxima
asintéticamente el producto cuando las dos funciones poseen desarrollos
asintéticos dados por (19) y las cotas de aproximacién son las que expresa
la desigualdad (29).

3. POTENCIAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION

En el caso particular en.que F (2) = G (2), designando por a® los
coeficientes ¢; — ¢;_;, en cuya formacién q; = b;, 1a acotacion (29) se
convierte en esta otra:

n—1 (2)

2z(z+1) e

2+ D G+ ] [[F QP

M3 lag Ay @) (2)
<(n—+1—)!+ “+ + = M+lanln!+ = M,
teniendo en cuenta que a(, =0.

Aplicando nuevamente la férmula (29) para la funcién [F (2)]2 y la
F (2) que sabemos verifica la acotacion

-1

‘ ags!
|Z(Z+ 1) (z+ n)l F(Z) 2 Z(Z+ 1) (Z+ S) M” (30)
resulta :
‘ . . n—1 (g) sl ‘
|z@z+ 1) ... (z + n)| |[F (2)] ‘“SZO et Do T B
Mf?) M,, agg) a;z) (2)
Rl T Fa A ¥ R

2 3 3
+ |2+ 2+ A 22 MY a0l 6 = MY
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aqui ocurrird aé‘” 0 y los a® representan los coeficientes

Cs— Cs_3 construldos con ¢ y a,.
Multiplicando ahora esta ultima y (30) se obtiene andlogamente:

n—1 ag‘”sl
|z(z + 1) ... z+ )| [[F (2)]* —goz(z—{— ..+ 3)‘ =
M(3)M a[()‘” a(l‘” aff’l
<(n+1)xJr Tttty ’M”+

+ _|_ + + b | M\3) + la(4)|n' + 8,(,4) — M’(L-i)

1) (4) (4)

siendo a:‘, =a =a =0.
Y, en general, para K <n:

. n—1 a(-l"s! I
24+ 1D ..+ 0| |[[F@] — - ,<
2E+ Dt m| [FOF -2 ey

M(k 1)M (k 1) agk—n g 11)
<aTprT + g e T M+
+ 24 S 2 MY 4 (| nl 6 MY
donde ag') = aik) ——aﬁk)z = 0.

Férmula que nos ofrece la posibilidad de obtener la serie de facul-
tades que nos aproxima asintéticamente una polencia cualquiera de la
funcion F (2).

4. Pormnomios EN F (2)

Si oy, og, &g, ..., o SOn constantes cualesquiera, podremos escribir :

n—1

- 1%s l
|z(z+1)...(z+n)| |o; F(2) “Zm%z—i-@

s=0

" a,a? sl

2G4 D) 0] (@[ FOP — 3 s

<|o| M,

< || M?

s=1

n—1
2G4+ 1)+ 1) |0 FOP— ) Eﬁ?)l < oo MY

§=2

—_ k
" oz a sl

|2(z+1)...+n)| ock[F(z)]” Zm <l MY (k<n)
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que sumadas dan :

|z(z+ 1) ... z + n)|

(uF @)+ e[F@OP+ ... + alFEF) —

n—1 - - (2) -1 (k) !
o, a5 S! 1w a? sl 2 oapa sl );
— —1 s . — <
(OZz...<z+s)T? SRR AP s e
< |ow| M, + || MY + ...+1ak|M:Z (32)

con objeto de dar a esta formula una forrna mas simple, desarrollaremos

los sumatorios asi:

a1 a,2! a; 3! , a,_,(n—1)!
e et D TP DETY) P Dt DG T M) 1)
a? 11 s 2! a 31 a?  (n—1)!
az(z—{-1)+ 2 I G2 z(z+1)(z—|~2)(z——3)+ I PP S A
at21 ai’' 31 a? (n —1)!
T DD T DEIETH T et D D)

al i (n—1)!
z(z—l—l) .(z4n-—1)

sumando ahora por columnas, es decir, agrupando las fracciones de igual

denominador, queda :

(ocla1—|—oc2a(‘2’)1! (ot a5 + o, a -i—on;af').,!A!_

Qo
o — 4+
12

(“1 a3+ oo a3 af + 0‘3a(s;) + oc4af34)) 3!
2z 1) (z+2) (z+3)

_|_

.t

z(z+ 1) z(z+ 1) (z+
0 +(°’1 0,y + %@+ .. +0€kak )(k—-l)‘+
zzZ+D(E+2)...(z+k—1)
(OC]_ Ay 71" ] allr.—l + + G (1/&@.1) (Il _ 1)l
z2z+ 1) ...¢z+n—-1)
con lo cual la acotacion (32) toma la forma :
s+1 k
(Z % aﬁ")) R (Z 2 aﬁ”) s!

= R <

lzGz+ 1) . G+ )| | 2 0 [F (2] —
1=1

— z(zl——{-— 1)...(z+9) Jr; z(z-q-\l)...(z—i-s)

I3
< s M | (33)
i=1

con lo que se ha consequido la serie de facultades que aproxima asinidtica-
mente un polinomio en F (2).
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CAPITULO 1V
EJEMPLO

Es sabido que la integral de LarrLAce

1
F@) = / £t () dt (34)

en la que ¢ (f) es una funcién holomorfa en el circulo |[{ — 1| <1, y de
orden finito sobre el circulo, es representable por una serie de facultades
convergente. Entre la abscisa de convergencia y el orden citado existe
la relacién : si 4 es la abscisa de convergencia, el orden de {1 ¢ (f) sobre
elcirculoes A4+ 1si >0, y > 1+ 1si 1< 0 (V-b-188).

Pues bien : si elegimos una funcién generatriz ¢ (f), tal que, {1 ¢ (f)
sea de orden infinito positivo sobre el circulo, la integral de LAPLACE
(34) nos dar4 formalmente una serie de facultades, cuya abscisa de con-
vergencia serd 4 oo, es decir, serd divergente en todo el plano.

A tal fin, tomamos

O < pn
t ;e (=)
que es evidentemente convergente en el circulo |f —1| <1 ya que

\/n
llm\/‘/’H —hme” 1 —¢ =[1—1¢

—> o

Ademds, el orden de {~!¢ (f) sobre el circulo es :

Vi
hmle—= _mﬂ=oo

1 —> o ln I — ©

La integral (34) tomard la forma :
1 w 1 o
F(2) =/ tz—iZe‘/”(l -—t)”tdt=/ Ze‘ft:(l —hrdt =
0 0 0 o
=2 = 1
= Zef/ (1 —tHrdt
0 0
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Efectuando la integracién por partes:

1: " nt2+11 n /11‘ 7n—1
AtﬂfJ)ﬂ=hl—ﬂz+wl+z+l0t+(1—0 dt —

1
41 (1 — p~1
= 1./0.t (1 — *-1dt

Con calculo analogo se obtienc:

n

z+1

1
/ﬁ“ﬂ—”*ﬂ=
0

n(n —1) !

Grhe+D), AT

y, por consiguiente, al cabo de n integraciones sucesivas se habra

obtenido :

1
/ £ — r-ldt =
0

1 o
/ ts-iZe‘fa — O tdt =
0 0

n!

@+¢)@+2»n@+nxl”“““=

n!

T E+FDEF) e+t

De manera que:

Aplicando ahora la transformacién

2, ag sl
Zo‘z(z—i— D..(z+5)

de la serie obtenida (35) resulta :

de donde:
1=a°
e=ay+ @
Ve
e =aqt+a+a
Vv

e 2=ao+a1+a2+as

....................

» e\/;n! -
~ (z+1)(E+2)..c+n+1)
— o~ (a0+ a1+ e + as)s! "
%(z+1)(2+2)...(z+n_|_1) (V-b-193)
e\/-*=a0+ ay 4 a5+ ...+ a
a =
a1=e_1
0 sea: = i
02=ev“—(3—1)—1=e\/"—e
(13=e\/3_(e\/§_e)_(e_1)_1=e\/§__‘e\/§

...........................................

...........................................
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y se obtiene finalmente :

g 2 T =ty rdt = > (" — ev;> st (36)
_/[: T &z(zF 1) .. (24 8)

0 s=0

Se nos plantea ahora la cuestién siguiente :

Por una parte, existe una funciéon holomorfa F (z) (cuyo dominio de
holomorfia precisaremos luego), definida por la integral (34). Y por otra,
la misma integral nos ha proporcionado de una manera formal, la serie
de facultades (36) divergente en todo el plano, debido a la elecciéon hecha
de la funcién generatriz ¢ (f). Deseamos estudiar, si la serie (36) puede
aproximar asintéticamente la funcién F (z), con qué cotas y en qué
region.

Para ello estudiaremos la acotacién de los productos

2(z 4 1)... (2 + n)]| F(Z)_§<w_em>sl'
2@+ 1) (A 2 F Dt

o lo que es lo mismo :

|z(z+1)...(z+ n)|

1 © 7 1 n—1 \/g
/tz—lZ’e (l—t)"tdt—/ t-1>e (1-1)*:«11‘ =
0 0 0

0
1 w0 -
/ t:—1 Ze‘/‘ (1 — t)stdtl <
0 n
1 \/;
/t=—1e (l—t)”tdtl-{—
0

1 © \/'c'
/ r-1>le (1— t)stdt‘ =
0 i1
v
e nl

= lz(z—i— 1),__(z—{—n)| |z + 1] |z+2|.-- [z+n+1|+

= |z + 1) ... z + n)]

<l|z(z+ 1)...(z+ n)|

+ |2z + 1) @+ 1)

+lz@z+ 1) ... 2+ n)| ‘/1#*—126\/; a- t)‘tdtl 37)
0

n+1
. . s Vi
Para z -» oo, el primer sumando tiene limite igual a e nl mante-
niéndose inferior a él. En cuanto a la integral que aparece en el segundo
sumando, facilmente se ve, siguiendo el mismo método, que es un infini-
tésimo de orden n -+ 2.



Desarrollos asintéticos en series de facultades 185

Por consiguiente, la cota superior de la suma (37) ser4, K ew nl+ ¢,
siendo 0 < K < 1y ¢, infinitésimo para cada n, cuando z - oo,

Si ponemos : Ke\'("n!—{-s,,:ewn! (K+ En )=ewn

! ’
7 K

e nl

. £ .,
podemos conseguir que K’ = K + \/+ < 1 sin mas que tomar n su-

n

e nl
ficientemente elevado.

Se tendra por tanto:

1 F "—A(W_"m)s' Vinl<enl (38
|z(z+ 1)...(z+ n)| (z)—%)z(z+1)...(z+s)<e nl<e’nl (38)

Como cotas de aproximaciéon tomaremos, pues: M, = e”nl.

Para ver ahora en qué recintos es posible esta aproximacién asint6-
tica, estudiaremos previamente el dominio de holoformia de la funcién
F (z) definida por la integral

F(2) = /: = S —yrtar (39)

Utilizaremos para tal objeto, el Teorema de Virari (VII-121) y
(I-170).
Designemos por f(z, f) la funcién bajo el signo integral (39)

et =t-13 (1 — it
0

que serd holomorfa en todo el plano finito.
Es, ademads, uniformemente acotada en el semiplano R [z] = 1, pues:

@ 0] ==t > eV 1 — oy
0

y va que 0 <t<1, si =1 también sers :
2y Vi
e

0

lf@ 8] < -9t

Ahora bien; la funcién ¢ (f) = Zew (1 — "t es continua en
0

(0,1) se anula en { =0 y ¢ =1; por consiguiente, alcanzard un valor
maximo para un cierto valor £ = 7 del intervalo (0,1).

24 — Collectanea Mathematica.
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=) ,\/;
La serie numérica E e (1 — 7)*7 serd convergente y mayorante
0

de la Z‘ eﬁ (1 — #"1. Designando por S su suma, podremos escribir :
0
f@t)] < Z‘ew(l —7)r =S
0

Luego f(z, f) es uniformemente acotada en el semiplano RzZ] =1
como desedbamos probar.
Consideremos ahora la sucesion {®,(z)} construida asi:

10,9+ (G 2)+ ot 1B )

n

¢n (Z) = n

obtenida fraccionando el intervalo (0,1) en n partes iguales. Como estas
®, (2) resultan ser valores medios de la f(z #) en (0,1), también seran
uniformemente acotadas en el semiplano R[z] =1, es decir

1P, ()| < S

Por otra parte ; por la definicion de integral definida

lim {djn(z)} =/1f(2, f) dt

n— 0

Este limite es finito, pues:

1 1 2 i 1
//(z, t)dt‘: sz—tZe (1—-t)”tdt! </ 1
0 0 0 0

! S
</ F-18dt=-< 8§
0 x

>) V" (1— t)"tdt' <
0

Aplicando ahora el citado Teorema de ViraLi, ya que estamos en: las
condiciones que estipula su enunciado, resulta, que el limite de la su-
cesion {®, ()}, es decir, la integral

1 0
F(z) = /0 tz_lZew(l — D" tdt (40)
0

es una funcién holomorfa en todo: semiplano R[z] > 1.
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Por consiguiente : en cualquier semiplano R[z] = 4 > 1 serd posible
la aprozimacién asintética expresada por la acotacion (38).

Las cotas de aproximaciéon hemos visto son: M, = e"n!

En esta sucesion de cotas ocurre que M, = M, por la naturaleza
de los factores que la componen.

Ademss, con suma facilidad se obtiene que:

1
2w “h

lo que nos dice, que la serie (36) aproxima la funcién F (z) definida por la
integral de LarLaceE (40) con unicidad.

Obsérvese que la region en la que es valida la aproximacién asintoética
que consideramos, es como ya se ha dicho, el semiplano R[z] = 4 > 1
que es del tipo citado en el Cap. I, pag. 149, cuando « = 1, lo que debe
tenerse en cuenta al aplicar la condiciéon C,. Por esto, la divergencia
(41) asegura la unicidad.

La funcién derivada

1 ©w ‘\/1-1
F (2) = /0 ol >e’ (1 — by tdt
0

la podremos aproximar, bien mediante la serie obtenida derivando tér-
mino a término la serie (36), o bien mediante la serie de facultades de
No6rLunD para la derivada.

En el primer caso, la serie de aproximacion sera :

(V" — & ) s [1 1 1

QP rean S d PR o e i

42

Recordando el Teorema II (Cap. I, pag. 147), la region R’ en que la
serie (42) aproxima la F’(z), serd cualquier semiplano Rz] >4 > 1
con las cotas de orden uno dadas por

#t+1
MY = ce*nlpitt (1 + ,13) para n=1, 2, 3, ..

s=1
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Esta aproximacion se realiza con unicidad, pues se cumple la condi-
cién (9) (Cap. II, pag. 166), ya que :

(o)

1
2 Vernl it B

si se tiene en cuenta la divergencia (41).
En el segundo caso, la serie de aproximacién sera :

e\/sTl . e\/ET.z ex/ﬁ _ e\/ST:i e—1 1
( 1 + 3 +“+s—1+§%1
—Z z2z+1)(z+2)...(z+ 9)
con las cotas
L[V Vi Ve 1
NIW = a0 4 7{‘ 5 + 3 + e+ A1 (n+ D4 3»}

siendo los recintos los mismos que en el caso anterior. (T. III, Cap. I).
En cuanto a la unicidad, también existe en este caso ; pues se cumple
la condicién suficiente (15) (Cap. II, pag. 172) que es:

4
nt+1
n M, u*tt

(n 4+ D!

ay—1 a1
g T3 toF . o .
<y (siendo y finito e independiente de n)

En efecto:
La condicién anterior tomara la forma

‘e\/m——e\/m em—evm e—1 1 |
n+1 = (43)
ne*nlu;
R A JPXI %+
o pHL] e '§+ e \3 2
o=
e 1 1 e (1 1 1 1 I\ln41
T (z*§>+~-+e‘»(rn_1)+a(n+1‘a) n =
1 1 1 1 1 1 1 1 \\n+1 1
<’§+(§_§>+<Z_:§>+"‘+(?z_n-—1>+(n+1_71>| 2 —an
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¥, por tanto, el cociente (43) siempre podra ser menor que un némero y
finito, positivo e independiente de n, lo que prueba que existe unicidad.
En cuanto a la funcién

o) — _/m [F(z) — %]dz — —/w [/1#-12”8”(1 — tyrtdt — ;] Az (44)
z z 0 0

admitird como series de aproximacién, la que se obtiene integrando
término a término la serie (36) que aproxima F (z) que seré:

,E )lz(z—{—2) \/3_6\/§>l z(z+ 2)®

et e crrery T W

y también la correspondiente serie de facultades de N6rLUND

- . v Vs—widl V5=
[_(e\/s'_H_eVs)+é(e\/s_ Vs—1 1)-—|—Z(—1) B’ 1).6 — € ]S!

r— 1
2 z@Tn@T>m@+9

(46)
Si consideramos la serie (45), las cotas de aproximacién serdn :

M} =ei(n + l)l-K-]“Y(l + ;-)
s=1

(Teor. 1V, Cap. I, pag. 157).

Y como la regién en la que se aproxima F (z), es decir, el semiplano
R[z] > A< 1, es un ejemplo de las que llamabamos de estructura radial
(Teor. V., Cap. I, pag. 159), la region de validez de la aproximacién que
consideramos serda el mismo semiplano.

En lo referente a la unicidad, facilmente se demuestra que existe.
Pues la condicion (16) (Cap. II, pag. 173), equivale a la divergencia

1
2 e TR

que, evidentemente, se verifica, teniendo en cuenta (41).
Si utilizamos la serie de facultades (46), segun el Teorema VI (Cap. I,
péag. 161), las cotas serén :

v—1) \/n—v+1 AVn—v
—¢ nl4¢
y—1 "

NE= - Sy B
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y la region donde vale la aproximacion, es la misma que la conseguida
empleando la serie (45).

Existe también unicidad ; pues aplicando la condicién suficiente (18)
(Cap. II, pag. 173), se obtiene :

7 iy — '\/n—v—l-i \/E'

1(vi i1 LBy Y e —e

ﬁ(e —e )+§<_1) 1 nl
nen-{-l(n + l)l (47)
nv—1)

y como los coeficientes m:—l) son todos menores que la unidad

(como puede verse en las tablas de estos nimeros (V-a-462)), la fraccion
anterior serd menor que

\1 (e\/; — e\/”_—z) + 72 (e‘/m - e\/m)

5 n!

nei(nF Dl <

e T T =y 1
entl n(n4+1)

I U 1

e*tl n(n+ 1)< n(n-+1)

¥, por tanto, la fraccion (47) puede ser menor que un namero y finito e
independiente de n. De lo que se deduce la unicidad.

Barcelona, abril, 1954,
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