SINGULARIDADES DE UNA HOJA DE SUPERFICIE
ALGEBRAICA A PARTIR DE SU SERIE DE PUISEUX

por

E. Casas ALVERO

InTrRODUCCION. En un articulo anterior ([1]) se ha efectuado un
estudio de las singularidades unidimensionales de una superficie
algebraica; si S es una superficie irreducible sumergida en una varie-
dad de dimensién tres, V3, y C es una curva de S simple en V3, se
presenta un ntmero finito de hojas de S con origen en C, cada una
de ellas estd constituida por C y una curva de cada uno de los entor-
nos de C en S. Dichas hojas son el anédlogo de las raimnas de curvas
vy a cada una de ellas viene también asociada una serie de Puiseux.
Mostraré aquf como, a partir de la serie de Puiseux de la hoja, quedan
determinadas las curvas infinitamente préximas a C que la compo-
nen, asi como sus grados y multiplicidades, en un proceso anilogo
al de ENRIQUES ([2], libro IV, cap. 1). En particular aparecer, como
para las curvas planas, la distincién entre curvas infinitamente pré-
ximas libres y satélites. La singularidad de una superficie a lo largo
de una de sus curvas admite una descripcién por un diagrama andlo-
go al introducido por ENRIQUES (loc. cit.) para las curvas planas.
Mientras no se advierta lo contrario seguiremos bajo las mismas
hipétesis y con las mismas notaciones y terminologia de [1].

l.— LA SERIE DE PUISKUX

Sea S una superficie irreducible de una variedad irreducible
de dimensién tres, V3, C una curva irreducible de S simple en V;
y ¢ una hoja de S con origen en C. Supondremos, como en [1], re-
presentado el completado del anillo local 6 de C en V3 como un anillo
de series, § ~ K’ ([x,y]] ; K’ es isomorfo, a través del paso al co-
ciente, al cuerpo de funciones racionales de C, K = % (C). Asimismo
el completado del anillo terminal de la hoja serd Q[[f]], donde, a
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través del morfismo canénico K'[[x, y]] =2 [[£]], 2 es una extensiéon
algebraica de K’ de grado igual al grado g de .

Identificaremos K’ con K a través del morfismo de paso al co-
ciente, con ello podemos identificar 2 con el cuerpo terminal de la
hoja como extensiones de K’ = K, y el cuerpo de funciones racio-
nales de cualquier curva de la hoja se identificard a una extensién de
K contenida en £.

La serie de Puiseux de { tiene la forma

- \3fr

iz a; (i)/ (1)
c /

donde » es el orden aparente de la hoja, las a; ¥ ¢ son elementos

de 2 y no existe factor comtin a » y todos los numeradores ¢ correspon-

dicutes a términos no nulos ([1], corolario IL.S5).

Como para curvas planas, si » > 1, llamaremos primer exponente
caracteristico de la serie al menor exponente no entero que aparezca
en un término no nulo de la misma, sea »' [y = a;’/a; en forma irredu-
cible. El segundo exponente caracteristico serd el menor, correspon-
diente a un término no nulo, que no admita denominador «;; lo
escribiremos en la forma ay'[u; oy con m.c.d. (ay, ay') =1y ap > 1.
Asf sucesivamente, el dltimo exponente caracteristico tendrd Ia
forma o)/[a; ...« con m.cd. (o), 0) =1 o, >17y aj...0 =7
Obviamente, si » = 1, la serie carece de exponentes caracteristicos.

Sera conveniente escribir la serie de Puiseux poniendo en eviden-
cia los exponentes caracteristicos, en la forma.
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donde A; = a,/c’,i=1,...,h y los restantes coeficientes son los

de la expresién (1). Por hipétesis 4; 0 #0 v 1 =m.cd. (x, )
para j=1,...,q.

Escribiendo términos nulos si es necesario, supondremos que
ah<oy <ag(h+1) v oj(hio+o'ioq) <of <oy(Bj_y+o'jo1+1)
para j=2,...,4.



Singularidades de una hoja de superficie algebraica 135

En el caso » = 1 entenderemos que en la expresion (2) es & = oo,
g = 0 y no existen los términos con coeficientes 4; ;.

Para cada j,7 =1, ..., g, supondremos elegidos enteros §; y f;’
de manera que

l=oc,ﬂ7—|—oc,'ﬁ7' j:—l,,q (3)

Las conjugadas de la serie de Puiseux tendrdn la forma

a + 1
-

vie +1) e + i

Yio1o(d)w + Xitoo(d,,) (—1—) e R
o (c)

a 1 , Y,
1 )—“1 o v +12) ey + ¢

() _

'i" Eit';o 0'(14.2’,;)( E oy ay X oy oy + C e +

% i ) L
)a,...a, viog +i) o+

Eoyg ...0g X ay...0

+ Sizo 0 (4, (_&.ic_)_

donde ¢ es una de las g inmersiones de 2 en la clausura algebraica K
de K que extienden la inclusién K — K, y & es una raiz »-ésima de
la unidad.

Al escribir las conjugadas debe suponerse elegida, para cada v,
una determinacién de o (¢)1?; variando dicha eleccién no se produce
més que una permutacién entre las conjugadas correspondientes
a una misma o. Mds adelante haremos uso de esta posibilidad de
eleccién para simplificar algunos célculos.

Si ¢ es una raiz v-ésima de la unidad, convendremos en escribir
g = gla---% 5=1 .., ¢g. Mientras ¢ recorre las raices »-ésimas de
la unidad, ¢; recorre las a; ... o;-ésimas (v/w; ... o; veces).

2.— 1,AS SUMAS PARCIALES DE LAS SERIES CONJUGADAS.

Sabemos ([1], corolario II.5) que las »g conjugadas de la serie
de Puiseux son distintas entre si; obviamente, no ocurre lo mismo
si se sustituyen las conjugadas por sus sumas parciales de un grado
dado; determinaremos en primer lugar el ntmero de sumas parcia-
les distintas para cada grado, o, equivalentemente, el orden de po-
lidromfa de cada suma parcial de la serie de Puiseux cousiderada
como funcién algebraica del punto de la curva y la variable x.

Ias sumas parciales de grado igual o inferior a % no presentan
ninguna dificultad: si K; = K (4y,...,4;), j=1,...,h v 9, = [K;
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: K], inmediatamente se observa que el nimero de sumas parciales
distintas de grado j es g;. Si » =1 el cdlculo concluye aqui, para
cierto j, g; alcanza su méximo g.

Suponiendo que exista algin exponente caracteristico, consi-
deremos dos sumas parciales de grado a;’[e; :

h ; 1\
St 01 (4) & + oy (A1) (——) o1 2o
Lo ()

i : 1 \&lw .,
Li=1 (2 (A,) %+ o, (A],O) (—) g% gl
: o (c)

donde o, y 0, son inmersiones de 2 en K sobre K y &, y & provienen
de raices »-ésimas de la unidad segtin hemos convenido.
1. coincidencia de las dos sumas equivale a

4)

1 ay’Jay , 1 \®le
011K, = 021k, 01 (410 (——“’“) g™ = 03 (A1) (-———) £1%
oy () o2 (¢)

De la segunda condicién se obtiene

o a
- (Al,‘o_ 5, (AT
) F 02\

es decir, si Kjg= K,[A7%/c™], de coincidir las dos sumas parcia-
les, se tiene oy x,, = 07|k,,- Reciprocamente, si se verifica esta

dltima condicién resulta o1 (4;) = 02(4:), i1 =1,...,h Yy
1 oy’ foy 1 \%'le
71 ao) (] = o o) ()
o1 (¢) o2 (¢)

con n = 1. Teniendo en cuenta que tanto & como g*’ recorren
las raices a;-ésimas de la unidad al variar ¢; y &; (m.c.d (a1, oy") = 1),
cada una de las sumas parciales correspondientes a o coincide con
una de las correspondientes a o,. El ntimero de sumas parciales de
grado o;'/a; es pues ;g a; con 919 = [Kqg : K],

Para cada familia oy, ..., 0; de inmersiones de 2 en K coinciden-
tes en Ko (I = g/o10 por lo tanto) convendremos en elegir la de-
terminacién de cada o;(c)l/* de manera que se verifique

0i(410) _ 9(410)

1,7=1,...,1 5
o; (c)“l'lat o; (c)“n'/% 7 ( )
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De este modo dos sumas parciales de grado «;’[e; correspondientes
a o; y o; coinciden si y solo si coinciden las raices de la unidad que
figuran en ellas, es decir, en las sumas (4), supuesto oy x,, = 021x,,,
hay coincidencia si y solo si g;*" = &%, esto es, si y solo si & = &; (1).

Si 07 ¥ 0, son dos inmersiones de 2 en K coincidentes sobre K,
de la relacién (5) resulta

B ay By’

sy (L) T ——1_) .
oy (Af%) ( o1 (c) ) = 02 (A1) ( o2 (¢)
y, utilizando (3),

- (Aﬂ" c-Bl> ( 1 )Ilul ., (A ) ) ( 1 )llou
1 \Aip o) 2 Ao @)
Haciendo
Al o o cPren
tendremos
oy (Hy) _. 92 (Hy) (6)
op ()il oy (c)tim

’
. . «
Pasemos ahora a considerar dos sumas parciales de grado——

(G <h sig>1):

o + 4

21 1 0'1 i) xi + ZZ;=0 o1 (Al,-i) (_O-_II(T)_) oy 81‘7‘1' + 4 x—T

/

Vi 1 ul 2.0 i
o A . - X 3
i=1 02 (4, ”+2 ~0 02 ( 1»)(‘ 62(0)) & !

Su coincidencia equivale a la de las correspondientes sumas parciales
de grado «;'/a; v a las relaciones

o + i @y +i

WHio () or () B = e (Ay) o (@) @ Li=1,...5 (7)

Al coincidir las sumas parciales de grado «'/a;, segtin hemos conve-
nido, & = &, v vale (6), de modo que las (7) se convierten en

Ay A ) :
(23] Hlal"*‘i = 0y Hlal,_,_i ?«=1,...,]

(1) Conviene observar que todavfa puede elegirse libremente la determinacién de uno de los

o (c)ll %1, fijada esta quedan fijadas las restantes; tampoco quedan fijadas completamente las determina-

ciones de los o; (c)” ¥ ni las razones entre ellos si a; < ».
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v de ahi resulta inmediatamente que el ntimero de sumas parciales
de grado (e« + j)/ay, j < 5y 6 ¢ =1, es oy g1,; donde g ; es el gra-
do de Kl,i = KI,O {AI,I/HI“’,_FI, ey AI’]'/Hla" +j] sobre K.

El célculo coucluye aqui si g = 1; en caso contrario pasemos
a considerar dos sumas parciales de grado oy’ /o ay:

a_l"+i oy
! . g 1 ) = , .. ATt
Moo () Eo o () () T oemeia a4
’ o1(c) .
o’
A 1 )_ ,
- I %' g 0 Oy
oy (42,0) ( a1 () &% x %
a + 1 , .
\wh i ‘1711 1 “ 2 i ‘ZIT-H_L
2i-102(4)x F Xitoox(4y) | —F5 gt x i
10)
%
1 \ o 2ty o, 2]
A ga (A~ o) | ——= % g Oy O
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Su coincidencia equivale a la de las sumas parciales de grado
(21" =+ 1) [o; v a la igualdad

1 agay , 1 e,
o1 (42,0 (-'———) e = 03 (44,0) ( ) e (9)
o1 (c) 02 (c)
Al coincidir 0y v 05 sobre Kj o, &% = & = & = & y de (9) resulta
L , L
1 % 1 o
o1 (4% (———) = g, (A% (———) 10
1 (A3%) o1 (@) 2 (A422%) >0 (10)

relacién que, habida cuenta de la (6), se convierte en la

o), (45
o |t ) = (5 (in

#

Reciprocamente, si se verifica (11) y coinciden las suimnas parcia-
les de grado (o) - /) /=, se verifica (10) v se tiene una relacién de
la forma

,

%% %2

o1 (A2,0) (711(—))__ — 7 02 (d2,0) (}JT) (1)

con 7% = 1. Con ello, fijada la suma parcial de grado
(%" + Ay) [y coincidente en ambas series, es & = &;: &% y &5 re-
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corren las raices ay-ésimas de &% = &% y la relacién (12) fuerza
que cada una de las a, sumas parciales con o}, al variar &, coincida
con una de las a, sumas parciales con o,. El ntmero de sumas par-
ciales de grado ay’[a;ay es pues, si K, g = Ki, i, [A3%0/H7?],
ayonn, (Koot Kinlor = a102020

donde g, 0= [Kjo: K].

Tenemos ahora la posibilidad de elegir entre las a, determina-
ciones de ((1/o (c))!fu), para cada o; como en el caso anterior,
para las inmersiones cuyas restricciones a Kj o coincidan, se verifi-
can relaciones de la forma (10) y elegiremos las determinaciones de
manera que si 0y y o, son dos inmersiones cualesquiera cuyas res-
tricciones a K, coinciden, se verifique

51 (42,0 (-—--1—)_&1 "t ma) ()

De este modo, la coincidencia de dos sumas parciales de la forma
(8) entrafia e;® = &%, es decir, al ser &2 = g2 y m.c.d. (x, 02') =
== 1, &) = Ez.

De (13) tenemos

%' B B

o1 (45%) (711(5)—)_“1 . oy (45%0) ( 1 —) e

relacién que con la segunda de las (3) es
1 1

A (489 oy @ (h) ™ =ty mow (L)
’ 1 01 (C) - ’ - \

v, utilizando (6)

. 1 \ e , 1 \u=
(o5] (Agfo Hfz) (—;l‘(é)") = 03 (Agfo H?z) ( '—)‘)

Llamando

tendremos

A g Waz- ) ((;)1/“1_;?: ” (14)
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Puede proseguirse ahora de la misma forma, utilizando en pri-
mer lugar la (14) como se ha hecho con la (6) y repitiendo con los
sucesivos términos con exponentes caracteristicos los cédlculos efec-
tuados hasta ahora. En particular serd Kjo = Kj_1,1,_, [A%0/HY 1]y
se eligirdn las determinaciones de manera que si ¢; y o, coinciden
sobre Kj o, se tenga

, ,

o %

o1 (4;,0) (__l__‘) e o (4, 0) (‘_l(‘CT) @ ... %

oy (c)

Se convendrid en tomar
Hi= AP H 1 eQ

resultando
o) oaH)
o1 (¢) ™ o a2 (¢) ™ -
Por definicién:
K =Ko [AJHY*, ..., 4, ;/JHY +%]

conl <e< hysij<gdl <isij=gq.
De este modo, el ntimero de sumas parciales de grado
(0 +d)foy...0; (¢ <K sij<gq) serd

dl o e U.] .97",'

donde o; , = [K; ; : K]. El resultado es valido para j = 0 si se con-
0

viene en tomar gy ; = o; y [l o, = 1.

s=1

3. — RESULTADOS AUXILIARES

Los lemas que siguen resultardn de utilidad a la hora de esta-

blecer la estructura de una hoja a partir de su serie de Puiseux.
Sea dada una expresién f(x) = ¥ , a;(x/c)* donde los a; ¥y
¢ son algebraicos sobre K, a, = 0 y suponemos que » no tiene fac-
tor en comin con el miximo comtn divisor de los exponentes 7 para
los que a; # 0. En particular f(x) puede ser una suma parcial de

de una serie de Puiseux. Consideremos las expresiones

fe(x) = Y, o(a) ( 62) i)i/v &
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donde ¢ recorre las inmersiones sobre K de K (ay, ..., a,,¢c) en K
v ¢ las raices »-ésimas de la unidad. (Como para las conjugadas de
la serie de Puiseux, suponemos elegida una determinacién de o (c)1”
para cada o, sin que importe cual de las determinaciones se elija).
El ntimero de f,” distintas es un mdltiplo de », sea gv: ello resulta de
observar que, fijado o, las f,° distintas son en ntimero de », o también
del calculo completo del ntmero de las f,° efectuado como en el §
anterior. Tenemos:

IEMA 1. Existe una superficie irveducible S, dotada de una sola hoja
con origen en C, de grado o y orden aparente v, cuva serie de Puiseux
tiene por suma parcial de grado m a f(x).

Demostracién. Sea G (v, v) = I (v — £, (x)), con el producto exten-
dido a ¢ de las inmersiones ¢ y a las » rajces de la unidad, de manera
que aparezcan en los factores los g» f° distintos. Observemos en
primer lugar que G (x,y) € K [x,v] : cada uno de los factores G, =
= II (y— f7(x)) es un elemento de K [#1”,y] que permanece in-

13
variante por cualquier sustitucién x1/” «—nx1/" con * = 1, lo que obliga
a que solo presente potencias enteras de x y sea en realidad un ele-

mento de o (K (ay, . .., @,,¢)) [%, y]. Asi G es un polinomio en %, y con
coeficientes en la minima extensién normal de K en K que contiene
a uno de los o (K (ay, ..., a,, ¢) puesto que al no presentar mds que

potencias enteras de x, sus coeficientes son racionales en los ¢ (),
o (¢) (variando o). Basta observar ahora que los elementos del grupo
de Galois de la mencionada extensién normal permutan entre si los
[ v dejan por ello a G invariante.

Sabido ya que G (x,y) € K[x,v] € K[[x, y]], considerado este
tiltimo anillo como el completado de 6, anillo local de C en V3, exis-
ten elementos en 6 cuya diferencia con G es una serie de orden ar-
bitrariamente alto: tomemos F € 6 tal que ord (F — G) > myp; Exis-
te una superficie S’ cuya ecuacién local en un entorno del punto
genérico de C es F; por otra parte las formas iniciales de F y G
coinciden: en estas condiciones la forma inicial de F es de grado
ov y en ella aparecen los términos en x?” e y¢; podemos considerar
las series de Puiseux de las diversas hojas de S’ (o de sus componentes)
con origen en C y escribir F =u H (v — P;(x)) donde » es una

serie inversible y las P; son las conju;;adas de las mencionadas series
de Puiseux ([1], IL.3). Elegida una cualquiera de las ¢, al ser
G (x,f1° (x)) = 0, resulta ord, F (x, f,° (x)) > mo y por ello, para cierto ¢
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ord, (fi° (¥) — P;(x)) > m/v. Asi los términos iniciales de P; son
los prescritos, existe una hoja de S’ con origen en C cuya serie de
Puiseux se inicia por f(x): el ndmero de conjugadas de dicha serie
no puede ser inferior a gv, que por otra parte cs el grado de la forma
inicial de F; asi S’ consta de una sola hoja con origen en C cuya
serie de Puiseux se inicia por f(x). En particular S’ tiene una tinica
componente en un entorno del punto genérico de C, si S es dicha
componente, S satisface las condiciones del enunciado.

LEMA 2. Sean Cy, ..., C, curvas infinitamente proximas a C en Vs,
Cy en el primer entorno de C y cada C; en el primer entorno de C,_,.
Existe una superficie irreducible S que contiene a C, Cy,..., C,_1 v
no contiene a C,,. Ademds S puede elegivse de manera que contenga
simplemente a C,,_ 1.

Demostracién. Considerando las sucesivas transformadas de V;
en las que se hallan las C,,

V3 < V3' < V3” L. V3m-—1) <~ V3m)

C,—1 es una curva propia y simple de V3”1, una superficie genérica
de V3"~1 por C,,_; la contiene simplemente sin contener a C,,; basta
tomar la imagen de dicha superficie en V.

LemA 3. El grado sobre C de una curva infinitamente proxima C,, es
el minimo de los grados de las hojas con origen en C que la contienen.

Demostracién. Obviamente el grado de cualquier hoja por C,, es
no inferior al de C,, sobre C. Sea S una superficie irreducible que
pase por C y contenga a C,, simplemente (lema 2), todas las curvas
que sucedan a C,, sobre S coinciden con C,, ([1], 1.4) y el grado de
la tnica hoja de S que contiene a C,, coincide con el de C,, sobre C.

LeEMA 4. Sea { una hoja con origen en C que contenga a una curva
infinitamente proxima C,; el producto del grado de C,, sobre C y su
multiplicidad en { es el minimo alcanzado por la multiplicidad de
interseccion de C, con las hojas com origen en C que contenga a C,,, no
absorbida en curvas anteriores.

my

Demostracién. Teniendo en cuenta la férmula de Noether ([1],
II,10), basta probar que el pretendido minimo se alcanza: si C,, .,
es la curva que sigue a C,, en {, ello ocurre para la hoja por C,, de
una superficie irreducible que pase simplemente por C,, y no conten-
gaa Cm+l‘
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4.— PRIMEROS CAILCULOS DE MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION

Calculemos en primer lugar la multiplicidad de interseccién

de £, cuya serie de Puiseux tomaremos, como en el § 2, en la forma
% i

i i Ly &  a+i
P(x) = X1 Aix* + 2ito Ay s X 4.

con una hoja &, con origen en C, grado ¢ y orden aparente y, cuya
serie de Puiseux sea

. I
Q@) = Byx+ By + ...+ B + M., (%)# L

conj<u'lu<j+ 1yj<h Haremos la hipétesis de que los 45, ...,
A; coinciden con los By, ..., B; a traves de un isomorfismo sobre
K, 1i. e, existe un isomorfismo K, =K (4, ..., 4;) ~K(By, ..., B)
que es la identidad sobre K y transforma 4;en B;, 7 =1, ..., 4. Indi-
caremos dicha coincidencia, simbélicamente, enla forma (44,..., 4;) =
= (Bjy,..., B;) y diremos en este caso que las sumas parciales de grado
j de P (x) y Q (x) coinciden. Obsérvese que la hipétesis (44, ..., 4;) =
= (By, ..., B;) equivale a la coincidencia de las sumas parciales
de grado igual o inferior a j de las conjugadas de P (x) con sus corres-
pondientes de Q (x); el nimero de sumas parciales de grado 7 < J
de las conjugadas, es el mismo para P y (, a saber, g; = [K;: K].
Supondremos ademés u'[/u no entero o (By,..., B;, M, (/Di+1) ==
== (4y,..., 4, A;;1). Admitiremos el caso j = 0 en el que necesa-
riamente u'/u = 1.

Recordemos ([1], cap. II, § 4) que la multiplicidad de intersec-
cién de ¢ y & es el orden de infinitésimo, respecto de x, del producto

IT (Pe (%) — 0 (%) (15)

donde P, (x) recorre las conjugadas de P (x) y analogamente Q: ()
las de Q (x).

El caso 7 = 0 se resuelve inmediatamente: todos los factores
son de orden uno y la multiplicidad es el ntimero de factores: voud.

Si j > 0, observemos que fijada una de las conjugadas de P (x),
sea P, (x), las conjugadas de Q (x) que tienen coincidente con ella
la suma parcial de grado 7 (¢ < j) son en ntimero de ud/o; ya que
se presentan p; sumas parciales distintas de grado ¢ entre las conju-
gadas de Q (x). Resulta asi que, de los voud factores de (15), contri-
buyen al producto con orden superior a ¢, voud/p,. Teniendo en
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cuenta que los factores que contribuyen con orden superior a ; lo
hacen todos con orden u’[u (a causa de la hipétesis p'/fu <7+ 1 o
(A, ..., A;41) = (By, ..., B;, M;.{[D'*1)), la multiplicidad de in-
tersecci6én sera:

(voud — wvoudloy) + 2(voudloy — woudlos) + ...+ j(voudlo,_; —
— voudlo) + —Z— . romd

9

y tenemos:

ProOPOSICION 1. La multiplicidad de interseccién de ¢ con la hoja &
con origen en C, orden aparente u, grado & v serie de Puiseux

_ _ oy I
Q(x) = Yic1 Bix' + M;.4 (ﬁ) ‘.. dn<i+1, 0K <h
en la hipdtesis de que sea (Ay, ..., A;) = (By, ..., B;) v ademds
wiln<j4+1 o0 bien (Ay, ..., 4;11) == (By, ..., B;, M;.[Dit1), es

voud + voudlor + ... + veudlo;_1 + (W' — 7). vopd/e;

Atendamos ahora al caso en que, con las mismas notaciones
que hasta ahora, sea 7 =4, (4y,..., 4;3) = (By, ..., B,): repitiendo
los célculos anteriores hasta alcanzar los factores de (15) que contri-
buyen con orden superior a 4, tenemos:

PRrOPOSICION 2. La multiplicidad de interseccion de { com la hoja
&, con origen en C, orden aparente u, grado 8 y serie de Puiseux

h i X win
Yi o1 Bix' + M, 4 (7)‘ + ...

donde p'[u < h+ 1y (44, ..., 4;) = (By, ..., B,), es superior o igual a
voud + voudlor 4 ... + voudfo,_1 + [min (ar' [y, @' [u) — k] voud/e,

resultando superior solo en el caso en que u'|u = o' |a, y coincida
alguna de las sumas parciales de grado oy’ [oy de las conjugadas de P (x)
con algunas de las sumas parciales del mismo grado de las conjugadas
de Q(x).

Mas adelante analizaremos con mayor detenimiento el caso en
que la multiplicidad de interseccién resulte superior a la expre-
sién del enunciado; por ahora basta sefialar que, con una eleccién
genérica de M, |, la multiplicidad de interseccién es la del enunciado,
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5.— PRIMERAS CURVAS INFINITAMENTE PROXIMAS

Procederemos ahora a determinar un primer grupo de curvas
infinitamente préximas a C sobre la hoja {, para la que seguiremos
utilizando las notaciones introducidas en el § 1, curvas que veremos
dependen de los coeficientes 4y, ..., 4; de la serie de Puiseux de (.

Observemos en primer lugar que la multiplicidad de intersec-
cién de ¢ con una hoja cualquiera de orden aparente u, grado 6 y
serie de Puiseux

es, por la proposicién 1, superior o igual a vpud, en particular, cual-
quiera que sea &, superior o igual a »p. Tomando & con = 4§ =1
v M;== A; (lema 1), la multiplicidad de interseccién alcanza su
minimo »g: aplicando el lema 4, la multiplicidad de C en { es »p.
Sea ahora & de grado 6, orden aparente u y serie de Puiseux

x \¥lr
Bix + Mz(3) L l<plp<2

La multiplicidad de C en & serd ué y voud es la multiplicidad de
interseccién de ¢ y & absorbida en C; si C; es la curva en el primer
entorno de C en £, & contiene a C; si y solo si su multiplicidad de
interseccién con ¢ es superior a voud, lo que ocurre (proposicién 1)
si y solo si A; = B;. Aplicando el lema 1 se obtiene inmediatamente
que el minimo alcanzado por los grados de las hojas que contienen
aCyesp; = [K (4, : K]:por el lema 3, este es el grado de C, sobre C.

Comprobemos ahora que el cuerpo de funciones racionales de C,
es k(C;) = K(4,) = K|, con las notaciones del § 2 : observemos en
primer lugar que, por el lema 1, existe una hoja de grado g; cuya
serie de Puiseux se inicia por 4 x, el cuerpo terminal de dicha hoja
es necesariamente K (4;) y al contener dicha hoja a C;, debe ser
k(C,) ¢ K(A,): la igualdad resulta de la comparacién de los grados

Finalmente, para determinar la multiplicidad de C; en {, dis-
tinguiremos dos casos:

a) &> 1: utilizando la proposicién 1, con j = 1, la multiplici-
dad de interseccién de ¢ con una hoja cualquiera & que contenga a
C, es superior o igual a voud + (u' — u) voud/o; donde necesaria-
mente & > p,. Si se elige & de manera quesea u =1, u' =2, § = 9,
y (4, 4,) == (B), M,/D?), la multiplicidad de interseccién no ab-
sorbida en C alcanza su minimo vp. Resulta del lema 4 que la mul-
tiplicidad de C; en ¢ es »p/p;.
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b) & = 1: en este caso la multiplicidad de interseccién de { y

voud
01
(min (o) [o;, p'[p) — 1). Escribiendo »'[v = «;’[a;, se comprueba
facilmente que la multiplicidad de interseccién de { y & no absorbi-
da en C es siempre superior o iguel a g (' — ») y alcanza este valor
si se toma £ con u=1, ' =2y =9 (lema 1). Aplicando el lema
4, la multiplicidad de C; en { es o (¥ — »)/p;. Conviene observar
que »' — v es, por las convenciones adoptadas en el § 1, el resto de
la divisién de »" por ».

Podemos proceder ahora por induccién: supongamos estableci-
do que, si 1 — 1 < A, sobre la hoja { suceden a C curvas Cy, ..., Ci_y,
cuyos cuerpos de funciones racionales son K, ..., K;_;, sus grados
sobre C, g1, ..., 0i—1 y sus multiplicidades »o/gy, ..., vo/oi_1Sih>1
—1 o vo/ot, ..., voloi_a, (¥ — m¥)oli—1 si B =17 — 1 (notaciones
del § 2). Supongamos establecido también que cualquier hoja & que

& no absorbida en C es, por la proposicién 2, superior o igual a

contenga a Cy, ..., C;_q, tiene una serie de Puiseux de la forma
X x \#lu . .
le—[—...+B,~_1x‘—1—|—M,»(3) ot —1<ylu<g

con (By,..., Bi_y) = (41, ..., 4i_1).

Observemos en primer lugar que, aplicando a & la hipétesis de
induccién, Cy, ..., C;_ tienen multiplicidades en §, respectivamente,
udloy, ..., udloi_a, (u — (# — 1)u) 6/gi—1, si u es el orden aparente
y 0 (> 0i_1) el grado de &£ Supongamos 2 — 1 </ y procedamos
a la determinacién de la curva C; en el iésimo entorno de C en (:
la multiplicidad de interseccién de  y & es, por la proposicién 1,
superior o igual a

voud + voudfoy + ... + (0w — © + 1) voud[oi_y

Esta suma corresponde exactamente a la multiplicidad de intersec-
cién de ¢ y £ absorbida en las curvas C, Cy, ..., C;_1, segtin la férmula
de Noether; aplicando de nuevo la proposicién 1, la multiplicidad de
interseccién de ¢ y & supera la indicada si y solo si ' /u es entero (i. e.,
wip=1y Ay ..., 4) = By, ..., Bi_y, M;[D'); las hojas & que
contienen a C, Cy, ..., C;_1, C;, quedan caracterizadas por poseer una
serie de Puiseux de la forma

. x \¥lu
le—{—...B,-x'—{—Mi_;_l(—D—) T (17)
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cont<pylu<i+1y(4y, ..., 4) = (By, ..., B;). El grado ¢ de tal
hoja no puede ser inferior a g; = [K;_; (4;) : K] y seguiremos de-
signando por u su orden aparente. Conviene observar que la con-
dicién (44, ..., 4;) = (By, ..., B;), en el supuesto de que la hoja
contenga ya a C;_j, equivale a la coincidencia de A4; y B; como
funciones algebraicas sobre C;_;. De esta manera puede entenderse
que el coeficiente 4; de la serie de Puiseux determina la posicién
de C; respecto de C;_;: una segunda hoja por C;_; contiene a C;, si
y solo si en su serie de Puiseux aparece el término de grado ¢ prece-
diendo al primer exponente caracteristico y su coeficiente coincide
con A; como funcién algebraica sobre C;_;.

Pasemos ahora a la determinacién del grado, cuerpo de funcio-
nes racionales y multiplicidad de C,.

En primer lugar es obvio que toda hoja que contenga a C; tie-
ne grado no inferior a g; y el lema 1 permite establecer la existen-
cia de una hoja de grado g, que contenga a C;: por el lema 3, el
grado de C; sobre C es o,.

El cuerpo de funciones racionales de C; es k2 (C,) = K; 1 (4;) = K;:
en efecto, la hoja de grado o;, orden aparente uno y serie de Puiseux

Ajx+ ...+ A5+ ...

tiene como cuerpo terminal a K;_ | (4;) y contiene a C;; debe ser
pues £2(C,) ¢ K;_| (4;) y ambos cuerpos tienen grado p; sobre K.
Distinguiremos ahora dos casos para determinar la multiplici-
dad de C; en ¢:
a) ¢ <<k Por la proposicién 1, la multiplicidad de interseccién
de ¢ con una hoja & de grado 6, orden aparente u y serie de Puiseux
(17), que contenga a C;, es superior o igual a

voud + voudfoy + ... + veudloi1 + (u'/u — ©) voud/e;

Por la hipétesis de induccién, las curvas C, Cy, ..., C;_; tienen mul-
tiplicidades »g, vo/0y, ..., voloi_1en y ud, udloy, ..., udfo;_yen &
de modo que los sumandos que preceden al Gltimo son las multipli-
cidades de interseccién absorbidas en C, Cy, ..., C;_;: la multiplici-
dad de interseccién de { y & no absorbida en curvas anteriores a C;
se mantiene superior o igual a vp (necesariamente 6 > ;). Tomando

f con Yy == 1, ,u'=z+ 1, 6=—‘Q, y (A]_,..., Ai-i-l)EF(Bl!"" B,’,
M, |D*+1) (lema 1), la multiplicidad de interseccién no absorbida
en C,..., C;_; es exactamente vo y, por el lema 4, la multiplicidad

de C; en { es »p/o;.
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b) 4= h. Calculando de nuevo la multiplidad de interseccién
con &, esta resulta ahora, por la proposicién 2, superior o igual a

voud + voud|i + ... voudlo,_1 + (min (' [oy, p'[u) — k) voud|e,

y la multiplicidad de interseccién no absorbidaen C, ..., C,_; resulta
no inferior a (min (a1’ [oy, p' /1) — &) voud|o,. Escribiendo oy’ [oy = +'/[7,
se obtiene facilmente que dicha multiplicidad es, en cualquier caso,
superior o igual a g (¥ — Av) y alcanza este valor si se toma & con
pu=1, 4 =h+ 1y 8=g,; de ahi que la multiplicidad de C, en
¢ sea (v — hw) oo, Conviene observar también aqui que » — Av es
el resto de la divisién entera de »" por .

En el caso en que ¢ es de orden aparente igual a la unidad,
v =1, h = oo, quedan analizadas todas las curvas infinitamente
préximas a C sobre (. Podemos resumir los resultados obtenidos
hasta ahora en el siguiente

TEOREMA 1. Sea ¢ una hoja con origen cn C, ovden apavenic v, gra-
do o v serie de Puiseux

\Y'[¥
Ayx ...+ A0+ 45, (_1) O
c

donde, segiin lo convenido en el § 1, v'[v = ay'[a; es el primer exponen-
te caracteristico y h < v'[v < h + 1; sea vy el resto de la division de
v por v, v = hv + vy. Suceden a C sobre { curvas infinitamente pro-
ximas Cq, ..., Cn, cuyos cuerpos de funciones racionales son, respecti-
vamente, K; = K(A4y,..., 4;), i =1,..., h. Las multiplicidades de
C, Cy, ..., Ci_1, Cy en L son respectivamente vo, vo[o1, - - -, v0[0—1,
vi0/o,, donde, para cada i, g; = [K; : K] es el grado de C; sobre C.
La posicion de cada curva C; (i =1, ..., k), respecto de la que la pre-
cede, viene dada por el coeficiente A; de la serie, de modo que otra hoja
con origen en C, que contenga a C;_y, contiene a C; si y solo si en su
sevie de Puiseux, el primer expomente cavacteristico es superior a iy
el coeficiente del término de grado 1 coincide con A; como fumcion alge-
braica sobre C;_1 (2). St v = 1, se entenderd h = oo.

6.— FEI PRIMER GRUPO DE CURVAS SATELITES.

Supongamos a partir de ahora que el orden aparente » de la hoja
£ es superior a la unidad, en cuyo caso existe el primer exponente

(2) Cualquier hoja que contenga a C;_, tiene por cuerpo terminal una extensién finita de K;—; y por
ello el coeficiente mencionado es algebraico sobre K;_;.
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caracteristico. Determinaremos ahora un grupo de curvas infinita-
mente préximas a C que suceden a C, sobre { y que dependen del
primer exponente caracteristico. Dicho grupo queda descrito en el
siguiente

TEOREMA 2. Con las hipdtesis y notaciones del teovema 1, sea ademds
v > 1 v supongamos que al efectuar las sucesivas divisiones que con-
ducen al cdlculo del mdximo comiin divisor de v v v', resulte

v = hv 4+ v

VY = MV -+ 5]

vy = myvy + ¥3

Vi—2 = Ms_1 V51 + Vs

Vs—1 = M s

En tal caso se presentan sobre , sucediendo a C,_,, ordenadamente:

my curvas vyplo, — uples Cy, ..., Chpiym—1

la primera de las cuales ha sido ya determinada,

my curvas vo0/o, — uples Cpimpy ..oy Chsomy+my—1

m curvas v, 9]0, — uples Ch vmy+ ... 2wy - Chtmy+ .o+ me—t

todas ellas de grado g, sobve C v de manera que, mientras la posicion
de C, respecto de C,_ | viene determinada por A,, el paso de una hoja
que contenga a C, por una o varias de las restantes curvas no depende
de coeficientes de su serie de Puiseux sino exclusivamente de la pre-
sencia en dicha serie de un término no nulo con exponente fraccionario,
sucediendo al de grado h. Precisando, sea &, de orden aparente p y
grado 6, una hoja que contenga a C, Cy, ..., C;; su serie de Puiseux
serd

v [y
Bix+ ...+ Byxt - My, (%) T

10 — Collectanea Mathematica
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con h < u'lu < h+ 1. Supondremos p'lu=h+1 si M,,1=0: la
hoja & contiene a Cyoq, ..., Chamg ... +m+t (0< 79 <s, 1 <t < myyy
yit<mgsii=s —1) siy solo si, tomando p' — hu = u,, pueden
efectuarse las divisiones sucesivas

po==dypy + p
p1 = dy iy + p3

Bic1 = @i i + firy
Wi = Biq 1 + M2

obteniendose dy = my, ..., d;=m; y ademds d;.; 2 ¢ st u; 5 #0
o di+1 =>t+4+1 si u;+2=0.

Diremos, como en el caso de las curvas planas, que las curvas
Ciitr-» Chxm+...+m—1 son satélites de C, ya que el paso por
parte de ellas de una hoja que contenga a C, se produce independien-
temente de los coeficientes de su serie de Puiseux y solo en funcién
del valor del primer exponente caracteristico. Sefialemos por ejem-
plo que las hojas de orden aparente uno no pueden contener a C,, 1,
las hojas de la forma de & con u'/u = 4 + 1/2 contienen a C,,; por
el solo hecho de contener a C,, etc. En cambio llamaremos libres
a aquellas curvas cuya posicién respecto a la precedente viene dada
por uno de los coeficientes de la serie; este es el caso de Cy, ..., C,.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Procederemos por induccién sobre
el entorno de C al que pertenezca la curva. De la proposicién 2 y
el teorema 1, sabemos que la multiplicidad de interseccién de { y &
no absorbida en C, Cy, ..., C, es

(min (v'[v, u'[p) — h) voud/on — v1 0u1 9]0,

(v
= min (v1[v, p1/u) voudlo, — vi ouy 6/,
(v

= man (v[vy, plp1) v1 01 0/e, — vy op16/0,
= min (—v- -1, P 1) vy ou1 /0, (18)
V1 My

Por hipétesis »/v; > 1, de manera que esta tltima expresion
es no nula si y solo si u 7% u;, lo que equivale a que en la divisién
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w=2dyp + pp se tenga dy > 1, uy #0 6 dy > 2, upy=0. Estd
pues probada la parte del enunciado que se refiere a las hojas por
Chiy (casoz =10,¢=1).

Elgrado de C, . se determina ficilmente, como en casos anteriores,
toda hoja por C,; tiene grado no inferior a g, y, usando el lema 1, es
inmediato determinar una hoja de grado g, que contenga a Cj 1.

Para calcular la multiplicidad de C,,; en {, suponiendo que
& contiene a C, 4, escribamos (18) en la forma

min (—2 + my — 1, a3 +d; — l) vy 0p1 6/, (19)
Y1 1 v

y distingamos dos casos:

a) m; > 1: En la expresién (19), al variar &, se tiene 4§ > g,
y d; > 1, teniendo en cuenta que m; > 2, al variar &, (19) se man-
tiene no inferior a v; g, alcanzando este valor si se toma & con d; = 2,
ur=1,pp=0 (@ e, u=2 py' =2+ 1)y 6 =g, (lema 1).

b) m; = 1: En este caso, necesariamente s > 1, i. e, v, %0
y (19) es

. Y2 K2

min (——, = +d - 1) vy op1 6/0,
Y1 H1 /

y al variar £ se mantiene superior o igual a », ¢ alcanzando este valor

para la misma hoja & del caso anterior.

Aplicando el lema 4, la multiplicidad de C,,.; en { es v o/p,
si my > 1, v, 0/0, st my = 1, de acuerdo con el enunciado, de modo
que estd probado el teorema para C,. ;.

Supongamos ahora probado el teorema para las curvas hasta
Chgm+.. tmrt—rcont<s, 1<tgmsii<s—1,1<t<m—1
si 4 =5 — 1, y pasemos a probarlo para Cj 1 m, +... +m +: Conviene
distinguir dos casos en la demostracién:

a) t= 1. Suponemos el teorema verificado para las curvas
hasta Cyym +...+m ¥y podemos suponer ¢ >0 ya que C,,; ya
ha sido tratada. Por hipétesis de induccién, si la hoja & contiene a
Cr+ my+ ...+ o serd

p=dipr + pr

Pio2 = @iy phi—1 + i (20)
Piol = i pi + pig1

10* — Collectanea Mathematica
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condy=my, ..., di_y=mi_y, d;=m; ¥ iy, #06d;>m +1si
piv1 = 0.

La multiplicidad de interseccién de ¢ y & no absorbida en C,_;
y curvas anteriores es superior o igual a

man (vi[v, p1/p) voud/os
resultando superior solo en el caso en que %[y = u’/u. Tenemos:
man (vi[v, wy/p) voud|e, = min (v[vi, plm) vi opy 0o =

= min (ml + 24 4+ ﬁ) v1 op1 0/,
Y1 M1

Sii>1,m;=d;y pu; #0y se tiene

. . v .
= my vy o1 0/, + min (72 %—) vy 041 0/0, = my vy ouy 00, +
1 1
(v M .
-+ man | —, ——) vz 042 8]0, = 1y vy ouy 8]0, +
V2 M2

-+ min (-mz -+ ﬂ, d; + —'M—S-) vz 042 9/0;
V2 M2

si 2 = 2, el célculo se detiene aqui, si > 2, my =d, y u3 #0 y se
prosigue

. v
= my vy op1 8/0y -+ My vy 0p2 8]0, + min (—2 i2—) v3 013 6/0;
Y3 U3

hasta obtener, en cualquier caso

= my vy 1 0/ + Mavyouzdfoy + ... 4 My vy opig 6fg, +
+ min (m,- Ly —’f’*—‘) v; opt; 8]0; = my vy oy 0Jgy + ... +

i ,u;

+ i1 v g 01 00y + 1 v; o O] 0y + min ( Bl g —m 4 u—l—) v; op; 0/g,
. Vi i

Debe tenerse en cuenta ahora que, por hipétesis de induccién,
a C,_y le siguen | curvas »; 9/g, — uples en { y u; 8/o, — uples en &,
m, curvas v 0/o, —uples en { y up d/g, — uples en &, ... etc., hasta
m; curvas v o[, — uples en { y u; 6/05 — uples en £, la tltima de las
cuales es Cj 4 m, +... + m—1. En la expresién anterior se ha puesto
pues en evidencia la multiplicidad de interseccién absorbida en
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Ci Costr ooy Chgmy+... 4+ m—y; la multiplicidad de interseccién no
absorbida en Cj ym, +...+m—1 ni en curvas anteriores es

min ( el — oy + h) v; 0: O/ en

Vi Hi
o superior solo en el caso en que u'[u = v'[v. Si d; > my, w'[u F£ v'|v
y esta dltima multiplicidad vale

Vi1 Ol O/0n

que es, teniendo en cuenta que Cjym +..4+m €5 entonces u;0/g,
—uple en &y ;.4 0/0, — uple en £, la multiplicidad de interseccién
absorbida en Cj 4, 4 ... + m;. Concluimos que, para que & contenga a
Ch 4 my + ...+ m +1, esnecesario que sea d; = m1;, eneste caso Cy 4, +... + m;
es u;y10/e, — uple en & y la multiplicidad de interseccién de ¢y &
no absorbida en ella ni en curvas anteriores es

min (h' ‘Hiil'-) Vi opt 0]0y — Vi1 Opiv1 Ofon =

Vi Hi
= min( N P - l) Vit Ophis1 /0 (21)
Vit1 M1

recordando que la hipétesis sobre & entrafia y;,; 7% 0 al ser d; = m,.
Evidentemente la expresién (21) es no nula y por tanto la condicién
necesaria y suficiente para que & contenga a Ciim 4. 4mi+1
es d; = m; que fuerza automditicamente las restantes condiciones
del enunciado puesto que entonces u;. 1 # 0, u;.1 << u; al ser resto
de la dltima de las divisiones (20) y al efectuar p; = d;. g1 + pio2
se tendrad forzosamente d;,1 > 1 v d;.1 > 2 sl p;,,=0.

La comprobacién de que el grado de Cj ym 4+...4m+1 sobre C
es g, se realiza exactamente igual que en casos anteriores, todas
las hojas que la contienen tienen grado superior o igual a g, ¥ entre
ellas las hay de grado g;.

Pasemos a determinar la multiplicidad de Cy 4+ m +... 4 m+1 €n (.
Suponiendo que £ la contiene, la multiplicidad de interseccién de
¢ v £ no absorbida en curvas anteriores estd calculada en (21) y
resulta

min (—v—itz— tomgg — 1, B2 g 1) Vig1 Ofis1 6/0n
Vit Hit1 :
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Se obtiene facilmente que el valor minimo de esta expresién, al va-
riar &, es v;.00 Sl ;.1 =1 6 %10 si m;,1 > 1. Dichos valores se
alcanzan tomando & con d =g, di 1 =2, iy =1y p;,2o=0en
el primer caso, y con d =g, ;.1 =1, ;o1 =2y izo=1en el
segundo. En consecuencia (lema 4), 1la multiplicidad de Ch 4 m, + ... + m; +1
es viopefen sl i1 =17y vy10fey st miy1> 1.

Pasemos ahora al segundo caso:

(b) ¢> 1. Supongamos ahora que la hoja & contiene a
Ch+m+...+ m+:—1 tendremos, por hipétesis de induccién:

u=2dyp + pu2

Pimz = @iy pioy +
Bio1 = &; i + Hig1
pi = Bip1 pir1 + piv2

condy=my,...,d;=my; di.1 >t — 1yademdsd; 1 > tsip,;=0.
La multiplicidad de interseccién de { y & no absorbida en C, ...,
Cj_1 es, para una eleccién genérica de M., igual a

min (—vl— ﬁ) voud /o,
voou

Procediendo como en el caso ¢ = 1, se obtiene

e )
min (—:— ﬂ) voud|o, = my v1 op1 Ofos + My vz 0z 0w + ... +
. IZ

. Vi i
+ m; v; op; 0oy + min (——’L']—, £—1> v; i 0/0y

Y; ,u'i

entendiendo que para ¢ = 0 solo se tiene el tltimo sumando en el
que vy = v, yo = u. Por la hipétesis de induccién, los 7 primeros
sumandos son las multiplicidades de interseccién absorbidas en
Cio Costr--or Chgm+.. . 4+m—1 si ©>0; en cualquier caso, la
multiplicidad de interseccién no absorbida en curvas anteriores a
Cu +mg+ ... +my €S
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m1n (h_’ ﬂi) vi@ﬂia/97;=””"7"' (__L, ‘ui ) 7’;‘+1Q,ui+16/97'=
v; Mi Vi1 Mit1
. Vi i
= mn (mi+1 + =2, 41+ £ '2-') Vie10Miv1 0fon = (¢ — 1)
Vil Hit1

. Vi i+2
Vi1 omicr 0/0y + mm(%q-l — 2 g —t 1 #—7—)
Viel Mir]
Vi1 Qi1 0fon

donde aparece la multiplicidad de interseccién absorbida en
Chsm+...4mp ~-o» Chom+...+m+1—2 la multiplicidad de inter-
seccién no absorbida en curvas hasta esta tiltima es

mz'n(m,-_g_, —t--1+ ‘V,'_-_g_’ 4. —t+1 —l—ﬁi) vie1 0ty 0o, (22)
\ Vit Hiz-1

Sidioi=1t—1, u.o # 0y, al ser por hipétesis m; .| > ¢, esta ulti-
ma expresién es

Miv2 | Vil QMicd 4 _ a1 Opis2 0
His1 7 On

Teniendo en cuenta que en este caso, por hipétesis de induccién,
Chtmy+...+m+i—1SeTd 9.1 0/op —upleen £y pi20/g, —upleen ¢,
(22) es exactamente la multiplicidad de interseccién absorbida en
dicha curva y & no contiene a Cj 4 m, + ... + m; = 1-

Si & contiene a Ch 1, ... +m; +1, Necesariamente serd d,.; > ¢,

1 i + -1

en tal caso Cp 4 m +... +m+t—1 €S fir10/op — uple en & y la multi-
plicidad de interseccién en ella absorbida es

Vi1 i1 Ofen

que, sustraida de (22), proporciona la multiplicidad de interseccién
de ¢ y & no absorbida en curvas anteriores a Cj i =... + w4t
) Yit+2 Bit2 |
min \mi g —t4+ —"5, dig — it Vi1 i1 0/0y  (23)
Vi1 Bir1

El paso de & por Ch 4 m, + ... + m;+¢ € equivalente a la no anulacién
de esta tltima expresién: la anulacién de my; — ¢ + v o[y 1 e€s
imposible porque exigiria la de m;,; — ¢ v la de ;. ,; esta dltima
exigiria 7 + 1 = s y en este caso se ha excluido ¢ = m,. La anula-
cién de (23) equivale pues a ¢ =d;.; ¥ pirp = 0; concluimos que
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para que & contenga a Cyym +...4+m+: €S necesario, ademds
de su paso por la curva anterior, que sea d;. 1 > ¢ si ;12 %0 6 diyq
21?4+ 1 st u.,=0. Reciprocamente, de darse estas condiciones,
(23) s la multiplicidad de interseccién no absorbida en curvas an-
teriores y no se anula, con lo que & contiene a Chdm+.. +mitre
Estd probada pues la parte del enunciado que caracteriza las hojas
por Cj 4 My + oo+ om =t

El grado de Cj 4y, + ... + m; +t sobre C es g,, con una demostra-
cién totalmente aniloga a la de casos anteriores.

Finalmente calculemos la multiplicidad de Cj, , .+ mg e €LE
como en casos precedentes, debemos determnar el valor minimo de (23)

2 Mi+2
o iy —t "I’T‘“) Vis1 Qi1 09,
Vi1 Biv1

Vi

N (m,—_g,] — 4 -

donde 0, < 0 v d;.; >t para u; 9 #0, diny >t -+ 1 para ;o = 0:

Si m;.; ==1t, caso que excluye la posibilidad »_, = 0, es decir,
7 +4-2=s+41, (23) es no inferior a v,,,0 v alcanza este valor to-
mando d;.; >4, uyy =1, .o =07y 6= o,

Sim;.q > ¢, (23) es mayor o igual que %, 0 y alcanza este valor
para d;.y =1, iy = 2, i =1y 6 = oz

Concluimos pues que Cyim +...4+m+: € % .20/, — uple en
{sit=m;. 1y v.,10/on — uple si ¢ < m; . Con ello el teorema estd
totalmente demostrado.

7.— NUEVAS MULIIPLICIDADES DE INTERSECCION.

Un célculo sencillo permite comprobar que la multiplicidad de
interseccién de { y & que aparece en la proposicién 2 resulta de la
presencia en ambas hojas de las curvas descritas en los teoremas 1
v 2. Solo en el caso en que { y & presenten multiplicidad de inter-
seccién superior, & puede contener alguna de las curvas que stce-
den a Cy 4 m, +... .. m—1 sobre { y sabemos que ello ocurre si y solo
si ¥'[v = u'[u y alguna de las sumas parciales de grado #[» de las
conjugadas de la serie de Puiseux de ¢ coincide con una de las sumas
parciales del mismo grado de las conjugadas de la serie de Puiseux de &.
Pasemos a analizar este caso; seguiremos tomando { como hasta
ahora, con serie de Puiseux

Wi %
i ; i 1y e AL 1
Li:l/ifx’-i-EiLoAl,f(-c-') ¥ & -f—f’lz,o(“c—

e oz
) x4 ... (24)
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v sea & de grado 4, orden aparente u y serie de Puiseux

oy +1 '

/s i i 1 au LIl 1 o
L,’;—_—] Bixt+2i_—_-0Bl’, —D— X %1 +]‘/[7-"1 —D—') x” +... (25)

en la que va se ha tenido en cuenta la coincidencia del primer
exponente caracteristico con el de (; supondremos j > O,
o £ _ it
o JZ %y
para asegurar que todas las curvas analizadas hasta ahora son comunes
a ambas hojas, (41,..., 4;) = (By, ..., Bj). La coincidencia de un
par de sumas parciales de grado o;'[a; = v'[v = u'[/u de entre las
conjugadas de una y otra serie equivale a la existencia de inmer-
siones ¢ v T de los respectivos cuerpos terminales de las hojas v raices
o; — ésima de la unidad ¢y, ¢; tales que

con igualdad si M;..; = 0 y también,

O'(Al) =T(Bl):"': U(Ah) :T(Bh) (26)
y ademds ‘
O'(AI,O) ( aic) )Tz;‘ g% = 1 (By,) (;(I—D>).&’— &’

Habida cuenta de que o; y «;" son primos euntre si, la existencia de
las raices de la unidad de modo que se verifique la iltima igualdad
es aquivalente a

At ) . ( BT,‘o)
G(T =T W (27)

es decir, verificadas las (26), la coincidencia de dos sumas parciales
es equivalente a la A‘f}o/c“" y B?}O/D“‘/ como funciones algebraicas
sobre C,. Supongamos elegidas las determinaciones de los (c)l/* y
los (D)'* segiin lo convenido en el § 2, es decir, si o7 v 0, coinciglen

oy |

sobre Kj o, entonces oy (Ay,) 01 (6) ™ = o0,(A10) o2(c) = ¥y
anilogamente para la otra serie. Es posible todavia, si se verifica (27)
elegir la determinacién de 7 (D)% de manera que para cualesquiera
o v 7 las que se verifique la (27) junto con las (26), se tenga

oy’ 3%

o (A1,0) ( 020)_,‘)7“ = 7(Bi,0) (T—l*)) " (28)
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eleccién que supondremos realizada desde ahora.
En el § 2 habiamos tomado

Hy = Afy P
Su analogo para la segunda hoja serd
L, = Bio D™

y de (28) se obtiene inmediatamente

o) =)
o (c)te 7 (D)Y*
Ahora la coincidencia de dos sumas parciales de grado Aty
011
(0<j <Ay, sean
o + 1
- : ; 1\ & mh
Yicoo(A)x + Yi_oa(41,) ( (0 ) sV iy
oy + 1
- - 1 \"& o, m i
Yi-o 7 (B) & + Xi-o7(By,) :(,ﬁ)) CORRE A

equivale a la de las correspondientes sumas parciales de grado «;’ /oy
v a las relaciones

%’ +1 @y +i

G(Al,f)(—}_“) ) 81“"“=T(B1,1‘)(:-'1_) ToEmrhi=1,.j

(D)

Con nuestra eleccién de determinaciones, la coincidencia de las su-
mas parciales de grado o'/ fuerza e = g, y las relaciones prece-
dentes, utilizando (29), se convierten en

0’( AI;J'L".—)-:T( Bl,,b_-) i:],..,,]’
Hy o f Lyt

Concluimos pues que la coincidencia de un par de sumas parciales
de grado --Cfl—t]—-, 0 <7 < By, de entre las conjugadas de (24) y
o1

(25), equivale a
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o Ate A1, A; |\ _
(Al, e A HI“:’+7')=
_ Bfi By, By;
= (Bl, ooy By, D’ -.-l-;l_l;l;_—,_l— ) ey —LF,,_.F_;_) (29)

Podemos calcular ahora la multiplicidad de interseccién de ¢y &;
hagamos en primer lugar la hipétesis de que sea j < /i, valga la
(29) y ademais sea

P
17 o + J _i" 1
pip < —————
o1
o bien
4 a
4 Aro Ay Arjer )
Iy == h» qul ’ H1a1'+1 3ot H1°‘1'+7.+1_
. .
=+ |B B Bilo By, _Bii M
S )T s B S A
o . . . OC]' + ]
para que no coincidan sumas parciales de grado superior a ————“-.
oy

Habida cuenta del ntimero de sumas parciales determinado en el § 2,
siguiendo un calculo anédlogo al que ha llevado a la proposicién 1,
se obtiene como multiplicidad de interseccién:

vgyé—i——v-gﬂ—a—[-...-{»v@ﬂa +vg,u6 (al _h)+_vgy6 L +...+

01 Or-1 O o 21,0 12
vepd 1 vopd ( LY +_f_)
01,j—1 %12 0% \ @ o

Recordando que «; era el denominador de »'/» = u'/u en forma
irreducible,

vioy = m.c.d. (v,9') = », uloy =m.cd. (u, u') = p,

de modo que la multiplicidad de interseccién calculada es

- 5 (o \
voud + YiTj 280 4 2eA (“1 —h)+
0: On o

i 0 0 " , .
SR Y L ICL AN LA (”— — o +y) (30)
01,: Qij s :
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Si en cambio suponemos j = Ay y que se verifica la (29), la mul-
tiplicidad resulta

voud + XiZi ,”_i%f_‘s, 4 rord (.ﬂ_ _ ) i

9; On 51
1 v, ou b voud o a " o + &
Yt M0 VO [mm (_2_, LA} +
01,i 01, n, 1 o 9% )22 o

pudiendo ser superior solo en el caso en que u”[u = a,’[a; ap y coin-
cidan un par de sumas parciales de dicho grado de entre las conju-
gadas de una y otra serie. Escribamos el segundo exponente carac-
teristico con denominador », ay’[a;ay = »"'/v; transformando el l-
timo sumando, la multiplicidad de interseccién es

T

voud + E:‘:} _1{9;_{5_ + M (a—l — h) +

Qi Qh oy
h—1 Vs Ol 0 v, o, O . Y "
+ 2i1=01 s Ols _}_ s s [mm (___’ _;u'_ _ 0‘1' _ h] (3])
) \Q], i o1, hy Vs M
8.— NUEVAS CURVAS INFINITAMENTE PROXIMAS.

La multiplicidad de interseccién de las hojas ¢ y & que figura
en la proposicién 2 es la absorbida en las curvas C, ..., C, y en curvas
satélites de esta tdltima, curvas ya analizadas en los teoremas 1 y 2.
Sabemos que esta multiplicidad de interseccién solo puede superar-
se en el caso en que coincidan los primeros exponentes caracteristi-
cos y aun en este caso la multiplicidad de interseccién es la de la
proposicién 2 a menos que se verifique la (29) para j = 0. En el caso
v'[v = u'[u, la multiplicidad de interseccién de la proposicién 2 es la ab-
sorbida enlas curvas C, Cy, ..., Cy, Ciy1, ..o, Chem, +... + m—1, todas
ellas comunes a { y & de este modo, para que & contenga a la curva en
el primer entorno de Cj 4 m, +.. +m—1 €s necesario vy suficiente que,
ademds de ser »' [v = u’ [u, se verifique la (29) paraj = 0. Elloindica que
la curva C g que sucede a Cy 4 m, + ... m, + —1 SObre £, es libre, su posicién
respecto a la precedente viene dada por Af'g/c*’. Estdn caracteri-
zadas las hojas que contienen a C; ¢ y es fécil obtener, como en oca-
siones anteriores, que el grado de Cy, ¢ sobre C es g1, = [K; [AT0/c*]:
:K] y su cuerpo de funciones racionales es K; o= K, [A}0/cu].
Procediendo por induccién, con célculos similares a los que llevan
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al teorema 1, se determinan A; + 1 sucesivas curvas libres C;;,
0 < ¢ < Ay, de manera que la posicién de la primera viene dada por
Aflojex’ yla de las Cy ;, por A;,;/H® +i para 0 < i < hy. El grado y el
cuerpo de funciones racionales de C ; son g,; v K ;, segin las no-
taciones del § 2. En el caso de no existir segundo exponente caracte-
ristico, deberd entenderse /; = oo. En caso contrario sea »,.; el
resto de la divisién de »”’ por v, (no nulo ya que +"'/» no es reducible
a denominador «;). Las multiplicidades de las C;; para 0 < 7 < /g
son, respectivamente, v 0/p,,; mientras que, si &y % oo, la de Cy,
es ¥,.10/o1,1 (en el caso 7y = 0, esta es la tdnica curva del grupo).

La situacién es pues muy semejante a la descrita en el teorema
1, semejanza que alcanza también a los cilculos que no hemos expli-
citado: si observamos las férmulas (30) y (31), los primeros % -+ 1
sumandos de cada una de ellas corresponden a las multiplicidades
de interseccién absorbidas en C, Cy, ..., C, v las curvas satélites de
esta 1ltima; los restantes sumandos de (30) y (31) juegan ahora el
mismo papel que el de las multiplicidades de las proposiciones 1 y 2,
respectivamente; su forma es la misma, con la tinica salvedad de que
figuran ahora », y y,enellugarde v y uy v’ y u'’ enel de v y p'.

Si no aparece segundo exponente caracteristico, el anilisis de
la hoja queda concluido. En caso contrario, suceden a Cy,; un gru-
po de curvas satélites en situacién totalmente andloga a la del teore-
ma 2; no repetiremos aqui los célculos que han permitido su demos-
tracién, baste observar la semejanza del sumando

Paop 0 lmz’n ( Y, —'u--—) — o — hlJ
91.’11 . Vs lus

s

de (31) con el dltimo sumando de la expresién de la proposicién 2,
sobre el que se funda toda demostracién del teorema 2. Si »"'/v es
el segundo exponente caracteristico, se ha tomado

11,+h[ < y"’ < a1,+h1+l

£} 4 5]

es decir
123

o+ by < —”y <oy 4 by 1
S

FEn la divisién de »"’ por v, se tiene pues

A (U R O RN
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Efectuemos ahora las divisiones sucesivas

Vg = My 1 Vo1 + Vop2

Vsl = M2 V52 + Vs+3

.

Vsrg—2 = Mpo ) Yooy ] + Voog
Vsis—1 = My Vsyy

¥,y Serd el maximo comdun divisor de », y »"/, es decir, el de », »' y »"".
Suceden a Cy 5 —1 sobre {

mg.1 curvas vy 0/o,s, — uples Cy s, ..., Cp s + esy—1
Mg o CUIVAS Voo Q/Ql,hl - uPles Cl, By mmgyqs oo o Cl,hl + ompyy + Mgy, —1
ms'l's' curvas vS'l'S' 9/91: By — uples Cl, Byt gy + ool gy e e e s

Cl,hl gyt ey —1

todas ellas de grado gy,s, sobre C. Cy,;, es libre, como ya hemos di-
cho, su posicién viene dada por Ay, /H* *™, y las restantes son
satélites de ella, de manera que una segunda hoja por Cy,,, cuya
serie de Puiseux tendrd la forma (25) con j = 4, contiene a parte de
dichas curvas satélites exclusivamente en funcién del exponente
'’ |u: las condiciones de paso por una de las curvas satélites se ob-
tiene tomando u,. = pu" — (o + A1) u, y efectuando divisiones
sucesivas
B = Ger1 Psr1 + Bor2

Usi1 = oo Phsin + Hoi3

Para que esta tltima hoja contenga a Ci i, 4 my +... + meus ++ donde
0<i<s yademds 1 <t m;, sii<<s—1mientras 1 < ¢ <m,,
si 2 =s — 1, es necesario y suficiente que se obtenga

ds-!—l = Msi1s -+ ds+i = Ms4;

T

y ademds d; ;. 2 ¢Sl g0 %0, 6 duyy 284+ 1 81 pyy =0,
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9.— I,A SITUACION GENERAL.

La continuacién del andlisis de la hoja es ya una mera repeti-
cién. Al dltimo grupo de curvas satélites le sucede un nuevo grupo
de curvas libres, la primera de las cuales tiene su posicién deter-
minada por A% /H? v las siguientes por los A, ;/Hy **. Si existe
tercer exponente caracteristico, sucede a estas un nuevo grupo de
curvas satélites, y asi sucesivamente, hasta que, superado el dlti-
mo exponente caracteristico, se hallan ya tan solo curvas libres,
todas simples a partir de la primera de grado igual al de la hoja.
Nos limitaremos pues a exponer el andlisis completo de la hoja,
sin repetir lo ya enunciado en los teoremas 1 y 2:

TEOREMA 3. Sea { una hoja con origen en C, grado o, orden aparen-
te v> 1y serie de Puiscux
o) + 4

L IR AN I L) = 'ﬂ’;—i
i1 Ayxt 4 2ito Ay, vy x4+

&gy T4 . g’ + 1
1 g+ 1 ;

el P o Wi
hg— ! oo
+ ziL’oA,,_u(—) A e Ei=oA,,,,-(T) PASTRC

c

en la que supondremos A; g #0 para j=1,...,4, m.c.d. (o, &) =1,
Y=01...% Y

h<-.a_ll__<h+ 1’ alf—l_l"hj—-l < oc,-' < Ol’j_l—'—h‘]-_l—l—l ’
o1 0(1...0(]-_1 ocl...ocj o'.l...aj_l

j=2,...,9

Sean B v B; tales que 1 = o;f; + o' B/, j=1,...,¢
Tomaremos:

Hy =A%, Hy =A% H? , j=2,...,¢q

Ky, = K, (4fl0/c™)

K]',i - 1',0 (Aj’l/Hiajl _:'.1, . ..,1‘1]-,,'/Hia’,+i), ]= 1, ey q, 7: = l, . .‘,hj,
q = o) )

Ko =Kj_1,, (A%/H1), 1=2,...,¢

Qj,i — [Ki,i : K]

Sobre la hoja  se hallan, sucediendo a la wiltima curva satélite de C,,
C;,'+ Myt me—1, § EYUPOS de curvas libres Cq, ..., Ciu ki 20,
jg=1,...,¢—1,5 Chor---,Cpi--- ¥ ademds otros ¢ — 1 grupos de
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curvas, formado cada uno de ellos por sucesivas curvas satélites de una
de las Cju, §=1,..., ¢ — 1, de manera que Cy estd en el primer
entorno de Chym +...+m—1, Cj i1 en el primer emtorno de Ci;
para j=1,.., gy 0<s<h — 1,y C;o, para 2 <j <gq, en el
primer entorno de la tiltima curva satélite de Cij_y, ;,_,.

La posicion de cada curva libve C,; respecto a la que la precede
viene determinada por A; ;JHH +i si i > 0, v por ATe/Hy si 1= 0;
su cuerpo de funciones racionales es, como extension de los de las curvas
que la preceden, K; ;, v su grado sobre C es p; ;.

Sean los expomentes caracteristicos reducidos a denominador v

tendremos
v

mcd. (v, v, ..., ¥) = ——

“1...“,‘

Al efectuar la divsion de vi+1) por m.c.d. (v,v', ..., ") se obtiene cociente
o + ki sea v, 1,1 el vesto de dicha division, j=1,..., ¢ — 1:la
multiplicidad en { de las curvas libres C; ; es
m.cd. (v,v', ..., v) ofo;; 51 1 <
visi,1 00y ST 1=1h
Las curvas satélites de Ci_1, y_, (j =2,...,9) son todas de grado

uno sobve Cij_y, 1_,. Su mibmero v multiplicidades en ( dependen

del expomente caracteristico v)|v = o [y ... o; en la forma siguiente:

efectuadas las divisiones sucesivas que conducen al cdlculo de m.c.d.
(lay .. oy, v; 1) = mcd. (v,9, ..., ),

sean
/ey ooy = Mg v+ Y2

vj,l = M, 2 Vi 2 + 11]"3

Vi, sj—2 = Mj, 55—1 Vi, sj—1 + Vi, 5

Vi, si—1 = My, s Vj,s;
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Figuran entonces en , sucestvamente y a partiv del primer entorno de
Ci—t, 1oyt

m; 1 — 1 curvas v, 1 0/oj—1, 1, — uples

M 5 curvas v; p 0/0i—1, n_, — uples

My, s; CUrVas vj, g 0/0i—1, u_, — uples

satélites de Cij_y, 1;_,, de manera que el paso por parvte de ellas de una
hoja que contenga a C;_y 4_, depende del expomente caracteristico de
dicha hoja inmediatamente superior a (o';_y + hi_1)[oy ... o;_1 formu-
landose dichas condiciones tal como se ha hecho para el primer y se-
gundo grupos de curvas satélites (teovema 2 y § 8).

Resulta como corolario el caracter intrinseco de los exponen-
tes caracteristicos ya que estos pueden determinarse a partir de
la composicién de la hoja; en efecto, con las notaciones del teorema 2
se tiene

) Jooy = V' [v =h +

my +
my +

1

m

s

donde % + 1 es el ntimero de curvas (incluida C) que preceden al
primer grupo de satélites, m; el ntimero de curvas de igual multi-
plicidad que suceden a la dltima libre incluida esta, m, el ntiimero
de curvas de igual multiplicidad que suceden a estas, etc.

Supuestos determinados »'[v, ..., ¥/~ 1U[y, se tiene

: v omed.(v,...,970) vl .

vl v m.cd. (v, ..., vI~1)
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.
— | o
m; 1+

m; 5 +

1

My, s; J

+

L

donde %;_; + 1 es el nimero de curvas libres entre los grupos j — 1
y j de satélite, los m; ; estin determinados, como més arriba, como
ntmero de curvas de igual multiplicidad y los restantes términos
lo estdn por induccién.

10.— SINGULARIDAD DE UNA SUPERFICIE A LO LARGO DE C.
REPRESENTACION GRAFICA.

La composicién de la singularidad de una superficie irreduci-
ble S (o reducible con componentes simples por C) se obtiene inme-
diatamente a partir de las de sus hojas con origen en C: basta tener
en cuenta la posicién de las curvas infinitamente préximas de cada
hoja para determinar las que son comunes a varias hojas, y recordar
que la multiplicidad en S de una curva infinitamente préxima a C
es la suma de sus multiplicidades en las hojas de S, con origen en
C, que la contienen.

Las notables semejanzas del caso que nos ocupa con el de los
puntos singulares de las curvas planas, permiten utilizar en nues-
tro caso los diagramas de Enriques ([2], libro IV, cap. I) que propor-
cionan una excelente representacién de las singularidades de una
curva plana. Para ello basta seguir las convenciones de Enriques,
considerando en este caso que cada punto del diagrama representa
una curva infinitamente préxima de la que deberdn indicarse la mul-
tiplicidad y el grado sobre C; las curva satélites vendrin también
representadas sobre segmentos rectilineos, pero conviene advertir
que ahora tales segmentos no aparecen tras un decrecimiento de
la multiplicidad, sino tras un decrecimiento del producto de la mul-
tiplicidad por el grado. El lector podrd observar como el diagrama
pone en evidencia el caracter de libre o satélite de cada curva infi-
nitamente préxima asi como las curvas que son préximas a una dada.
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