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AsstrACT. Following Frolik we use € (resp. B) to denote the
class of completely regular spaces X such that X X Y is countably
compact (resp. pseudocompact), whenever Y is. In this paper we
give new characterizations of € and 8. In the fourth section counta-
bly compact products of two countably compact spaces are studied.
Characterizations of the sequentially compact and countably com-
pact spaces are given in the fifth section.

NotaciON. En este articulo la palabra espacio servira para
designar un espacio topolégico de Hausdorff. Si X es un espacio
completamente regular escribiremos X para la compactacién de
Stone-Cech de X. El conjunto de los ntimeros naturales vendrd
representado por N y se le supondra provisto de la topologfa discre-
ta. Escribiremos |4| para el cardinal de un conjunto 4.

1. CARDINALIDAD DE ALGUNOS ESPACIOS EN LAS CLASES € v B.

El teorema que vamos a dar a continuacién nos permitird es-
tablecer unas cotas sobre el cardinal de algunos espacios de las clases
€y B

TEOREMA 1.1. — St Nec Y c BN y |Y| < 22, existe un espacio Z
numerablemente compacto tal que Y x Z no es pseudocompacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que |Y| < 22®, entonces es obvio

que |Y ~N| < 22® y por ([4], L. 2.9) existe un espacio Z numera-

blemente compacto (= »g-compacto) tal que
NcZcpN~(Y ~N)

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teorfa de Funciones de la Facultad de Cien-
cias de la Universidad de Valencia bajo la direccién del Prof. Dr. M. Valdivia y ha sido patrocinado por la
Fundacién JUAN MARCH.
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Ahora bien el conjunto {(#, #) : #» € N} es abierto en Yx Z y
como Y n Z= N resulta que este conjunto es también cerrado
en Y x Z, por lo tanto Y x Z no es pseudocompacto.

Cororario 1.1. — St Nc Yc SN y Y €8, entonces |Y|= 22",
Un subconjunto 4 de un espacio X se dice que es C-sumergible

(resp. C*-sumergible) en X si toda funcién real continua (resp. y

acotada) en 4 se puede cxtender a una funcién continua en X.

COROLARIO 1.2. — S Y es un espacio de € que contiene un subespa-
cto C*-sumergible no pseudocompacto, emtomces |Y| > 22,

DEMOSTRACION. Supongamos que X es C*-sumergible en Y y que
X no es pseudocompacto. Si H es una copia de N, C-sumergible en
X ([6], C.1.21), se tiene que BH = HPFX — HFY ya que XFY = pX.
Ahora bien como Y €€ resulta que HY € €. Ademas HY c fH, por
lo tanto [HY| = 22*.

CoroLARIO 1.3. — S7 Y es un espacio de € que contiene un subespacio
denso C*-sumergible separable no pseudocompacto, entonces |Y| = 22,

2. UNAS CARACTERIZACIONES DE LAS CLASES DE FrRonik. — En ([5],
T.3.6) Frolik prueba lo siguiente:

(F) Un espacio X completamente vegular perienece a B si y sélo si
dada una sucesion {Uny>, de abiertos, no vacios, disjuntos dos a dos,
existe una subsucesion {(Unee, tal que cuando F es un filtro de sub-
conjunto infinitos de N se verifica
—_—X

N UUn #4.

FeF keF
TroREMA 2.1. — Un espacio X completamente regular perienece a B

st y sélo si cuando Z es um subespacio pseudocompacto de SN que
contiene a N, el producto X X Z es pseudocompacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que X ¢ B, entonces por (F) existe
una sucesiéon {Un)°, de abiertos, no vacios, disjuntos dos a dos,

tal que cuando Ny es un subconjunto infinito de N, existe un filtro
F (No) de partes infinitas de N, para el cual

UUn =4

FeF(N,) neF
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N
Sea F (N
AN
Uy, un ultrafiltro que contenga a F (N).
Consideremos el subespacio de SN

) el filtro sobre NV para el que F (INp) es una base y sea

Y = N U {Py, €N ~ N : Uy, converge a Py,, Ny c¢ N, N, infinito}

y veamos que es pseudocompacto. Sea {452, una sucesién de abier-
tos en Y no vacios, disjuntos dos a dos, y sea

No= {m,eN :meNnNnA, k=1,2,..}

Por hipétesis existe un ultrafiltro Uy, sobre N que converge a Py, € Y
y tal que Ny € Uy,. Por lo tanto Py, € ]—\7:, N y Py, es un punto adhe-
rente a {4,532;.

Veamos ahora que X xY no es pseudocompacto probando que
la sucesién de abiertos {U, x {#}}3>, es localmente finita en Xx Y.
SixeXy Py,eY ~ N, sabemos que

Ul =¢

Fely, n€F

por lo que existe un entorno V de x y FyeUn, tales que V n (Y Un)
neF,

= ¢. Ahora bien P_‘OﬂN. es un entorno de Py, en SN y se tiene que
(Vx{F™ q Y)n (U,xim)) =¢, n=1,2,...

Nora. La demostracién de T.3.6 de ([5]) creemos que no es correc-
ta, sin embargo su tesis es cierta como acabamos de probar.

A continuacién vamos a dar una caracterizacién andloga para la
clase €, siendo la demostracién mas sencilla que la del teorema an-
terior.

TeOREMA 2.2. — Un espacio X completamente rvegular pertenece a
€ si y sélo st cuando Z es un subespacio xy-compacto de BN que con-
tiene a N, el producto X x Z es xy-compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que Y es xg-compacto, que X sa-

tisface la condicién del teorema (por lo tanto es xjp-compacto) y

que X Y no es xy-compacto, Entonces existen dos copias de N,
oo oo

Ni=Uf@ycX, Ny,= U ¥} cY de forma que el conjunto
n=1

n=1
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{(@,, b,) : m € N} es cerrado en X x Y (1). Evidentemente N_zy es %y
compacto y X x]\sz no lo es. Si 7 es la aplicacién # — b, de N sobre
N, sea T la extensién de Stone de 7, que va de BN sobre 172’”. Si
Z =11 (JVZY), se tiene que Z es xy-compacto, ya que 7|, es conti-
nua, cerrada y 771(y) es compacto para todo yemy ([4], P.1.1).
Como X xlvzy es la imagen continua de X x Z, resulta que XxZ
1no es xp-compacto.

3. PROYECCIONES ¢-CERRADAS. — En lo sucesivo o serd un cardinal
infinito.

Se dice que un espacio X es a-compacto si cuando {Fj};;,
[I] < «, es una familia de cerrados en X con la propiedad de la inter-
seccién finita, la interseccién nz F; no es vacfa. Como consecuencia
de que todo subespacio cerrago de un espacio a-compacto es a su
vez o-compacto, se deduce que: Todo subespacio cerrado de cardinal
< «, en un espacio w-compacto es compacto.

Diremos que una aplicacién ¢ de un espacio X en un espacio Y
es a-cerrada si cuando M es un subconjunto cerrado de X y [M| < a,
entonces ¢ (M) es cerrado en Y.

Dados dos espacios X, Y, escribiremos 7, parala proyecciénde X x Y
sobre Y, y la misma notacién serd usada para los subconjuntos de Y.

Si C es una familia de cerrados de un espacio X, definimos una
topologia ¢ (C) sobre X diciendo que un conjunto 4 es cerrado si
la interseccién 4 N F es un cerrado de X para todo F € C. El k-es-
pacio (resp. s-espacio) asociado a X, denotado por X (resp. sX),
serd X con la topologia ¢ (K) (resp. o (s)), donde K (resp. S) es la
familia de los subconjuntos compactos (resp. sucesiones convergen-
tes con su limite) de X. Un espacio X se dice que es un k-espacio
(resp. s-espacio o espacio sucesional) si X = kX (resp. X = sX).
LEs obvio que todo s-espacio es un k-espacio, sin embargo SN no es
un s-espacio ya que sus subconjuntos compactos infinitos tiene car-
dinalidad 22* ({10], T.3.3.).

ProrosICION 3.1. — Sea C una familia de cervados de un espacio
X y supongamos que X estd provisto de la topologia o (C). La proyeccion
7, de XxY sobre X es o-cervada si y sélo si pava todo F € C la pro-
yeccion wp de FxY sobre F es o-cerrada.

(1) Una prueba directa de esto no es dificil sin embargo para una demostracién ver ([4], T.3.3.).
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DEMOSTRACION. La necesidad es evidente ya que los conjuntos de C
son cerrados en X. La suficiencia es consecuencia de la definicién
de la topologia o (C) y de que si 4 € X xY, entonces nz (4do) = E n
n n,(4), donde 4g=4 n (ExY), EeC.

CoroLARIO. — St X es um k-espacio y Y es a-compacto, entonces la
proyeccion m, es o-cerrada.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior basta probar que si
K es un espacio compacto y Y es a-compacto, la proyeccién zy es
a-cerrada. Como el producto KxY es a-compacto ([4], T.1.3), si H
es un subconjunto cerrado de Kx Y y |H| < a, entonces H es com-
pacto. Como mx es continua, my (H) serd compacto y por lo tanto
cerrado en K.

4. PRODUCTOS DE ESPACIOS «-COMPACTOS. — El interés de las apli-
caciones a-cerradas reside en el hecho de que una condicién nece-
saria y suficiente para que un producto de dos espacios xp-compac-
tos sea xj-compacto es que una de las proyecciones sea sj-cerra-
da, como vamos a probar a continuacién. Una generalizacién de
esta condicién para el caso o > % veremos que no es probable.

TrorEMA 4.1. — Si¢ el producto X xY es a-compacto entonces la pro-
yeccion m, es a-cervada. St X, Y son espacios xg-compactos y m, es
xg-cerrada, el producto X x'Y es xg-compacto.

DEMOSTRACION. La prueba de la primera afirmacién es la misma
que para my en el corolario de P.3.1. Veamos entonces la segunda.
Si H es un subconjunto cerrado numerable de X x Y, entonces =, (H)
es cerrado en X y por lo tanto es compacto. El espacio =, (H)xY
es xg-compacto ([4], T.1.3) y como H es cerrado en ese producto,
serd compacto. Por ([6], 5.H.5) se deduce que X x Y es xj-compacto.

Como vamos a ver con un ejemplo, la caracterizacién ([6], 5.H.5)
de los espacios xp-compactos no es vilida en general para « > x,
con lo cual conjeturamos que las proyecciones a-cerradas no ca-
racterizan los productos w«-compactos, cuando o > x.

EjeEMpro. Sea X el conjunto de todos los ordinales no mayores
que el primer ordinal no numerable w; provisto de la topologia para
la cual los puntos distintos de w; son aislados y una base de entor-
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nos de w, es la familia de los conjuntos de la forma e X : a < ¢ <
< oy}, x€X ~ {w;}. Como todo punto de X posee una base de
entornos abiertos y cerrados a la vez, se deduce que X es completa-
mente regular. Evidentemente todo conjunto de la forma 4 (ag) =
={oeX:1<0<ay 0y < a<w; es homeomorfoa N y C-sumergi-
ble en X, por lo tanto 4 (ag) = = f (4 (%)) ~ BN.

Sea Y = X ~ {w;}. Vamos a probar en primer lugar que si
A es un subconjunto cerrado infinito de Y, entonces |4| > 22°. En
efecto, sea {x,)5>, una copia de N contenida en 4 n Y. Como
%, 7 w; existen entornos disjuntos V, y W, de x, y w; respecti-
vamente, por lo que para un «, < w; se verifica que %, € 4 (a,,)ﬂx

X
Si o = sup. {«, : # € N} se tiene %, € 4 (oco)ﬁx, n=12 ...y olj x) c
- ox n=1
c Y. De aqui se deduce que |J{»,} c A4 y por lo tanto
_ sx n=1

|4] > 22, ya que "L_jl{x,,} es un subconjunto compacto infinito de

c A ()

BX
(o) -

Como X ~ {w;} se puede considerar como una red en Y sin
subredes convergentes resulta que Y #o es x;-compacto, sin embargo
todo subconjunto cervado de Y cuyo cardinal sea < x; es finito y por
lo tanto compacto.

Como consecuencia del corolario de P.3.1 se deduce el siguiente
resultado:

CororaRrIO. — Si BX y Y son espacios xg-compactos, el producto
XxY es xg-compacto.

Nora. El corolario anterior ha sido dado por Noble ([8], T.1.2)
y Franklin ([3]), generalizando C.1.10.1 de ([2]).

A continuacién vamos a dar un ejemplo de un espacio X en la
clase € tal que su k-espacio asociado, #X, no es pseudocompacto.
Suponiendo la hipétesis del continuo el conjunto P (N) de P-puntos
de BN ~ N no es vacio. Sea X = N ~ P (N), entonces como ha
probado Isiwata ([7], E.3.1) X € €. Por otra parte, teniendo en cuen-
ta que P (N) es denso en BN ~ N ([6], 9.M.3) se deduce N corta a
los subconjuntos compactos de X en conjuntos finitos. Entonces N
es abierto y cerrado en kX,
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5. CARACTERIZACIONES DE LA COMPACIDAD SUCESIONAIL Y DE LA
#9-COMPACIDAD POR PROYECCIONES.

LeMA 5.1. — S¢ la proyeccion m, de X xY sobre Y es xy-cerrada vy
Y contiene una copia de N no cervada, entonces X es xg-compacto.

DEMOSTRACION. Si {a,)5°, es una sucesién infinita sin puntos de

oo
acumulacién en X y |J{b,} es una copia no cerrada de N en Y, el
n=1

(o]
conjunto 4 = |J{(a,, b,)} es cerradoen X xY y m, (4) no es cerrado.
n=1

PRrOPOSICION 2.5. — Sea X wun espacio, entonces s X es ng-compacto
st y sélo st pava todo espacio infinito xg-compacto Y la proyeccion
my de YxsX sobre Y es xy-cervada.

DEMOSTRACION. I.a suficiencia es consecuencia del lema anterior.
Reciprocamente, por ser s X un k-espacio »j-compacto, el producto
Y xsX es xy-compacto y por T.4.1 la proyeccién 7wy es xy-cerrada.

Noble ([9], T.4.1) caracteriza los espacios sucesionalmente com-
pactos como aquellos X tales que sX es xy-compacto; de la propo-
sicién anterior se deduce entonces:

TEOREMA 5.3. — Un espacio X es sucesionalmente compacto si y
solo si para todo espacio Y wxg-compacto imfinito la proveccion
de Y xsX sobre Y es wy-cervada.

Como consecuencia de L.5.1 y T.4.1 se tiene la siguiente carac-
terizacién de los espacios xj-compactos.

TrOREMA 5.4. — Si K es um espacio compacto infinito, la proveccion
a, de Kx X sobre K es xg-cervada si y sélo si X es »y-compacto.

Teniendo en cuenta que si X es sucesional v Y es xjy-compacto
la proyeccién z, es cerrada, ([1], p. 77) se deduce:

CoRrOLARIO. — St K es um espacio compacto sucesional infinito las
siguientes condiciones som equivalentes:

(1) X es xg-compacto.
(2) @k es xg-cerrada.
(3) =k es cerrada.
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