¢-PRERRADICALES Y PREINTERIORES DE UNA CATEGORIA
por

J. L. GoMEZ PARDO Y N. RODRIGUEZ GONZALEZ

En [1] se define el concepto de I-nilpotencia en una categoria
C con nitcleos, conticleos, factorizacién canénica y reticulo comple-
to de subobjetos y subobjetos normales, y en [4] la I-nilpotencia
se estudia utilizando los c-prerradicales Z : C, - C, subfuntores
normales del funtor inclusion U : C,— C (C, es la subcategoria
plena de C cuyos morfismos son los morfismos conormales de C), que
generalizan los prerradicales estudiados por Michler en anillos [2].

En este trabajo se presentan algunos resultados de [4] que es-
tablecen las propiedades convenientes de los c-prerradicales para
la obtencién de un concepto satisfactorio de nilpotencia, el cual
comprende la generalizacién de nilpotencia de grupos dada en [5],
y se asocia a C la categoria Cp cuyos objetos son los morfismos nor-
males de C, utilizdndose el hecho de que los preinteriores de C de-
finidos en [1] son subfuntores normales de la identidad de C, para
asociarles ciertas clases de objetos de C, que pueden ser usadas
para el estudio de la I-nilpotencia.

Las notaciones son las de [1] y [4].

1. LA CATEGORIA C.

Se considera una categoria C, localmente pequefia y con objeto
cero, que verifica los siguientes axiomas:

Cl. Todo morfismo normal (ndcleo) tiene coniticleo.

C2. Todo morfismo conormal (contcleo) tiene niicleo.

C3. Todo morfismo f se descompone en el producto de un morfis-
mo conormal seguido de un monomorfismo, f = f fE,

C4. El producto gf de un morfismo normal f y un morfismo,
conormal g, se descompone en la forma gf = kk con 4 conormal y %
normal.
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C5. Para cada objeto X de C, el conjunto S (X) de los subobje-
tos de X es un reticulo completo respecto de la relacién de orden
usual y los subobjetos normales de X forman un subreticulo comple-
to de S(X), denotado Sy (X).

C tiene nticleos y contcleos ([4], (1.1.1), (1.1.3)) y la factoriza-
cién de un morfismo en producto de conormal y monomorfismo es
tnica ([4], (1.1.1)), f =: fLf*, siendo f! la imagen de f.

Se verifican ademds las siguientes propiedades:

1.1. i) Si f=ovu es normal y v monomorfismo, ecntonces #
es normal.

ii) Si f=wvu es conormal y # epimorfismo, entonces v
es conormal.

iii) El producto de dos morfismos conormales es conormal.
((1] 1.1, 1.2, 1.3)

1.2. Existe cuadrado cartesiano de un morfismo f y un morfismo
normal g del mismo rango. La flecha opuesta a g es normal (imagen
inversa de g por f) y si f es conormal, su flecha opuesta es conormal.
I.a imagen inversa de g por f se denotard f~1 (g).

T
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Ademas, en este caso, f* = (g°f)¥fi% ([1], 1.4)

1.3. Sean f, g, » morfismos normales tales que f = Ag, entonces el
cuadrado f°/ = (f°h)*g° es bicartesiano y se verifica (f°h)°f° = h*
(4], (1.1.10)).
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1.4. Sean fy g dos morfismos normales del mismo rango. Enton-
ces k°h = (f*g)*, siendo % y k los tnicos morfismos que verifican

g=((ferf)*n f=((ferf)tr.
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([4], (1.1.11)).

El conjunto de los cocientes conormales de un objeto X, S, (X),
es un reticulo completo ([4], (1.2.4)). La unién de {m}je;, €S, X)
es Vu; = (nuf), v la interseccion A = (Uuf)°.

J J J

1.5. Sean {x}jes, %, € Sx (X) v {tt:}ier, u,€S,(Y) y sea fe H(X,Y),
entonces se verifica:

) (f L]fo)’ =y (f-%)" (4], (1.2.161))
ﬁ)(meW==waﬂMQﬂ,uzwmy

5 — Collectanea Methematica
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Se denotard C, a la subcategoria de C cuyos objetos son los de
C y cuyos morfismos son los morfismos conormales de C. Es una
categoria como consecuencia de 1.1.

2. ¢c-PRERRADICALES.

Un c-prervadical de C, es un funtor Z : C, - C, junto con una
transformacién natural de flechas normales 2, : Z — U, siendo U :
: C, - C el funtor inclusién ([41, (2.1.1))

J
A X

Z.
Qg)z‘{ X ¥

AZ’ "XZ

37

En la clase de los c-prerradicales de C se define una relacion de
orden:

Zl < Zz <= lzl (X) < A'Zz (X), € SN (X), \4 XeOb (C)

Los c-prerradicales de C forman un reticulo completo, como
consecuencia de serlo Sy (X) ([4], (2.1.2)). El minimo y el miximo de
dicho reticulo se denotardan respectivamente 0 y 1.

2.1. Si Z; y Z, son c-prerradicales en C, se define su cociente

Zy 1 Z, por
Azﬁzz (X) = ((AZ_, (X/ZI X))‘ lzl Xﬁ)k

/I |
2
>‘\. X/(Z1:29) X

24X/2,X)* T XIZ X

Zy 1 Zy es un c-prerradical ([4], (2.1.3)).
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Un c-prerradical Z se dird cradical si Z : Z = Z. Esta condi-
cién es equivalente a Z (X/ZX) =0y XeOb (C).

2.2. La divisién de c-prerradicales es una operacién asociativa

([4]1, (2.1.11)), y por induccién transfinita se definen c-prerradicales
Zg para cada ordinal g por:

Zy =0

Zy=12y :2 si # no es ordinal limite

Zp=U Z, si B es ordinal limite.
a<fp

Un c-prerradical Z se dice hereditario ([2], p. 6) si para todo x e Sy
(X) tal que x < A, X se verifica Z (D (¥)) = D (x) (D = dominio).

Z se dird fotalmente hereditario si para todo x € S (X) se verifica
que la flecha opuesta a 1, X en el cuadrado cartesiano de %

.J'qi\ —
Y X
Y o - X

y Az X se factoriza a través de 1, Y (Y n ZX < ZY) ([4], (2.1.22)).
Si Z es totalmente hereditario, entonces Z es hereditario ([47,
(2.1.23)), sin embargo el reciproco no se verifica ([4], (2.1.24)).

23. Si Z;, Z, son c-prerradicales totalmente hereditarios,
entonces Z; : Z, es totalmente hereditario.

Sea y : Y—-——X, yeS(X). Por ser Z, totalmente heredi-
tario, j = y~1 (Az, X) € 2z, Y, y asi se obtiene un morfismo co-
normal £: Y/YnZ; X I>Y[Z, Y verificando ¢ - (y~1 (A4, X))* =
= (A2, Y)", el cual induce un morfismo % = Z, () : Z, (Y/(Y n 2,
X)) ——2,(Y /|2, Y)

El morfismo g que verifica gj° = 1, (X)° ¥ es un monomorfismo por
1.2. Construyendo el cuadrado cartesiano de ¢ y Az, (X]Z1X), se
obtiene por ser Z, totalmente hereditario g—! (A2, (X]Z1 X)) < 2z,

5% — Collectanea Mathematica



- 68 J. L. Gémez Pardo y N. Rodriguez Gonzélez
YN Z1X
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(Y/Y n Z, X), y existe un morfismo 2 que verifica Az, (Y/(Y n Z;
X))k =q71 (Az,(X|Z; X)), de donde se deduce

g1 (i, (X2, X)) = thz, (YIY 0 Zy X)) k= Ag, (Y/Z, Y) B,
Por la propiedad universal del cuadrado cartesiano inferior se ob-
tiene un morfismo v que verifica

1 (i, (X]Z1 X) 0= ls, (Y[ 21 Y) Who = g1 (A, z, (X)) =
= A'Zl (Y)c y“l (Z'Zl 12, (X))¥

y aplicando la propiedad universal del cuadrado cartesiano de 4z,
(Y/Z,Y) con Az (Y)° se obtiene un morfismo ¢ tal que

y—.l (Azl P2, (X)) = 121 12, (Y) z,

7 es normal y asi Z| : Z, es totalmente hereditario.
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2.4. Si Z es totalmente hereditario, entonces Z, (2.2) es total-
mente hereditario, para cada ntimero natural .

Es consecuencia de 2.2 y 2.3, aplicando induccién.

Si Z es un c-prerradical en C, un objeto X de C se dice Z-nil-
potente ([4], (5.1.1.)) cuando Z, (X) = X para algtin ntimero natural
n > 0, y al menor # con esta propiedad se le llama clase de Z-wil-
potencia de X. Si Z es totalmente hereditario, la clase N, = {X |Z,
(X) = X}, de los objetos de clase de Z-nilpotencia menor o igual
que 7, es cerrada para cocientes conormales y para subobjetos, como
consecuencia de 2.4,

2.5. Si 4, j son niimeros naturales

Ziyi=(Zisj1 1 Z)=(Z; : Z))

Es consecuencia de la asociatividad de la divisién de c-prerra-
dicales.
Llamaremos Z-exfension a una sucesién exacta corta

h he

- —|l —> . [\=> -
X, X X,
tal que % < 2;(X) e Sy (X).
13 X it
2.6. Sea X{-—ll - — —Ii= - X, una Z-extensién. En-

tonces X,eN, = XeN, 1. Si h= 1, (X), entonces X,eN, «= XeN, ..

Dado que % < 4z (X), se obtiene un morfismo conormal p ve-
rificando ph® =1, (X)° y asi X/ZXeN, por ser N, cerrada
para cocientes conormales. Entonces Z, (X[ZX) = X[ZX, es decir,
(Z: Z,) (X) = X, de donde por 2.5. (Z,: Z) (X) =X y por tanto
Zn+1 (X) = X.

Si Z,,1(X) =X, por ser Z,.1=(Z:2,), Z,(X]|ZX) = X|ZX,
luego X/ZX €N,

Si X e0b (C), una Z-serie finita de X es una sucesioén {x; : X, —||— X}
+=0,...,n de subobjetos x; € Sy (X) tales que 0 =2y < %, < ... <
SH%=Ilxy % %:1)* <2 (X/X;) vi=0,..., n — 1.

2-7. Sea {x,i . Xi ——— X}i=0
tonces, se verifica

., » una Z-serie finita de X. En-

3.

% <Az (X)) vi=0,...,n
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Se verifica %y < Az, (X) = 0 y supongamos que x; < Az (X) siendo
7 > 0. Entonces existe un morfismo conormal p: X /X ->X/Z; (X)
que verifica px° = 1z (X)°

Z.(X)
.: 1
(X)
Z;
X
v i+l i€
/.;—VP°X/Xi
]

(}.’/Z (X))

y por ser {x;} una Z-serie, (x°%;.1)* < Az (X/X;), de donde por
la funtorialidad de Z

(& i )™)* < 2z (X[Z; (X)),

lo que permite obtener un morfismo % que por la conmutatividad
del diagrama y la propiedad universal del cuadrado cartesiano in-
duce un morfismo normal % verificando Az, (X)%k=1x;.1 y asi
Xip1 < Az, (X).

2.8. Un objeto X de C es Z-nilpotente si y s6lo si tiene una
Z-serie finita.

Es consecuencia de 2.7 y de que {Az; X}i—o,..., » €s una Z-serie
finita de X si X eN,,.

2.7 y 2.8 estin demostrados en ([1], 3.12, 3.13) para el caso en
que Z = Z; es un c-prerradical obtenido a partir de un preinterior

I (1, §2)
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En [5] Stanley define, para una clase de grupos x, cerrada para
subobjetos, objetos cocientes y productos finitos el y-centro de un
grupo G, H; (G : x) como el subgrupo caracteristico formado por
los elementos x € G tales que existe un subgrupo normal N de G
verificando

[*x, NJ=1 y G/Nex, ([x, N]=subgrupo generado por los
conmutadores [x, ¥] con y € N), el cual resulta ser un c-prerradical
totalmente hereditario en la categoria de grupos ([5], Prop. 3, p.
184). Asf los lemas 2 y 5, y el corolario 6 de [5] se obtienen como casos
particulares de 2.7, 2.5 vy 2.6, respectivamente.

Un c-prerradical Z se dird residual cuando para todo % e Sy (X)
y toda familia {u}je;, u; €S, (X) se verifica

[(w; ) < 2z (R (w;)) wje]]~ (\/M R < Az (R (V )

NS

'VXJ

h Z(X;)

29. Si Zy y Z, son c-prerradicales residuales en C, entonces
Z1: Zy es residual.

Sean {ujc;, w;€S,(X), R(u;) =Y; verificando (u;h)* < Az,. 2,
(Y;) vjeJ. Llamando p;= Az (Y,), ¢;= 4, (Y;/Z,Y;), se
obtiene ¢;p; (u;7)* =0 vje€ J, lo cual equivale a (p;u;h)"* < Ag,
(Y;/Z,Y;) wje ] Porser Z, residual se deduce que ((V p;%;) h)* <

J

< Az, (R ( \/ p;j ). Ahora bien, siendo u; =h;(\Vu,;), se tiene
v (b5 w) = v (b5 1 (V“ ) = ((P;’ ly) (V) = (y (Bi 7y) (V147))*

(1.5.i) = (V (;b, i) ( ;) pues es una flecha conormal. Entoces:
J J

((V (i) WP = (V (bily) (V) h)* < Az, (R(V i By)). (%)

Los morfismos #; son conormales e inducen morfismos Z; (%)
por la funtorialidad de Z;, y asi se obtienen morfismos {#};; que
verifican 44z (Y)' = p;h; vjeJ. Asl pih < Az, (Y)* yje].
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z3)

(ujh)Ck

Demostraremos que V (p;%;) = 2z, (Y)°. Sea geS, (Y) tal que
J

pih; < g, entonces existen morfismos 7; que verifican p; 4 = 7;g,
pihigt =0 y por tanto (kg% < pf* == Az, (V). Por ser Z; residual
se verifica entonces ((V %) g*)* < 2z, (R(V &;)). Como u; = h; (\V u),

(V) (Vi) = ((V ) (V)™ = 14 (7; (Vou))* (1.5.) = yuf’*= v,

de donde por ser \/#; epimorfismo \/ &, = 1y, y asi ((\V/ 4;) g% = g* <
Y .

< Az, (Y) y por tanto g =g%* > 2, (Y)?, y estd demostrado que
\I/ (pih;) = Az, (V)"
En consecuencia se tiene sustituyendo en (%)
(Az, () V wi )% < Az, (Y]Z1 Y) y por tanto Az,. 7, (Y)° (V u;h)¥ =
J
=z, (Y[Z1Y) Az, (Y) (Vujh)e =12z, (Y|Z1Y) (A7, (V)
V ;1) (Az, (Y)* (V #;R)*)* = 0, de donde (\ #;h)* < 2z,: 2, (Y).
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2.10. Si Z es un c-prerradical residual, Z, es residual para todo
n = 0.
En consecuencia de 2.2 v 2.9

2.11. Sea Z un c-prerradical totalmente hereditario. Sila categoria
C tiene productos, Z es residual si y sélo si conserva productos.

Sea heSy(X), D(h) =Y, {uje;, u;€S.(X), R(u) =X, tales
que (u; h)* < 2z (X;) v jeJ. Se verifica }/ (; )* = ((\V u;) h)* (1.5.),

y ademds \/ u; = f*, siendo f : X — I1 X, el morfismo inducido por
J J

los u; ([4], (1.2.21)). Anélogamente, ((\/ ;) h)* = g siendo g : ¥V —
— I (D (u; h)*) el morfismo inducido por los (u; k)*.

G LY ke 2(Xp)
\ : 1 N\
LY«

- PR N

h vj Xj
! [1x:

x! uj - ] }»Z(I_IXJ)

T N

Siendo x; == (u; h)*, Y; = D (x;), la familia {x;} induce un morfisnio

normal I x; : II'Y; - I X, ([3], 12.3, p. 67). Para cada j, por ser
J

%; < Az(X;) se obtiene un morfismo &; verificando 1, (X)) k; = x;.
Por ser Z (Il X;) = 1 (ZX,), la familia {%; z;'};; induce un morfismo
k:11'Y; - Z (Il X;) que verifica #; k = k;m/ (siendo ="', : I (ZX) -~
— Z (X;) las proyecciones), y por tanto m; 1, (I X;) & = 4, (X;) ="
k= 2;(X;) kj nf = x;m) = m; 1%, y por la propiedad universal de
NX; 2;(0X;))k=1Hx;, y asi [Ix; < A;(II1X;). Por otra parte se
tiene para cada je J, siendo v; = (V u;A)* , 7 I x,8" = x; =} g’ = x;
b = p;v; = m;f'v;, de donde IIx;g! = flv;, Entonces v; < (fI)~!
(Mx;) < ()71 (A, 11X;) y Z es residual.
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“="" 81 Z es residual, sea {Il X; -—— Xj}ie; un producto, y sea II (ZX)
R (X;) el producto de los Z (X,). Se obtiene un diagrama
conmutativo

nzx; . L L Z(X;)

K
M, Xj) | ZTXy Py X

nx; f nL T

J"T"_]

Por funtorialidad se obtienen morfismos Z (;), los cuales in-
ducen k: Z (1 X;) — I (ZX;) verificando Z (m) =n;/k yje J, de
donde m; I (2, X)) k= 1(X;) o/ k=2, (X;)Z () = m; 2, (1 X})
vJj€J vy por la propiedad universal del producto, IT (1, X;) k = 1,
(X)), 22 (MX;) < I (2, X).

Por otra parte, (z;II (1, X;))®* = 1, (X]), teniendo en cuenta que
Z es residual ((V z;) IT (A2 X))* < 2, (R(V =)). Pero ;= 1.4
(14], (1.2.22)) y asf (I1 (A7 X;))* = M1 (A, X;) < 2z (I1 X;) y combinan-
do esta desigualdad con la anterior se obtiene IT (A, X}) = 2, (I X;) y
Z conserva productos.

Un c-prerradical Z se dird wvarietal si es totalmente hereditario
v residual ([4], (5.1.15)).

Si Z es varietal, la clase Ny = {X € 05 (C)/Z (X) = X} es cerra-
da para subobjetos, objetos cociente conormales y couniones de ob-
jetos cociente conormales, y es, por tanto, una variedad en C en el
sentido de ([4], (3.3.8)).

2.12. Si Z es varietal, entonces Z, es varietal para todo # > 0.
Es consecuencia de 2.4. v 2.10.

2.13. Si Z es varietal, la clase N, de los objetos Z-nilpotentes
de clase menor o igual que # es una variedad para cada # > 0.

Es consecuencia de 2.12.

Si V' es una variedad de grupos, entonces el V-centro definido
en [5], Hy(G: V) es el centralizador de v (G) en G, siendo v (G) el sub-
grupo verbal correspondiente a V. En este caso H; es un c-prerradi-
cal varietal ([4], (5.4.10)) y por 2.13laclase V () = {G/H,(G: V) = G}
es una variedad, asi 2.13 tiene como caso particular el teorema B de
(5], p. 182).
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El lema 10 de [5], también se obtiene: Si Z es un c-prerradical
varietal y {1;: X —1i~ X}, 7 es una familia de cocientes conormales
de X tales que \/ #; = ly, entonces Z (X) = [} #;~1 (A, X;). En efec-

J

to, por la funtorialidad de Z, u; 1, (X) se factoriza a través de 1, (X))

y por la propiedad universal del cuadrado cartesiano se obtiene
2z(X) <ul (22(X;) Vie].

Six e Sy (X) verifica ¥ < ;71 (A7 (X)), entonces (u;%)* < 4, (X))
y por ser Z residual ((V u;) %)% = x < 25 (X).

3. SUBFUNTORES NORMALES DE I,A IDENTIDAD EN C, Y PREINTERIORES
pE C

Se denotard Cp la categoria cuyos objetos son los morfismos nor-
males de C y cuyos morfismos son pares de flechas de C (f},f):x -y,
haciendo conmutativo el diagrama

.

fq

——

f

D y R designaran los funtores domonio y rango, D, R : Cp — C,
dados por D (fy, f) = fi, R(f1, f) = f. 0 es el funtor de Cp a Cp que
a cada objeto x de Cp le hace corresponder el subobjeto 0 de R (x).

Cp tiene cero, es el morfismo 1y de C, que se denotard 0,. Cp es
localmente pequefia por serlo C.

3.1. Cp tiene cficleos.
Sea (f1, f) : # - un morfismo de C,. Como consecuencia de 1.2.,
(fif, %+ (= f5* — x es un morfismo de Cp,
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PN

| ]
(xcfk) k l zZ .

[ /k\

(XL Z r .

y (fi*, /) = (fi, f)¥ en Cp.

3.2. Un morfismo (4, 7) 14 — 3y en Cp es normal (nticleo) si y sélo
si 71, j son normales en C y el cuadrado yj; = jx es cartesiano en C.
Todo morfismo normal de C, tiene contcleo.

Los morfismos normales de Cp dan lugar a cuadrados cartesianos
en C por 3.1, y si (51, J) : # — ¥ es tal que yj; = jx es cartesiano en
C, entonces (7% 7) : ¥ — (#¥)% (41 ¥ 7 son normales en C)

i1 i

X y (_] Cy)kC

3 | i© LT

es un morfismo de Cp, como consecuencia de C4 y 1.2., y (41, j) =
= (j1i* ) = (1" 7)*

Si (41, 7) : # -v es normal en Cp, ¥ (fy, f) : ¥ — z es tal que (fj,
f) U1, 7) = (fi71, fi) = (0, 0), entonces existen morfismos %, & en C
tales que f; = A5\, f=Nh° y asi

i =i =f=ny=r{y¥i°

teniendo en cuenta que 7,° es un epimorfismo en C, zh; = A(fy)* y
asi (hy, h) : ()% ->2z es un morfismo de Cp v (41, 7)° = (51 59).

3.3. Todo morfismo (f;, f) de Cp, se factoriza en producto de un
morfismo conormal seguido de un monomorfismo,
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Un morfismo conormal es el conticleo de su ntcleo, asi por 3.2
los morfismos conormales de C, son precisamente aquellos morfis-
mos (ky, &) tales que 4y y 4 son conormales en C. Adems4s, los mono-
morfismos de C, son los morfismos (%, &) con %, y 7 monomorfismos
de C.

Si (f1, f) 1 ¥ -y es un morfismo de C,, utilizando C3 y

fy

y
t ckx)k c

. .

R

C4, se obtiene morfismos (fi%, f**) : x — (f* x)k, (fif, fI) : (f* x) —
-, conormal y monomorfismo respectivamente, verificando (fi, f) =
= (fif, /1) (f1%, f*). Adem4s esta factorizacién es tnica.

3.4. Sixesun objeto de Cp, los subobjetos normales de x, Sy” (x)
forman un reticulo completo, con interseccién dada por

N (=, v) = (N %, N )
J J J

Es consecuencia de 1.5ii), pues 71 () =N "1 () =N ;.

>

'

£ m .
¥ 45

El reticulo de los cocientes conormales de x, S,” (x), también es com-
pleto, con unién (counién)

\/ (ri: sj) = (V 7, \/ Si)
J J J

para (7, s;) €S, (x) V¥ je].
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Como consecuencia de 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, la categoria C, tiene las
siguientes propiedades:

CP1) Todo morfismo conormal tiene ntcleo.

CP2) Todo morfismo normal tiene contcleo.

CP3) Todo morfismo se descompone en producto de conormal
por monomorfismo, (f1, f) = (i, /1) (i, /).

CP5*) Para cada objeto x de Cp, los subobjetos normales de »
forman un reticulo completo, Sy* ().

3.5. Si C tiene productos, Cp tiene productos.

Sea {x;};c ; una familia de objetos de Cp, con R (x;) = X, D (x;) =
= Y. Considerando los productos =; : 1 X; - X, y=/ : I1Y; - Y;
en C, se obtiene un morfismo II x; inducido por los x;, que es

Ny
ny. 2 o R,
J ]
Z
1] l

=Y
X]

normal ([3], 12.3, p. 67).

Si (u;, v;) : z - x; es una familia de morfismos en Cp, se obtienen
morfismos # y v de C verificando #;/ u = u;, mjv =v; Vje J, y asi

— ’ P— — — y
m(lw) u=0x;n'u=2xu=v,z=mvavje],

de donde (ITx;) # = vz 'y (4, v) : z — x; es un morfismo de Cp, y es,
ademds, el tinico que hace conmutativo el diagrama.

Un subfuntor normal de la identidad de Cp es un funtor» : Cp — Cp,
junto con una transformacién natural (g, 4,) :7 — l¢, tal que para
todo x € 0b (Cp), (4, (¥), A (¥)) es normal en Cp. Para (fi, f) : x =y
se tiene un diagrama conmutativo;
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f1

ry y

f; l f’(Y)

I X X
Aets)
X/& rf

donde 7 (f, f) = (vf1, 7f).

7 se dice subfuntor normal radical si r es un subfuntor normal de
la identidad y verifica, ademds, 7 (x/rx) = 0p para todo x € 0b (Cp)
Un subfuntor normal de la identidad de Cp, tal que 7 (¥) = 1p 4, (»)
V x€0b(Cp) se dird preimterior de C. En este caso se empleard la
notacién I (x) = 4, (¥) v (%) = u, (x), de modo que xy; (x) = I (x)

VY x€0b (Cp).
AEEA
A

Lt B

Iy

El concepto de preinterior as{ obtenido, coincide con el defi-
nido en ([1], 2).

3.6. Existe una correspondencia biunfvoca entre:

i) Subfuntores normales radicales de la identidad de Cp.
ii) Clases R de objetos de Cp cerradas para subobjetos y cou-
niones de objetos cociente conormales.

Sea S={xe€0b(Cp)[rx =0p}. S es cerrada para subobjetos y
couniones, pues la demostracién de ([4], (3.3.5)) se aplica a Cp, ya
que esta verifica CP1-CP5*. Reciprocamente, dada S cerrada para
subobjetos y couniones, se define (4, (x), 4, (x)) = [j] (w;, v;)¥ = (N uf,

N v/%), siendo {(u;, v;)};¢; la familia de los cocientes conormales de
x con rango en S.
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Una clase V' de objetos de Cp se dird variedad de Cp si es cerrada
para subobjetos, objetos cociente conormales y couniones. Si C
(y por tanto Cp) tiene productos, una clase de objetos V de Cp es
variedad si y s6lo si es cerrada para subobjetos, cocientes conorma-
les y productos ([4], (3.3.9).

Un funtor variedad en Cp es un subfuntor normal de la identidad
de Cp que conserva morfismos conormales. En particular es un sub-
funtor radical.

3.7. Existe una correspondencia biunivoca entre

i) Funtores variedad en C,.
ii) Variedades en C,p.

Si v es un funtor variedad, la variedad asociada estd dada por
V={&e0b(Cp)lv(x) = 0p}. La demostracién es como en ([4],
(3.3.10)).

3.8. Existe una correspondencia biunivoca eutre

1) Preinteriores radicales de C.

ii) Clases de objetos de C, cerradas para subobjetos, counio-
nes de cocientes conormales y que contienen a todos los x € 0b (C)p)
talesque D(x) =0 (* : 0 ——— X en C).

Como consecuencia de 3.6, es suficiente demostrar que el sub-
funtor radical 7 es preinterior si y sélo si la clase S = {x € 0b(Cp)/
7 (x) = 0p} contiene todos los x € 0b (Cp) tales que D (x) = 0.

Si 7 es preinterior, y x: 0 -}——— X, entonces I (x) = 4, (¥) = »,
y 7(%) = 1p ) = lo = Op.

Reciprocamente, si todas las flechas de dominio 0 pertenecen a
S, v x es un objeto de Cp, entonces (0, x¢) : ¥ ——— (¥ x)* es uno de
los (u;, v;) que definen 7 (3.6), y asi 4, (¥) < #, de donde 7 (x) = 1p 4, @)-

3.9. Existe una correspondencia biunivoca entre:

i) Preinteriores de C que conservan morfismos conormales.
ii) Variedades en Cp que contienen a todos los objetos de Cp
de dominio cero.

Si I conserva conormales, I es preinterior radical, y por 3.8
S ={xe0b(Cp)/I(x) = 0} contiene a los objetos de Cp de dominio
cero. Ademds, S es una variedad, pues es cerrada para conormales
y se aplica 3.8.
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Reciprocamente, el subfuntor radical definido por una clase
que verifica las condiciones de ii), es un preinterior radical por 3.8,
y conserva conormales por 3.7.

Si I es un preinterior de C, se dice que I conserva uniones cuando
para toda familia {x;} de objetos de Cp con R (%) =X Vije], se
verifica I (ljj %;) = ijI (%;).

Se llamara U-variedad en Cp, a una variedad V de Cp que contenga
todos los objetos de Cp de dominio cero y tal que si {x}je;, €s una
familia de objetos de ¥ con R (x;) = X V j € J, entonces |Jx,e V.

J

3.10. Existe una correspondencia biunivoca entre

i) Preinteriores de C que conservan conormales y uniones.

il) U-variedades de Cp.

iii) c-prerradicales varietales en C.
i) «—1ii) Como consecuencia de 3.9, es suficiente demostrar que I
conserva uniones si y sélo si para toda familia {x}je; de objetos de
Cp tales que R(x;) =X, I(x;) =0 Vje] se verifica I(y x;) = 0.

Esto es consecuencia de ([1], 3.6).
ii) < iii) Sea V una U-variedad de Cp. Si X € 0b(C), sea {x}};, la
familia de los objetos de V tales que R (r;) = X. La familia es no
vacia, 0 € Sy (x) estd en V. Se define 1,(X) = U #;.

J

Z esun c-prerradical como consecuencia de ser ¥ cerrada para cocien-
tes conormales y de 1.5. Z se totalmente hereditario por ser V cerrada
para subobjetos y es residual puesto que V es cerrada para couniones.

Reciprocamente, si Z es un c-prerradical varietal definiendo
V= U #eSy(X)/x < 2;(X)} se obtiene la U-variedad de Cp

X€0b (C)
correspondiente.

Si Vi y Vj son U-variedades de Cp, se define V; -V, como la
clase de los objetos x de Cp tales que existen ve Vy, ze V,, uc0b (Cp)
haciendo conmutativo el diagrama.

Se define V,, = V,_;. V, para cada ntimero natural # > 0.
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3.11. Si Vyy V,son U-variedades de Cp, V-V, es una U-varie-
dad de Cp. Si V es una U-variedad lo es V,,, y V,, es la variedad corres-
pondiente a Z,.

Si Vi y V, son U-variedades y Z, Z, son los c-prerradicales
varietales correspondientes (3.10), Z; : Z, es un c-prerradical va-
rietal (2.3, 2.9). Sea V'’ la U-variedad correspondiente a Z; : Z,.
Six eV, -V, se tiene un diagrama con y € Vy, z € V,, de modo que
¥ < Az(X), y asi se obtiene un morfismo ¢: R (z) -~ X/Z; X tal que

() eV, y (t2)* < 22,(X/Z; X), de donde se obtiene por las
conmutatividades del diagrama y la propiedad universal del cuadrado
cartesiano de Az, (X)° y 42, (X/Z; X) que x < 2z,. 7, (X), yasixeV".

r(z oy /"

T

t
Zl X/ZIX

Reciprocamente, si x € V', R,(¥),= X, se verifica ¥ < 4777, (X)
y asl (A7, (X)* %)% < (A2 (X) * 2z,: 2, (X)) = 2,(X) ¥ (lzl (X)° x)*
€ V,. Ademas, siendo y = x n Az, (X), y €V, basta pues demostrar
que (y° x)¥ e V, paraobtenerx e Vy - V,. Perosiendow : 0 —||-—— R (x°)

ck
¢ Z
c..ke 2
(%) !




c-Prerradicales y preinteriores en una categoria 83

en Cp, se verifica ((Az,(X)°%)%, 2z, (X)) V (0, #°) = (z° x)¥, ¥°),
y por ser w, (iz, (X)°x)* € V, y V, cerrada para couniones de cocien-
tes conormales, (y°x)* € V, obteniéndose asi el resultado. Enton-
ces V-V, =7V’ y como consecuencia de 3.10, 2.3 y 2.9, V-V,
es una U-variedad.

Si V' es una U-variedad, de manera aniloga se demuestra por
induccién que ¥V, lo es, y que corresponde segtin 3.10 al c-prerradi-
cal Z,, si V corresponde a Z.

Si I es un preinterior de C que conserva conormales y uniones,
se define I" (v) = II""1(x) = I (I*~1(x)), » > 0 ([1], 2.2), I" es un
preinterior que conserva conormales y uniones.

3.12. Si I y V se corresponden segtin 3.10, entonces I y V,, se
corresponden para todo # > 0.

Es necesario demostrar que x eV, «= I"(x) =0 V xe0b (Cp).
Supongamos que x€V,_; <= I""1(x) =0 ¥V x€0b(Cp). Si x€V,,
existen objetos y, z de Cp tales que y eV, zeV,_; y un diagrama

-
u
X YA
C
v 4 y s ] y Ir'r>.

Entonces (y°I"*~1(x))* = I"*~1(z) = 0 pues I"~1 conserva conormales
y zeV,_y, por tanto I*~1(x) < v y asi por la funtorialidad de T
I(I"=1(x)) = I"(x) < I(y)=0.

Reciprocamente, si I, (x) = I (I*~1(x)) = 0, entonces I"~1(x) e V,
y se obtiene un diagrama

o

M In-l (X‘.C

L)

donde (I*~1(x)°x)* e V,_; por ser I" un preinterior radical, como
consecuencia de conservar conormales. Por tanto, x e V.
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3.13. Si I, Z y V son correspondientes segdan 3.10, I*, Z, vy V,
son correspondientes para todo ndmero natural # > 0.

Es consecuencia de 3.10, 3.11 y 3.12.

Por tanto la clase N, ={Xe0b(C)/Z,(X) =X} ={Xe€0b(C)/
I"(1x) = 0} ={X €0b (C)/1x € V,}, es la clase de los objetos Z-nil-
potentes de clase menor o igual que #.

Ademas de los ejemplos de c-prerradicales en la categorias de
grupos, que se encuentran en [5], se dan otros de c-prerradicales y
preinteriores en diversas categorias en ([4], 5.4).
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