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0. INTRODUCCION

En [5] se introduce y estudia la convergencia simple sobre cada
H e H de medidas de Radon de tipo (H) sobre un espacio topolé-
gico E, estudidndose también en dicho trabajo, la estabilidad de
la convergencia simple y de la convergencia simple sobre cada H € H
en relacién con la medida imagen. Posteriormente en [6] se estudia
dicha estabilidad frente al producto por funciones y el producto
tensorial de medidas de Radon de tipo (H).

En este trabajo, las medidas que aparecen son medidas de Radon
(no necesariamente localmente finitas) sobre un espacio topolégico E
(no necesariamente Hausdorff), y se estudia en él cuando se veri-
fica que si {(E, E;, m;;, m;, p)}1e, €s una red de sistemas proyectivos
de espacios topoldgicos dotados de medidas de Radon y si para todo
1 el, (u?)re4 es una red s (K,)-compacta (resp. s-compacta, s (X;)-con-
vergente o s-convergente) entonces la red formada por los limites
proyectivos, supuesto que existen (en algunos casos se da también
la existencia), sea s(K)-compacta (resp. s-compacta, s (K)-conver-
gente o s-convergente). En los casos de convergencia se resuelve
el problema de determinar si el limite de la red formada por los limites
proyectivos, es el limite proyectivo de los limites de las redes (u); 4-

1. CONVERGENCIA SIMPLE SOBRE CADA COMPACTO

1. DEFINICION. Sea E un espacio topolégico y K la clase de todos
los subconjuntos compacto cerrados de E. Se llama medida de Radon
sobre E, a toda medida u definida sobre la clase B de los conjuntos
de Borel de E que verifica:

1.1 u(K) < + oo para todo K € K.
1.2. u(B) =sup{u(K): B o KeX.
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Si E es un espacio T,, entonces las medidas de Radon, segtin
Schwartz, sobre E, son las medidas de Radon sobre E que son local-
mente finitas. El conjunto de las medidas de Radon sobre E lo de-
notaremos en lo sucesivo por M (E).

2. DEFINICION. Sea (u,);c; € M (E). Se dice que un subconjunto de
Borel B de E, es un conjunto (u;);c;-compacto si, para todo cubri-
miento abierto Gy de B y todo &> 0, existe un ntimero finito de
abiertos Gy, ..., G, € Gy tales que

lim g (B — UGy < e

3. DEFINICION. Se dice que una red (u,);c; € M (E) converge simple-
mente a ueM (E), lo que representaremos por u;—> u, cuando
u; (B) — u (B), para todo B eB.

Diremos que una red (g);c; € M (E), es simplemente compacta
o s-compacta, si toda subred posee a su vez una subred s-convergente.

Anélogamente, se dice que una red (u;);c; € M (E) converge sim-
plemente sobre cada compacto a ue M (E), lo que denotaremos por
,ui—s—@—> u, si'y sblo si se verifica y; (B n K) — p (B n K) para todo
BeBytodo KeX.

Una red (4;);e; € M (E) se dice que es s(K)-compacta, cuando
toda subred posee a su vez una subred s(X)-convergente.
4. DEFINICION. Sea (Em E, E,, m;, m;) un sistema proyectivo de
espacios topolégicos. Sii para cada ¢ € I tenemos u; € M (E;) que ve-
rifica 7;; (u;) = w;, para i <j, el sistema formado por E = l‘l_I_I_l E,,

los E;, las m;;, las &; y las y;, se llama un sistema proyectivo de es}&acios
topoldgicos dotados de medidas de Radon.

Si peM(E) y se verifica que u; = m; (u) para todo z€I, en el
sentido de que

pi (B;) = p(m~1(B)))

para todo conjunto de Borel B; de E; (B; € B;), se dice que u es li-
mite proyectivo del sistema proyectivo de espacios topolégicos do-
tados de medidas de Radon anterior. Esto lo representaremos po-
niendo p = Em T ;.

En adelante supondremos que los espacios topolégicos E; son
Hausdorff.
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5. PROPOSICION. Sean E um espacio topoldgico, BeB y KeXK.
Entonces, st la red (u;);e; © M (E) es s(K)-compacta, entonces,
dado € > 0 existe K'e K tal que K" ¢ Bn K y

(5.1) lim p; (B n K-K') < e.

DeMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del corolario 11 de
[5], puesto que lim u; (K) < + oo, segin resulta del teorema 10

del citado trabajo, por ser (g);e; s(XK)-compacta, y ser (uix)es
s-compacta, siendo ux, para cada ¢ eI, la medida inducida por la
u; en K, segtin se deduce inmediatamente por ser (u;);c; s (XK)-com-
pacta.

6. TEOREMA. Sea {(E, E;, m;, 7;, u)}ica una ved de sistemas pro-
yectivos de espacios topologicos dotados de medidas de Radom, tal que
(uMicr s una ved s(K,)-compacta, para todo i € I. St para cada e/
existe u M (E) tal que u* = fzm ut, emtonces son equivalentes:

6.1. (uMac, es s(J()-comp;wta.
6.2. Para cada GeG, K€Ky ¢> 0, existe 1€l y un abierto
G; € G; que verifica w71 (G;) ¢ G y

(6.1) bim (G n K-m71(G)) <e.
A

DEMOSTRACION. Supongamos que se verifica 6.1, entonces, del
teorema 10 de [5] resulta que G n K es (u*);., -compacto, para todo
G € G y todo K € K, de donde se deduce inmediatamente 6.2, puesto
que {7, ! (G;): G;€(;, ¢ €I} es una base de la topologia de E.

Reciprocamente, si suponemos que se verifica 6.2, entonces,
para todo K e K e z €1 se tiene

Zi—:’”’ w(K) < @ [~ 1 7, (K)]
— Ui (K)]
< + oo,
puesto que por ser la red (uf)ic4 s (X;)-compacta, del teorema 10 de
[5] resulta que li:n pi(m; (K)] < 4+ oo, por ser =; (K) € K.

Ademas, para todo Ge (G, Ke Ky e> 0, existeniel y G;e(;
tales que 4,1 (G;) c G vy
lim (G n K —7~1(G)] < %
A
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Por ser la red (u*)ics s (XK;)-compacta, de la proposicién 5 resulta
que existe K; e K; que verifica

lim u? [G; n m; (K) — K;] < %
2

Entonces, K' =m;71 (K;) n KeX,
bim p w1 (G) n K — K'] =lim p* [771 (G) n K — =71 (K)]
¥ A

< li?,u‘ [, 1(G) n~ 1w (K) — 7~ L (K5)]

= Iim u [G; n m; (K) — K,)
A
€

< -
2

Im p(GnK—K)<bim p*[GnK—=n"1(G)]+
A A
+ bm ! (G) n K —K]<e.
3

De donde se deduce inmediatamente que G n K es (u*);¢, -compacto,
por serlo K'. .
Como segtin hemos probado, lim u* (K) < 4 oo para todo KeX
i

y G n Kes (4”);¢, -compacto para todo Ge(G y todo KeX, del
teorema 10 de [5] resulta que (u*)zc, es s (XK)-compacta.

7. PrROPOSICION. Con las notaciones del teorema anterior, si (u)rea
es s (K)-compacta vy se verifica que para todo 1€I, K;eK; y ¢ >0
existe K € K que verifica K ¢ 7,71 (K;) y

(7.1) fim a1 (K) — K] <,
A
entonces, (u?)zcq €s s (K;)-compacta para todo 1 € I.

DEMOSTRACION. En efecto, sean 1€l y (4?)cn, una subred de
(u?)1¢4- Entonces, por ser (4, s (X)-compacta, existe una subred
()14 de la red (uh)zen ¥ iy € M (E) de manera que p*” 2, Yogr-
Como 7 :E—> E; es u-medible para toda medida u € M (E), se deduce
de la proposicién 13 de [5], que g’ (B; n K,') —> m; (n4) (B; nu{x’){)
arr SKN

para todo B; € B; y todo K;' € K, lo que denotaremos por y;
7; (uy) siendo K’ la clase de los conjuntos compactos de E; que son
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imagen por m; de algtin K € K, puesto que para todo KeX,tely
Ae se tiene pt(w; (K)) < + o0 v py [ 1o (K)] < o puesto que
7, (K) e K; y existe K’ € K que verifica K' ¢ #;7 17, (K) y
o [ 7 (K)] < pa (K) + pao [V (K) — K]
<ps (K')+1
< + .
Como para cada ¢ > 0y K; € K; existe K € K que verifica K; o =;
(K)eXi'y
7 (ua) (K — m (K)] = pg w1 (K;) — o~ L (K]
< py [~ (K — K]
= sup {uy (K') : 7,1 (K- — Ko KeX}
= sup {hm W(K):m 1 (K) — Ko K eX)
< lim M”'[ 71 (Ki) — K]
7
< lim i ("1 (K)) — K]
A
<eg

del teorema 83 de [8] se deduce que m; (uy) € M (E;).
s (Xs')

Ademds, puesto que m; (u*’) == m;(u,) v para todo B;eB;,
K, eXK;vye>0existe KeK tal que K c ;7! (K;) ¥ lim ur [l
(K;) — K] < e, se tiene ’

7 (ne) (B 0 K;) = sup {m; (uy) (K) : B; n K; 2 K/ e K}
= sup {lﬁl’,’” p? (K) : B;n K; o K/ eX/{

< lim u#" (B; n K))
l"
y, ademds, como =; (K) € X; se tiene
%ﬂil’, (B, n K;) S 171’—}'&/1,-;'" (B, n TT; (I{)) "!—‘ m,u,]'” I:BL n I{, —T; (K)]
Iy » g
< limp*" (B; n m; (K)) + % p" (K — m; (K))
2

—"m(ﬂw (B; n m; (K ))—Hmw‘” [z~ 1 (K;) — w1
7; (K)]
< (ur) (B 0 K) -+ I i (71, (K) — K]
< (ua) (B nK1)+s

. v SX
y, por consiguiente, u? LIBONG 77, (g
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8. TEOREMA. Con las notaciones del teorema 6, si para cada i€l y

Aed existen u;e M (E;) y u* € M (E) tales que p* = lin_'z ulty ,uwﬂ* Ui,

entonces son equivalentes:

8.1. Existe ue M (E) (1) tal que p=1limp, y b ~=> u
8.2. Se verifica 6.2 y para cada i €1, K: eK;ye> 0 existe K e K
tal que K c w7 L (K)) v

(8.1) EZ—” phlmm LK) — K] <e (1)

DEMOSTRACION. Supongamos que se verifica 8.1. Entonces, (u%);¢4
es s (K)-compacta y del teorema 6 resulta que se verifica 6.2” Ademads,
para todo 7€l, K;eK; v ¢ > 0 existe, por ser u[m,~1(K))] = u
(K;) <+ oo, KeXtal que K cn, 1 (K)) v

lim p* (-1 (K;) — K] = lim p? (K,) — lim i (K)
= (K;) — u (K)
= pu[m~1 (K) — K]
<e.

Reciprocamente, supongamos que se verifica 8.2. Del teorema 6
resulta que la red (u?);c4 es s (XK)-compacta y, por tanto, para toda
subred (u¥)yca (A" € A), existe a su vez otra (u*')rey-, (A" € A')
s (K)-convergente a una medida u, € M (E). Ademds, para todo
1 € I se tiene, seglin se prueba en la demostracién de la proposicién 7,

arr S(XKi) : arr s (Xi)
que u?'' ——> m; (uy). Teniendo en cuenta que u > u; y que
este limite es tinico, segin se demuestra en la definicién 4 de [5], se

deduce que m; (u,) = u; para todo i€l, es decir uy = lim ;.

Puesto que para todo K € X y cualquier subred (u*);¢ 4 ée (UM 1ea
se tiene
lim p; [m; (K)] = lim g (71 ; (K)]
— i (K)
< + oo,

por ser uy (7" la; (K)] = m; (ug) [7; (K)] < + oo, seglin se prueba
en la demostracién del teorema 105 de [8], entonces, del citado teore-

(1) Segiin se ver4 en la demostracién, si se cumple 8.2, entonces la medida l{mite proyectivo del sistema
E, E;, =;j, =i, p;) existe y es tinica.
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ma 105 de [8] resulta que el limite proyectivo del sistema (E, E;,
7;j, 7;, w;) es dnico y, por tanto, toda subred de la red (u?);c, posee a
su vez una subred s (K)-convergente a dicho limite proyectivo, por lo
que la red (u*),e4 es s(K)-convergente a dicho limite proyectivo.

2. CONVERGENCIA SIMPLE

9. PROPOSICION. Sea {(E, E;, m;, 7;, 4 \aey una ved de sistemas
proyectivos de espacios topoldgicos dotados de medidas de Radon. Si
para cada e existe p* € M (E) tal que p* = lim ulry (u})sc 4 es s-com-

L]
pacta, entonces para todo i € I, son equivalentes:
9.1 \uMieq s s-compacta.

9.2. lim p[m; 1 (K)] < + o para todo K;e K.
i

DEMOSTRACION.  Lividentemente, si (4);c,4 es s-compacta, entonces,
bim p? (7,71 (K;)] = lim p? (K;) < + o para todo K;eXK;.
2 A

Reciprocamente, si se verifica 9.2 y (4?),cr es una subred de
(#)1eq, existen (u*’)pe,r subred de (u)ier v py € M (E) tales que
¥’ <> . Ademds, para todo B; e B; de medida uy [7,~1 (B))] < + o
y todo ¢ > 0, existe Ke K tal que K c w71 (B;) v

lim ' [m~1(B) — K| = py [%~1(B)) — K]
2
<eg,

por consiguiente, del corolario 14 de [5] resulta que p?"’ (B;) —> puy [ 1

(BJ] para todo B,e B, y u" >, (us), puesto que  (u) € M (E) por
ser py [, V(K;) < lim p (71 (K;)] < + oo para todo K;eX; y existir
2

para todo K;eK; y todo ¢>0 un KeX tal que m;(K) c K; v
7 (p) (K — i (K)] = py [77 1 (K) — 77 17 (K)]
< py w1 (K;) — K]
<e.

10. PrROPOSICION. Con las notaciones de la proposicion 9, si (u?)iea

es una red s-compacta para todo < el y existe uy* € M (E), para todo

Aed, tal que p* = limp? v limp* (E) < + oo, entonces (u)eq €S
- 2

K2
s-compacta si 'y sélo si se verifica 8.2.

2 — Collectanea Mathematica
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DEMOSTRACION. En efecto, si (u?),c, es s-compacta entonces, del

teorema 11 de [5] resulta que para todo ¢>0, 1el y K;eX;

existe K € K que verifica K ¢ #;71 (K;) € By bim p* [z~ 1 (K;) — K]
2

< &. Ademds, del teorema 6 resulta trivialmente 6.2.
Reciprocamente, supongamos que se verifica 6.2. Entonces del
teorema 11 de [5] resulta que para cada &> 0 existen K;eX; y

K eX tales que K € &1 (K;), lim p* [7,1 (K;) — K] < %y lim u}
Y Y
(E; — K) < %, por consiguiente,

lim b (E — K) < lim p} (E; — K,) + lim ;"1 (K;) — K]
2 A A
< g,

de donde se deduce trivialmente que

inf fimu (E —K) : KeX} = 0.
A

Ademas, para todo ¢ > 0 y todo G e, existen ¢el, G;eG; vy
KieX tales que 7,71 (G) c G, limu* (G — K,) < %y
i
€
=

Por otra parte, del teorema 11 de [5] y 6.2 se deduce, por ser (u:*)ic 4
s-compacta, que existe K; e K; y K, e K talesque K; € G;, K5 € =71
(K) em 1(G)ec Gy

im p* [G n Ky — a1 (G)] <
2

Lim i [7;71(Gy) — K] < lim p? [7,~1 (G;) — 7,1 (K;)] + bim u?
A A A
[z~ 1(K;) — K]
< lim p (G; — K;) + bim p [2;71 (K)) — K]
A A

&
<'_":
3

por tanto, existe K, € K que verifica K, ¢ Gy lim u* (G — Kj) < ¢,
2

de donde se deduce inmediatamente que
infifimu* (G —K) : G KeX} =0
A

para todo abierto G € G.
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Ademds, del teorema 6 resulta que (u?),., es s(K)-compacta y

B,

del teorema 10 de [5] se deduce que K es (4*);. 4 -compacto, por tanto,
la red (u});c4 es s-compacta, segtin se deduce del teorema 11 de [5].

11. PROPOSICION. Con las motaciones de la proposicion 10, si para
cada vely Aed existen y; € M (E;) y u* € M (E) tales que u* = lim p?

Y ut > w, entonces son equivalentes:

11.1. Existe yeM (E) (2) tal que p = limu; vy p* > pu.

;
11.2. Se verifica 6.2 y para todo B € B tal que lim u* (B) < + oo,
A
y >0, existe K e K tal que lim u* (B — K) < e.
A

DemosTRACION. Evidentemente, si se verifica 11.1, entonces u?

RALIIN u y del teorema 7 se deduce que se verifica 6.2. Ademés, si BeB

y @ (B) == lim y* (B) << oo, entonces para todo & > 0 existe K € K
1
contenido en (B) (K c B) y que satisface

limu*(B—K)=pu (B —K) <e.
A

Reciprocamente, si se tiene 11.2, entonces como para todo 7 el
y K;eXK; se tiene lim u* [z~ (K;)] = lim p* (K;) < 4 oo, del teo-
i A
s (X)

rema 7 se deduce que existe ue M (E) tal que y = lim p; y @ > u

y de la proposicién 8 de [5] resulta que u* ~> u puesto que para todo

BeB de medida u(B) < + oo se tiene que Lm u* (B) = u (B)
A

< 4+ o0.

(*) Aligual que en el teorema 8, este limite proyectivo existe y es tinico si se verifica 8.2.



(1

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

(9]

[10]

[11]

BIBLIOGRAFTA

B 1iNGSLEY, P.: Convergence of probability measures. Jonh Wiley and
Sons. New York. 1968.

DIEUDONNE, J.: Sur la convergence des suites de mesuves de Radon. Anais
Acad. Brasil Ci. 23 (1951), 21-38, 277-282.

GANSSLER, P.: Compactness and sequential compactness in spaces of mea-
sures. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb.

GROTHENDIECK, A.: Sur les applications lenéaives faiblement compactes
d’espaces du type C (K). Canadian J. Math. 5 (1953), 157-214.

JIMENEZ GUERRA, P.. Compactness in the space of Radon measures of
type (H). Proc. Irish Acad. (En publicacién)

JIMENEZ GUERRA, P.: Stability of tensor products of Radon measuves of
type (H). Vector space measures and Applications vol. II. Proceedings,
Dublin 1977. Lectures Notes in Math. n.0 645, p. 97-108.

PRrROKHOROV, YU. V.: Convergence of rendoms processes and limit theovems
in probability theory. Theor. Probab. Appl. I (1956), 157-214.

RODRIGUEZ-SALINAS, B. v P. JIMENEZ GUERRA: Medidas de Randon de
tipo (H) en espacios topoldgicos arbitvavios. Memorias de la R. Acad. Ci.
Madrid. En publicacién.

SCHWARTZ, L.: Radon measuves on arbitrary topological spaces and cylin-
drical measures. Oxford University Press. 1973.

ToprseE, F.: Compactness in spaces of measures. Studia Math. XXXVI
(1970), 194-212.

VARADAJAN, V. S.: Measures on topological spaces. Amer Math. Soc.
Transl, ser. II, 48 (1965), 161-228.

Departamento de Teoria de Funciones
Facultad de Ciencias Matemadticas
Universidad Complutense

Cindad Universitaria

Madrid-3 ESPANA



