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TEIL V

NULLSYSTEMSMANNIGFALTIGKEITEN
(oder N-MANNIGFALTIGKEITEN)

21. GRUNDEIGENSCHAFTEN DER NULLKORRELATIONEN

Die 3 grossen Typen einfacher Gruppen sind bekanntlich, wenn
man von den Ausnahmefillen absieht, die allgemeine projektive, die
Dreh- und die Komplexgruppe, ncuerdings auch symplektische Grup-
pe genannt. Mit den allgemeinen projektiven Gruppen waren bei uns
die Veroneseschen und Grassmannschen Mannigfaltigkeiten, mit den
Drehgruppen die M,-Mannigfaltigkeiten eng verkniipft ; denn wie wir
in den vorherigen Teilen sahen, gestatteten diese Gebilde jeweils
Transformationen in sich, die Darstellungen obiger Gruppentypen lie-
ferten. Die Transformationen der Segremannigfaltigkeiten waren als
direkte Produkte keine einfachen Gruppen mehr. Nun fehlt uns noch
eine zu den symplektischen Gruppen gehérige Mannigfaltigkeitsklasse.
Wir werden sie in den sog. N-Mannigfaltigkeiten finden, deren Punkte
die autopolaren R#ume eines Nullsystems abbilden. Bevor wir uns
ihnen jedoch zuwenden, sei in diesem einleitenden Kapitel einiges Be-
kannte aus der Theorie der Nullsysteme zusammengestellt, was wir im
folgenden brauchen werden.

Wir erinnern an die leicht einsichtige Tatsache, dass die durch
Nullsetzen einer Bilinearform :

1) AZ a;r;x; =0
i,j=0

definierte Projektivitat des S, auf sich dann und nur dann involuto-
risch ist, ‘'wenn die Matrix (a;;) symmetrisch oder schiefsymmetrisch
ist. Im symmetrischen Fall ist (1) die Polaritéit beziiglich einer Qua-
drik des S,, was im vorigen Teil ausfiihrlich behandelt worden ist. Wir
wenden uns nunmehr dem schiefsysmmetrischen Fall zu ; dann definiert
(1) die involutorische Korrelation bezgl. eines Nullsystems, wofiir wir
auch kurz Nullkorrelation sagen wollen. Im Falle schiefer Symmetrie
hat die Bilinearform (1) die Gestalt :

2 2 a; @z —x;x) =0

i’iﬂo
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Fragt man anderseits nach den Korrelationen, bei denen Punkt und
zugeordnete Hyperebene stets inzidieren, so fithrt dies ebenfalls auf eine
Bilinearform des Gestalt (2). Fiihrt man Pliickerkoordinaten fiir die
Verbindungsgeraden korrelativ entsprechender Punkte ein, so entsteht
aus (2):

©) 2 a;;p; =0,

1,7=0

d. h. die Gleichung eines allgemeinen Geradenkomplexes des S,. Im
Teil I11, Abschnitt 14 haben wir uns von der Seite der Grassmannschen
G,;1 her mit der Geometrie der schiefsymmetrischen Matrizen und pro-
jektiven Klassifikation der Geradenkomplexe (3) beschiftigt. Dabei
wurde unter anderem festgestellt, dass die Determinante der a;; nur bei
ungeradem n nicht zu verschwinden braucht; das bedeutet aber, es
existieren nur in Riumen ungerader Dimensionenzahl nicht-ausgeartete
Nullkorrelationen. Es sei daher im folgenden, mit Ausnahme von
Satz 2 das n stets als ungerade = 2k + 1 angenommen und unter
Nullkorrelation eine nicht-ausgeartete des S,z verstanden. Dann gilt
zuerst :

Satz 1. Durch geeignete Koordinatenwahl kann die Bilinearform
(2) einer Nullkorrelation auf die Normalgestalt

@) @Yo — Yo%) + @Y1 — Y1) + oo + (@Y — Yp i) =0

gebracht werden. Dabei sind die Koordinaten des Sy, 1 mit (z;; ;)
(bzw. dieselben auch gestrichen) benannt worden. Es gibt somit bis
auf projektive Transformationen nur einen nicht entarteten Typ von
Nullkorrelationen. Es gibt ferner eine Gruppe von oof+1) (22+3) Kol-
lineationen des S,:, 4, die die Korrespondenz (4) unverindert lassen,
das ist die sog. symplektische Gruppe.

Beweis : Man wihle das Koordinatensystem so, dass den

Punkten (x; = 1, sonst 0) die Hyperebenen y;, =0 (i =0, 1,..., k)
» (y; = 1, sonst 0) » z;=0(0=0,1,..,k

entsprechen. Ferner ordne man noch dem Punkt (1,..,1;1,..,1)
die Hyperebene z, + z, + ... + , — y, — y; — ... — ¥y = 0 zu. Da-
durch ist einerseits das Koordinatensystem im S.;, anderseits aber
auch die Nullkorrelation festgelegt, die dann die Gestalt (4) annimmt.
Eine leichte Konstantenzihlung ergibt nun, dass die Nullkorrelationen
des Sp341 von (2k+ 1) (k+ 1) — 1 Parametern abhingen; da in
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den Projektititen des Sop,.; aber (2 k -+ 2)2— 1 Konstante stecken,
miissen noch oo(*+1) (26+3) Projektivitdten vorhanden sein, die eine
gegebene Nullkorrelation in sich iiberfithren oder, anders ausgedriickt,
die Punkt-Hyperebenenzuordnung derselben nicht zerstéren. Diese Pro-
jektivitdten bilden dann natiirlich von selber eine Gruppe.

Es ist fiir das Weitere wichtig, voriibergehend auch die ausgear-
teten Nullkorrelationen, von denen man auch in Riumen gerader
Dimensionenzahl sprechen kann, in den Kreis der Betrachtungen ein-
zubeziehen. Dazu ist zuvor folgendes zu beachten : Einer nicht entar-
teten Korrelation (1), wo also die Determinante der «;; nicht ver-
schwindet, kann man sofort, mit Hilfe der reziproken Matrix geschrie-
ben, auch eine Korrespondenz zwischen den Hyperebenen desselben
Raumes zuordnen. Im Falle der Nullkorrelationen schreibt sich diese wie-
der schiefsymmetrisch. Im Ausartungsfall ergeben beide Auffassungen
aber ctwas Verschiedenes, und es lidsst sich der Ubergang von einer
zur anderen nicht vollzichen. Bleiben wir bei unserer Auffasung der
Nullkorrelationen als Punktkorrespondenzen, so gilt folgender :

Satz 2. Eine ausgeartete Nullkorrelation des S,, die vermoge (2)
als Punkt - Punkt - Korrespondenz und damit aber auch gleich als
Punkt - Hypercbenen - Beziehung aufgefasst wird, hat folgende Eigen-
schaften : Mit jedem Punkt S; des S, ordnet sie allen Punkten des
(S, U A,), wobei A; ein umfassendster, fester Raum dieser Art ist,
dieselbe Hyperebene durch A, zu, sodass man auch von einer Zuord-
nung zwischen den S;,; und den S,_; durch A, sprechen kann. d ist
dann zugleich mit n gerade oder ungerade, und die genannte Zuord-
nung kann folgendermassen beschrieben werden : Man nehme einen be-
liebigen, zu A; windschiefen Raum B,_,_;, gebe in B, _;_, eine nicht
ausgeartete Nullkorrelation vor und verbinde Punkte und S,_;_,, die
sich dabei entsprechen, mit A;. Man kann auch kurz sagen : Die aus-
geartete Nullkorrelation entsteht durch Projektion einer nicht ausge-
arteten des B,_, , aus einem windschief dazu liegenden Raum A4,.

Beweis : Wie bei jeder ausgearteten Korrelation des S, in sich gibt
es auch hier einen festen, umfassendsten Raum A, von der Art, dass
die allen Punkten des S, zugeordneten S,_; siamtlich durch A; gehen.
Fiir den speziellen Fall der Nullkorrelation folgt dann sofort, dass
allen Punkten eines S;,, durch A, ein und dieselbe Hyperebene durch
S;41 zugeordnet ist. B, _; , sei nun beliebig zu A; windschief ange-
nommen. Dann induziert dic gegebene Nullkorrelation sofort eine sol-
che des B,_;_;. Diese kann aber ihrerseits nicht wieder ausgeartet
sein ; denn wire das der Fall, so miissten die den Punkten des B,_,_;
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zugeordneten S,_, durch einen festen Raum B, in B,_,_, gehen, d. h.
da sie durch A, ohnehin gingen, auch durch den Verbindungsraum
Azier1 = (A4 U By). Daraus folgt aber weiter, dass die allen Punk-
ten des S, zugeordneten S,_; durch A,,,,, gehen miissten, d. h. 4,
wire entgegen der Voraussetzung nicht maximal. Da somit in B,_;_,
eine nicht ausgeartete Nullkorrelation vorliegt, muss n — d — 1 un-
gerade, d. h. n — d gerade sein oder n und d von derselben Paritiit.

Bemerkung 1. Auf hierzu duale Weise miissen diejenigen ausge-
arteten Nullkorrelationen beschrieben werden, die als Hyperebenenkor-
respondenzen definiert sind (in (2) miissen die * und z’ als Hyperebe-
nenkoordinaten gedeutet werden). Es sei dem Leser iiberlassen, den
Satz 2 dann auszusprechen.

Bemerkung 2. Geht man statt von (2) von der Gleichung (3) des
zugehorigen Geradenkomplexes aus, der natiirlich auch bei verschwin-
dender Matrix eine Bedeutung hat, so kommt man zu demselben Er-
gebnis. Im Abschnitt 14 sind in den niedrigsten Fillen die linearen
Komplexe (3) klassifiziert worden, was gleichwertig mit einer Klassi-
fikation der Nullkorrelationen der verschiedenen Ausartungsstufen ist.
Wir stellen im folgenden nochmals zusammen, welche Typen man bis
zu n = 5 dabei erhilt :

n = 1: Auf der Geraden ist die Identitit die einzige Nullkorrelation.

n = 2: In der Ebene S, ordnet die einzige vorhandene, ausgear-
tete Nullkorrelation die Punkte ihren Verbindungsgeraden mit einem
festen Punkt zu.

n =3: Im S; gibt es eine nicht ausgeartete Nullkorrelation, das
bekannte Nullsystem. Ausserdem gibt es einen Ausartungsfall, bei dem
den Punkten des S; ihre Verbindungsebenen mit einer festen Geraden
zugeordnet ist.

n=4:1Im S, gibt es zwei ausgeartete Typen, wovon der eine
durch Projektion einer Nullkorrelation des S; aus einen Punkt A,
entsteht, wihrend beim zweiten Typ die allen Punkten des S, zugeord-
neten S, durch eine feste singulire Ebene A, gehen.

n = 5: Im §; gibt es einen nicht ausgearteten Typ und zwei ausge-
artete ; bei dem einen dieser ausgearteten Typen wird aus einer Ge-
raden A; der nicht ausgeartete Fall des S; projiziert, beim zweiten
erfiillen die zugeordneten Hyperebenen ein Biischel durch einen A;—
man kann dies natiirlich auch so ausdriicken : aus A; wird der nicht
singuldre Fall auf der Geraden projiziert (s. oben n = 1).

Nunmehr sei die Nullkorrelation des S,.,; wieder als nicht aus-
geartet vorausgesetzt. Sind bei ihr die Réume S, und S;;_j einan-
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der paarweise zugeordnet, so ist es wichtig, die gegenseitigen Lage-
moglichkeiten von S, und Sy;_; zu iibersehen. Dariiber gilt folgendes :

Satz 3. Zwei zugeordnete S, und Sy;_; (R < k) in einer gegebe-
nen Nullkorrelation des Sy, ; schneiden sich bei ungeradem h im all-
gemeinen nicht, bei geradem h dagegen stets mindestens in einem Punkt.
In spezielleren Féllen haben sie bei ungeradem h entweder eine Gerade
oder einem S; usw. bis S,_, gemeinsam, oder S, liegt ganz in Sp_j;
bei geradem h kann die Inzidenz in einer Ebene, einem S, usw. bis
zum vollen Ineinanderliegen stattfinden.

Beweis : Die zugeordneten Raume mogen A, und A;k_ » heissen. Ist
die Nullkorrelation in der Normalgestalt (4) vorgegeben und h =2p + 1
ungerade, so sind die beiden Réume :

A,, definiert durch Z,1; =Up11 =%p12=Ypi2 = .. = Top11 = Yor41 =0
und Ags_j, definiert durch 2, =y =2, =4 = .. =2, =y, =0

nullkorrelativ und windschief zueinander, sodass dieser allgemeine Fall
bei ungeradem h wirklich vorkommt. Den Punkten aus A, entspre-
chen nun korrelativ die Hyperebenen durch Ag,_; Wenn A, nicht ganz
in Agj_; liegt, ist einem allgemeinen Punkt S, aus 4, eine Hyperebene
Sg’k zugeordnet, die A, nicht ganz enthélt, sondern nur in einem durch
S, gehenden S,_; schneidet ; hieraus folgt, dass unsere Nullkorrelation
des S,q eine solche des A, induziert. Haben nun A, und A;k_;, den
Raum A; (s < h) gemein, so ist diese induzierte Korrelation in A,
ausgeartet mit A als singulirem Ré#um ; umgekehrt konnen, wenn
diese Nullkorrelation im A, ausgeartet ist, 4, und Ags_y nicht punkt-
fremd zueinander sein, und ihr Durchschnitt A; muss auch der singulére
Raum der in A4, induzierten Korrelation sein. Nach Satz 2 ergibt sich
daraus dann, dass s dieselbe Paritét besitzt wie h, was oben behaup-
tet wurde.

Man kann jetzt aufgrund dieses Satzes die S, des Sy beziiglich
der gegebenen Nullkorrelation in Klassen einteilen ; alle S, die ihren
zugeordneten S,s—n s-dimensional schneiden, sollen dabei derselben
Klasse angehoren. Das am meisten spezialisierte Verhalten besitzen
dann diejenigen S,, die ganz in ihrem zugeordneten Sys_s enthalten
sind oder diesen ganz enthalten. Wir wollen diese Réume als voll zu-
gehérig zur Nullkorrelation bezeichnen. Es ist zweckmissig, ausser dem
S, auch den korrelativ entsprechenden S;k_;, in dieselbe Klasse zu
legen. Demgemiss konnen wir sagen, dass alle Punkte und Hypere-
benen beziiglich der Nullkorrelation in eine Klasse fallen und der Null-
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korrelation voll angehéren. Das gilt fiir k = 1 aber nicht mehr fiir
alle Geraden und entsprechenden S,;_;. Denn sind A und B zwei
Punkte einer voll zugchérigen Geraden, so miissen A und B in der
Nullkorrelation, wenn man diese als Korrespondenz zwischen Punk-
ten geméss (2) auffasst, konjugiert zueinander sein ; das besagt aber
gerade die Bedingung (3) fiir die Linienkoordinaten der Verbindungs-
geraden A B.

Von besonderer Wichtigkeit wird fiir uns das Verhalten der Riume
Sy beziiglich der Nullkorrelation sein. Nach Satz 3 kann bei ungera-
dem k ein S, seinen zugeordneten S; entweder gar nicht oder in einem
S1s S35 .-y Sp_p schneiden, bzw. ganz mit ihm zusammenf{allen ; bei
geradem k findet der Schnitt entweder in cinem Punkt eciner Ebene
usw. statt bis zur Moglichkeit des vollkommenen Zusammenfallens.
Alle diese Falle, die jeweilig verschicdene Klassen festlegen, crfassen
wir zweckméssig mittels folgender Definilionen :

Ein S, heisst bei (S, N S7) = S, zur Nullkorrelation des Sors1

a) s+ 1

i1 zugehorig im Falle ungerader k,

b) %{—— zugehorig im Falle gerader k.

Wie iiblich, ist dabei im Falle der Windschiefe von S; und S; zu
setzen s = — 1; damit crhélt sowohl bei geradem wie auch bei ungera-
dem k im allgemeinsten Fall der S, die Zugehérigkeitszahl 0. Im an-
deren Extremfall speziellsten Verhaltens, d. h. bei s = k, nennt man
die S, mit der Zugehorigkeitszahl 1 auch aufopolar beziiglich der
Nullkorrelation. Dazwischen treten alle echten Briiche mit dem Nenner

k k+1
5 bzw. —;— auf. Wir stellen im folgenden bis zu k = 7 zusammen,

welche S - Typen es beziiglich der vorgegebenen Nullkorrelation des
Sor+1 gibt, mitsamt der Paramecterzahl, die zu ihnen gehort. Die
Richtigkeit dieser nach einem Rekursionsverfahren leicht herleitbaren
Zahlen moge der Leser sclber nachpriifen :

k=1. oco% 0-zugehdrige und o® 1 -zugehérige Geraden

k =2. oo® 0-zugehorige und o® 1 -_zugchorige Ebenen

k=3. o0 -zugehorige, ools % - zugehérige, oo® 1 - zugehorige

Raume S,
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k=4. 20 -zugehorige, 22 % - zugehorige, ool® 1 - zugehiorige

Riume S,
k=05. 0030 -zugehorige, oo % - zugehorige, o030 g- zugehorige

oo? 1 - zugehérige Rdume S;

k=06. o0%0 -zugehorige, oo“% - zugehorige, oo3 g- zugehorige

028 1 - zugchorige Riume Sq
k=17. %0 -zugehorige, o }I - zugehorige, o058 %- zugehorige
o049 Z— zugehorige, o030 1 - zugehorige Réume S,.

Wir verzichten darauf, diese Ergebnisse zu verallgemeinern, was
nicht schwer ist, und formulieren lediglich fiir die uns wichtigsten

Raume, die autopolaren S;, folgenden Satz:
k+2
Satz 4. Eine Nullkorrelation des S, besitzt oo( 2 ) autopolare

S;. Jeder Teilraum A, in cinem solchen S, gehért der Nullkorrelation
ganz an, und man erhilt alle autopolaren S, durch cinen solchen A,
in der Gestalt S, = (4, Y S;_;_,), worin S;_,_, alle autopolaren S,_;_,
einer Nullkorrelation eines zu A; windschief liegenden Raumes By, o,
durchlauft ; Bs,_,;,_; kann dabei beliebig, sein, muss jedoch so gewéhlt
werden, dass (A, U By o) = Ay,_y der zu A, korrelativ entspre-
chende Raum ist.

Beweis: A, sei ein beliebiger Punkt des Sy, und Ag, die A,
zugeordnete Hyperebene, sodass die co2~1 Geraden durch 4, in Ay
der Nullkorrelation voll angehéren. Bei k = 1 sind diese Geraden
autopolar, und es stimmen in diesem Fall ersichtlich die Behaup-
tungen des Satzes. Nunmehr sei A, ein beliebiger Teilraum des auto-
polaren S;; der zu A, nullreziproke Raum Ag,_; muss dann A, ent-
halten, und die den Punkten von Agi_s zugeordneten Hyperebenen
gehen alle durch A, und haben in ihrer Gesamtheit auch nicht
mehr als A, gemein. By_y,_; in Ag,_; sei windschief zu A, gewihit.
Dann induziert unsere Nullkorrelation eine solche in By, g, ;, die
auch nicht ausgeartet sein kann, da sich sonst sofort ergeben wiirde,
dass die den Punkten von A;k_;, zugeordneten S,, insgesamt mehr
als bloss den Raum A4, gemein haben. Bj_,_; sei in der in By o,
induzierten Nullkorrelation autopolar. Dann ist zunichst gewiss
der Raum (4, U B,_,_,) in der urspriinglichen Nullkorrelation auto-

17 — Collectanea Mathematica.
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polar. Es ergibt sich aber auch, dass jeder durch A, gehende autopo-
lare Raum in dieser Gestalt sich schreiben lisst. Denn zun#chst
kann ein C,; durch A,, der nicht in Aék_,, liegt, nicht autopolar
sein, da sein nullreziproker Raum C; nicht einmal A, cnthilt, ein
C,= (A, U B;_; ;) mit B,_,_, aus By,_,_; ist aber reziprok zu
Cy = (4, U B;_;_,), wobei B,_,_; und B;_,_, innerhalb der Nullkor-
relation des By, o, ; reziprok voneinander sind. Es muss also, wenn
Cy = C, scin soll, auch B,_,_, = B;_;_; sein. Nun gibt cs in jeder
Nullkorrelation autopolare S,, z. B. die beiden gegeniiberliegenden
Riaume 2y =2, =.. =2,=0 und y, =y, =.. =y, =0, wenn
man die Normalform (4) voraussetzt. Die behauptete Parameterzahl
folgt induktiv; fiir k = 1 stimmt sie ; angenommen ihre Richtigkeit
wire schon bis zu k — 1 bewiesen, dann wissen wir nach den vorher-

E+1
gehenden Betrachtungen, dass durch jeden Punkt des Sy,4 oo( 2)

k4-2 k+1
. N 4-2k+1—k
autopolare S; gehen, insgesamt also oo( :%) oo( 2.) .

Wir zcigen nunmehr noch einen Satz, der uns einen interessanten
Zusammenhang zwischen den Nullkorrelationen und den Quadriken
Q,; crschliesst :

Satz 5. A, und B, seien zwei zueinander windschiefe, autopolare
Réume der gegebenen Nullkorrelation. Dann induziert diese eine Kor-
relation zwischen A, und B, von der Art, dass alle Ridume der Art
(U, U Vi_y_1), wobei U, C A, und V,_, ; C B, in dieser Korrelation
einander zugeordnet sind, also nach Abschnitt 17, Satz 1 alle einer Qua-
drik Q,, = A,— B, angehoren, autopolar sind. Alle autopolaren Riume der
Gestalt (U, U V,_,_;) gehoren umgekehrt auch dieser Quadrik Q,, an.

Beweis: A; und B, seien zwei windschiefe, autopolare Raume.
Dann gehen die den Punkten von A, nullkorrelativ zugeordneten Hy-
perebenen simtlich durch 4, und bestimmen k — 1-dimensionale
Teilraume auf B, ; umgekehrt ergibt jeder B,_; aus B,, mit A, ver-
bunden, eine Hyperebene, deren nullkorrelativ zugeordneter Punkt auf
A, liegt. Dies definiert eine Korrelation zwischen den Punkten aus A,
und den Hyperebenen aus B,. In dieser Korrelation mége nun der
Raum U, aus A, dem Raum V,_, ; aus B zugeordnet sein; das
bedeutet, den Punkten von A, sind in der urspriinglichen Nullkorrela-
tion die S,, durch (U, U B;) zugcordnet. Daraus folgt aber, dass
(U, U V,_,_,) autopolar ist. Umgeckehrt miissen bei Autopolaritit von
(U, U V,_,_y) sich dic den Punkten von U, nullkorrelativen Sy, genau
in (A3 U V,_;_;) schnciden, d. h. aber in der soeben erklirten Korre-
lation zwischen A, und B; sind U, und V,_,_,; einander zugeordnet.
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22. KONSTRUKTION DER N - MANNIGFALTIGKEITEN

Wir suchen nunmehr Mannigfaltigkeiten, deren Punkte eineindeu-

k42

tige Bilder der oo( ) autopolaren X, einer nicht ausgearteten Null-

korrelation des X,y sind. Wir nennen diesc gesuchten Mannigfaltig-

keiten N(,,H), in Worten N -Mannigfaltigkeiten. Wenn wir diese
2

gefunden haben, werden sich weitere Mannigfaltigkeiten, deren Punkte
in derselben Weise den mindestens in einem bestimmten Grade der
Nullkorrelation zugehorigen X, zugeordnet sind, von selber ergeben.
Es moégen zunichst die einfachsten Fille k =0 und 1 betrachtet
werden :

k =0. Da die Nullkorrelation auf der Geraden die Identitit ist,
hat man sofort: N, ist die Gerade selber.

k=1. Die ® autopolaren Geraden eines Nullsystems im X,
sind ein allgemeiner linearer Komplex. Das Pliickerbild desselben ist
nun cin allgemeiner S,- Schnitt der Gj;, = Q,. Offensichtlich gibt es
keine einfachere Punktmannigfaltigkeit, die dic o3 Geraden des linea-
ren Komplexes ausnahmslos eineindcutig abbildet, als die so erhaltenc
Q3, sodass wir sagen konnen : Das gesuchte Minimalmodell N, ist die
nicht entartete Quadrik Q, des S,.

Wir werden nach dem Muster von k =0 und 1 auch in den weiteren
k42
Fillen die N -Mannigfaltigkeiten in den Grassmannbildern der oo( :)

autopolaren X, suchen und erkliren kurzerhand, ohne zu zeigen, dass
es sich dabei wirklich um das Minimalmodell im Sinne Severis handelt :

k42
N (k+2) ist die Bildmenge der oo( £%) autopolaren X, der gegebenen
2

Nullkorrelation, diec man erhilt, wenn man die X, des Xy, 1 auf die
Punkte der Gy, 1;, abbildet. Entsprechendes gilt fiir die Bildmengen der
anderen, in bestimmter Weise mit der Nullkorrelation verkniipften X,.

Da nach Abschnitt 12 Satz 3 alle durch einen festen A, gehenden
X, des Xy,,1 auf die Punkte einer Gor_j r—5—; abgebildet werden,
ergibt sich zusammen mit Satz 4 sofort, dass diejenigen autopolaren X,,
die cinen festen A, enthalten, auf die Punkte einer N (*-1+1) innerhalb

der N (k+2) abgebildet werden. Weiterhin folgt hieraus zusammen mit
2

dem, was wir vom Teil IV her iber die, Gy y;; Wissen, folgende

wichtige Aussage iiber den lokalen Aufbau der N (k+2):
2
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SaTz 6. N(k+2) ist eine Mannigfaltigkeit, die Geraden als Riume
2
héchster Dimension enthilt. Durch jeden Punkt P, der ]\7(k+2) gehen
co® Geraden, die einen Kegel { P, U Vﬁ} bilden.

Beweis : Aus der Theorie der Grassmannmannigfaltigkeiten wissen
wir, dass lineare Raume auf der Gop.i;x eniweder

a) den oo™ kX, durch einen X; , in einem X,, (m > k)
b) allen oo®*! X, in einem X, oder

¢) allen oo*™° X, durch einen X; in einem X,

entsprechen. Nun sind nach Satz 4 alle !X, durch einen der Null-
korrelation zugehérigen X, , in dem zu X,_; nullkorrclativen Xkl+1
autopolar und sonst bestehen, wie man sofort sieht, keine der unter a)
bis ¢) aufgezdhlten Typen von X,-Mengen aus lauter autopolaren
Raumen. Das bedeutet aber, die N (k.é.g) enthilt keine héheren linea-

ren Riume als Geraden. Von diesen Geraden gehen aber oof durch
jeden Punkt der N(,H_2), wie man folgendermassen sieht: Jeder auto-
2

polare X, enthiilt «® X, ,, die alle der Nullkorrelation voll angehéren,
jeder autopolare X, gehort also zu oo® Mengen von je ool autopolaren X,
durch einen X, ;. Nun besitzt nach Abschnitt 13, Satz 7 die Gori1;r
in jedem Punkt P, ookP,€+1 und ook PiIT 1, die einen durch P, als Spitze
gehenden Kegel {Po U Sk;,,} ausmachen. Ist P, das Bild des Rau-
mes A;, so entsprechen die Punkte eines dieser Pj.; den oo? P, durch
einen A;_; des A, und die Punkte eines dieser P;IH den «*X; in
einem A, durch A;. Unsere Nullkorrelation bezieht aber gerade die
Ap,, durch und die A;,; in A, korrelativ aufeinander. Diese Be-
ziehung ibertrigt sich nun auf eine projektive Korrespondenz der
P Pj.; und der oo® Py, des Segrekegels oder auf eine ebensolche
zwischen den oo* Pj und den oc® P} einer S, die vom Scgrekegel iibrig
bleibt, wenn man ihn mit einer nicht durch die Spitze P, gehenden
Hyperebene schneidet. Nach Abschnitt 3, Satz 22 wird aber durch diese
eineindeutige Beziehung der beiden Sorten von P, der S;;; aufeinander
eine Veronesesche V3 definiert, die mit P, verbunden, zu dem erwahnten
Veronesekegel im Punkt P, der N (k.;g) fithrt.

Zu einer ersten Moglichkeit, weitere Einblicke in den Autbau der
N (*+2) zu gewinnen, fithrt dann folgender
2
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Satz 7. A, und Bj; seien 2 windschiefe, autopolare Réiume der
Nullkorrelation des Xszy3. Dann spannen die Bildpunkte sdmtlicher
autopolaren X; = (A, U Bs_;,_,) (R =0, 1,.. k— 1), die nach
Satz 5 alle einer bestimmten Quadrik Q,; = (4, — Bj;) angehdren, zu-
sammen mit den Bildpunkten von A, und B, selber die ganze N (*£2)

auf. Die N(Hz) wird somit durch folgende, zueinander unabhingig
2

liegende k + 1 Punktmengen aufgespannt :

— 1) einen Punkt U, als Bild von A4,
0) eine Vi = V2 (Gy,) als Bild der X; = (A4_; U By)
1) eine V2 (G,,) als Bild der X, = (4;_, U B))

.................................................

k—1) eine V2 = V2 (Gs_,) als Bild der X, = (A, U B,_y)
k) einen Punkt V, als Bild von B.

Beweis : Nach Abschnitt 3, Satz 17 wird die Bildmenge aller X,
des Xy .1, die den festen A, treffen, durch die k + 1 Bildmengen aller
derjenigen X, aufgespannt, die A, h-dimensional und B, k—h—1-
dimensional schneiden (h =0, 1, .... k). Weiterhin war dort festges-
tellt worden, das diese k 4~ 1 Mengen alle in zueinander windschiefen
unabhiingigen R#umen licgen und zusammen eine ausgezeichnete
Hyperebene des dualen Gebildes §2k+1;k aufspannen ; diese Hyperebene
enthilt den Bildpunkt V,, von B, nicht, weil B, nach Voraussetzung
den A; nicht treffen sollte. Nimmt man V|, noch hinzu, so wird dadurch
der ganze Raum {Gg.1x) aufgespannt. Wir interessieren uns nun
hier nur noch fiir diejenigen Untermengen dieser insgesamt k -+ 2
Teilmengen der Ggg, 1;1, die auch, unserer N (’“{2) angehoren. Das bedeutet

aber, sich auf folgende Teilmengen aller k - 2 soeben beschriebenen
Mengen zubeschrinken :
— 1) den Bildpunkt U, von A,
0) die Bildmenge aller autopolaren X, = (4;_; U By)
1) die Bildmenge aller autopolaren X, = (4;_, U B))

...............................................

k—1) dié Bildmenge aller autopolaren X, = (4, U B;_,)
k) den Bildpunkt V, von B,
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(unter A und B mit entsprechenden Indizes sind stets Unterriume von
A, und B, verstanden). Man stellt nun leicht fest, dass die Menge mit
der linken Nummer j) auf die Punkte der V2 - Transformierten einer
Gy;; abgebildet wird. Denn nehme man zur einfachen Berechnung A,
und B je in der Gestalt gy =y, = ... =y, = Ound y = ;= ... = 2, =0
an, so hat man die Grassmannkoordinaten aller X, = (As_;_; U B))
zu berechnen, die der Quadrik oYy + @ y; + ... + 7,5, =0 angehéren
(s- Satz 5). Wegen unserer besonderen Koordinatenwahl ergeben sich
diese aber in der Gestalt p,,. .., @y ... Wobei die p alle Grass-
mannkoordinaten 1. Art irgendeines A, ; ; des A, sind und die ¢
unabhiingig davon diejenigen 2. Art des zu A;_;_, korrclativen B;
in By bedeuten. Es gilt aber bei uns, wieder wegen der Koordinatenwahl,
@vi—isr... v = Pv,...v—y» d. h. aber die Koordinaten der Menge j) schreiben
sich, sofern sie nicht von vornherein verschwinden, in der Gestalt aller
quadratischen Monome in den Grassmannkoordinaten irgendeines Apia
des A, und die Menge j) ist eine V2-Transformierte von Gy, j. Dass
alle k 4 2 Mengen auch wirklich {NV (k;2)> aufspannen, folgt genau so

wie die entsprechende Tatsache bei der Gy.y.; (vgl. Abschnitt 16,
Satz 18).

Wir wollen nunmehr aufgrund dieses Satzes iiberlegen, welche Riume
durch die N(k_é_g) fir k =1, 2, ..., 5 aufgespannt werden.

k =1. Da Gy, die Gerade ist, deren V2-Transformierte ein Ke-
gelschnitt ist, wird N; durch die Punkte eines Kegelschnitts und noch
2 weitere aufgespannt, also hat der Raum {N;), wie wir wissen, 4
Dimensionen.

k = 2. Die Mannigfaltigkeiten G,;, und G,,; sind beides Ebenen,
deren V2-Bilder Veronesesche Flichen V% sind und je einen S; auf-
spannen. Ng wird somit durch die Punkte dieser beiden S; und noch
2 weitere Punkte aufgespannt, mithin hat der Raum {Ng> 13 Dimen-
sionen. Man kann auch sagen, dass der {N,),; durch die Tangential-T'
in 2 allgemeinen Punkten U, und V, aufgespannt wird.

k = 3. Der Raum (Nm) wird nach Satz 6 und 7 durch die Tan-
gentialriume T,y (Ug) und Ty (V,) in den beiden Punkten U, und V,
sowie einen Raum {VZ2(Gj;;)) aufgespannt. Dieser letztgenannte Raum
hat aber 19 Dimensionen ; dies folgt daraus, dass Gg;, eine Quadrik
des §; ist, sodass also V2 (Ga,l) durch eine Hyperebene aus der V2 des
Sy ausgeschnitten wird. Zusammengenommen ergibt dies, dass der
Raum {Ny,) 41 Dimensionen hat.

k=4. Um die Dimension des Raumes {Ns) auszurechnen,
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braucht man die Dimensionen der Raume (V2 (G,:)) (i =0, ..., 3).
Nun war geméss Abschnitt 14 die G,;; eine durch 5 linear unabhin-
gige quadratische Reclationen beschriebene Mannigfaltigkeit des S, ;
V2 (Gy;,;) wird also durch 5 linear unabhingige Hypercbenen aus der
V2 ausgeschnitten. Da V3 einen S;, aufspannt, hat also der Raum
{V2(Gy,)) die Dimension 49. Die von V2 (G,,,) projektiv nicht ver-
schiedene V?(Gy,) spannt einen weiteren S, auf. (V2 (G,o)) und
V2 (Gy;s)) fiigen sich je mit den Punkten Uy und V, zu den 15-di-
mensionalen Tangentialrdumen in den Punkten U, und V, zusammen,
sodass wir schliesslich als Dimension fiir den Raum {N;;) die Zahl
131 erhalten.

k = 5. Zur Berechnung der Dimension von {Ny) benétigt man
die der Raume (V2 (Gg;;)). Hierzu ist wiederum erforderlich, zu
wissen, wie gross die Anzahl linear unabhingiger, quadratischer Rela-
tionen der Gg; (i =1, 2, 3) ist. Nun ergibt sich leicht aus Abschnitt 14,
Satz 9, dass die Gg;; = Gg;3 durch 15 lincar unabhiingige quadratische
Relationen beschrieben wird, wahrend wir fiir die Gy, in Abschnitt 15
die dort bestehenden 35 Relationen explizit hingeschrieben haben.
Beriicksichtigt man ferner, dass die G;;; und G;;, je einen Raum von 14
und 19 Dimensionen aufspannen und V%, und V3, je einen von 119
und 209 Dimensionen, so gewinnen wir leicht 104 und 174 als die
Dimensionenzahlen von (V2 (Gy;)) und (V2 (Gjy;,)). Hinzu kommen
noch die Tangentialrdume an die Ny in den Punkten U, und V,,
sodass wir nach Satz 7 schliesslich folgendes Ergebnis erhalten : die Ny,
spannt einen Raum von 21 4 21 +4 104 4 174 + 104 +4 4 = 428 Di-
mensionen auf.

Um auf diese Weise eine allgemeine Formel fiir die Dimensionen-
zahl des Raumes (N(k;rg)> aufzustellen, miisste man eine Formel

fiir die Dimensionen der Réume (V2 (Gy;)) herleiten und diese Di-

mensionen alle addieren, was elwas umsténdlich wire. Wir werden im

nichsten Abschnitt eine Formel fiir die Dimension von (N (k+2)) die
2

in einfacher Weise von k abhingt, gewinnen. Dies wird dadurch gelin-
gen, dass wir nicht die Zahl der lincar unabhéngigen Punkte abzéhlen,

die (N(k+2)) aufspannen, wic soeben fiir k =1, ..., 5, sondern die
2

Anzahl linear unabhingiger Hyperebenen des {Gait1;:), die durch
N (*12) gehen, was wesentlich einfacher ist. Das, was einem hyperebe-
2

nen Schnitt der Ggpyq;x im Xppy1 zugeordnet ist, heisse linearer Xj-
Komplex. Wir werden also jetzt zu untersuchen haben, wie wir die
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Gesamtheit der autopolaren, und dann auch die in einem niederen Min-
destgrad als 1 der Nullkorrelation angehorigen X, in bestimmter Weise
als Durchschnitt linearer Xj;-Komplexe des Xy:,; erhalten werden
konnen. Um dahin zu gelangen, ist es zweckmissig, die N(k;z) nicht

nur als Schnitt der Grassmanschen, sondern vermittels dieser auch als
Schnitt der in vorigem Teil eingefiithrten Mg-Mannigfaltigkeiten auf-
zufassen. Wir beweisen dazu den

Satz 8. Gegeben seicn 3 zueinander windschiefe Riaume Ag,s, »
Boit1, Cortq einer Qypyo, die bei ungeradem k zur Sorte I und bei
geradem k zur Sorte II gehoren sollen und deren Unterrdume wir auch
mit A, B, C und den entsprechenden Indizes bezeichnen wollen. Dann
wird die Gesamtheit aller SékH = Az U Bj der Qyi, 2 nach Abschnitt
19, Satz 21 auf die Punkte einer, Gka_,. 1;# genannten, Grassmannschen
Mannigfaltigkeit abgebildet. Die Gesamtheit aller Sh.; = A, U B,
der Q412 die ausserdem noch den Raum Cy,; mindestens s-dimen-
sional schneiden, wird auf eine bestimmte Punktmenge innerhalb der
G‘;ki,;k abgebildet, die sich auch als Bildmenge aller ciner gewissen
s+1
k1
gen X; (je nachdem, ob k ungerade oder gerade ist) auffassen lisst.
Speziell werden so alle SékH =A; U By U Cy der Qo auf die
Punkte einer N-Mannigfaltigkeit N (*12) innerhalb der Gﬁfﬂ; x und damit

2

Nullkorrelation des Xj;,; mindestens

- oder %-Iach zugehori-

auch der M(2k+2) abgebildet.
2

Beweis: Nach Abschnitt 17, Satz 1 kann die Q4o durch korrelative
Beziehung der beiden windschiefen und zur selben Schar gehérigen
Réume Ag;y1 und Byyq erzeugt werden. Cyoy sei cin weiterer, Aspyy
und By nicht treffender Raum der Qu..9, der mithin zur selben Schar
wie diese beiden gehort. Dann existiert nach Abschnitt 6, Satz 4 eine,
Agi+1, Barts und Cgeyq enthaltende, Segresche Mannigfalligkeit Sy 113
die erzeugenden Geraden dieser Syiyq;; treffen alle Aoy, Byrp; und
Cox+1, gehoren also ganz der Qu4o an, da sie je 3 Punkte mit ihr ge-
mein haben. Sy4y;1 ist also ein Teil von Q.. Projizieren wir nun aus
Coryq alles in cinen Xy, so ist durch die erzeugenden oo2+1 Ge-
raden der Ssiyy;1, dei bei dieser Projektion in die Punkte des Xypyg
iibergehen, genau festgelegt, in welcher Weise dabei die Punkte von
. Aserq und Bygyq zur Deckung gelangen. Die Korrelation zwischen den
getrennt liegenden Réaumen Ay und Bs,y, wodurch die Q.o er-
zeugt wurde, gcht dann in eine wohlbestimmte des X,y in sich iiber.
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Dies ist aber eine Nullkorrelation; denn ein erzeugender Raum,
Dopyy = Ay U By, der Qurys, der den Punkt A, aus Ageyq mit dem
ihm korrelativ zugeordneten B,, aus B,y verbindet, gehért nach
Abschnitt 17, Satz 4 zur andern Schar wic Agy.y, Bozyq und Copiqs
muss also nach den Inzidenzregeln auch C,:. treffen, was ersichtlich
wegen der Windschiefe von By, und Cyyq nur in einem Punkt C,
stattfinden kann. Die Gerade A, Cy muss dann, da sie in Dy .y liegt
und somit auch B,, schneidet, eine Erzeugende von So: 1,1 sein ; dies
bedeutet aber wiederum, dass die korrelativ zugeordneten A, und By
nach der Projektion aus Cgqq in Xy, zur Inzidenz gelangen. Es
ist also nach der Projektion eine Nullkorrelation im X;.; entstanden.
Diese kann aber nicht ausgeartet sein; denn jede Hyperebene Cgpo
durch Copy 1 trifft By qin einem By, und umgekehrt erhilt man alle By,
auch so; durch B,, geht nun ein wohlbestimmter Py;.y der Quiio,
der Coyq und Agy je in einem Punkt C, und A, schneidet, also ganz
dem Cj.12 angehort und ausserdem korrelativ Entsprechendes in Agp. g
und By verbindet. Durch Verédndern von Cyyo erhilt man so jeden
Punkt von Agry, und es kann somit bei der projizierten Nullkorrela-
tion des X1 nicht vorkommen, dass die allen Hyperbenen zugeord-
neten Punkte nur einen Raum, von niederer Stufe erfiillen. Hieraus ergibt
sich weiterhin folgendes: Gegeben sei ein beliebigen Sék“ = A, U B,
der Qyit2. In der Polaritit beziiglich der Q... mogen A, und B, die
Raume Agpyq U C;: und By, U Cr zugeordnet sein. Dann sind
Ag’k+1 =A, U Cr und A;’k+1 = B U C; weitere Sory1 der Schar I
Ist C; N Ci = C,, wobei bei ungeradem k auch s = — 1 sein kann,
so treffen die von C; ausgehenden und einen Sy, ; aufspannenden
Geraden obiger Sy;,;.; alle sowohl A, als auch B, Daraus folgt
aber sofort, dass Agkﬂ N A;k“ = Sps4+1 ist. Infolge der Erklarung
unserer durch, Projektion entstandenen Nullkorrelation des Xy, 1 gehen
dann A; und B; (oder A:;k“ und AI2’k+19 was auf dasselbe hinaus-
kommt) bei der Projektion aus Cy; in die korrelativ entsprechenden
Réume Xj; und Y in Xy, 4 liber mit X, N Y, = X,. Sie sind mithin
bei s = k autopolar zu nennen und allgemein Z—F—Ti- oder % - zugehorig,
je nach der Paritit von k. Indem man diesen Gedankengang riickwirts
verfolgt, sieht man auch leicht, dass man auf diese Weise alle unserc
Klassen von X; des Xo,1 so durch Projektion erhilt.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich nun leicht cine Ubersicht da-

ritber verschaffen, in welcher Weise man die N(k..l_g) und die weiteren
2

18 — Collectanea Mathematica.
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Bildmengen der ausgezelchneten X einer Nullkorrelation des Xg,4
als lineare Schnitte der ng+1 # erhdlt. Das wird in folgendem Satz
ausgedriickt werden, dem wir jedoch noch einen Hilfssatz voranschicken.

HivrssaTz. Gegeben seien eine Q,, (k ungerade) und A;, B, C,
drei untereinander windschiefe Rdume darauf. Dann gibt es Riume
Sp = B;_; U Cy_s auf der Qy mit B;_; und C,_, je aus B; und C,
s=k+1, k—1,..,2, 0), die A, nicht treffen.

Beweis : Das Koordinatensystem sei so gewahlt, dass Q. die Glei-

chung %,y + 2, Y; + ... + Ty =0 hat, B, durch 2y = ... = 7, =0
und C; durch y, = ... =y, = 0 sowic schliesslich A; durch
To=—Y1s X3 = Yo» «+0s Tp_y = — Yp, Tp = Yp_,

beschrieben werden, Dann erfiillt der auch der Q,, angehérige Raum
Yo=U = .. =l 1 ==, = ... =23, =0

ersichtlich die Bedingungen des Hilfssatzes.

Satz 9. Die Gesamthelt aller Sppyq = Ap U By, der Qgy, dic
gleichzeitig alle Sgk+1 = B;_; U Cgy1—s treffen, fallt zusammen mit
der Menge aller Sy;,.; = Ar U B, U G (t = s); hierbei ist s eine feste
Zahl aus der Reihe 1, 3, ..., k— 1, bzw. 0, 2, ..., k— 1, je nach der Pa-
ritét von k, und ¢ durchlduft dann jeweils alle Zahlen s, s + 2, ... bis k,
bzw. s + 1, s -+ 3, ..., bis k.

Beweis: Weil ein G ({ = s) und ein Copy1—s im Cyy, sich stets treffen,
ist es klar, dass auch jeder A, U B, U C, jeden Spsyq = Bs_1 U Copy1—s
schneldet Es ist daher nur noch zu zelgen, dass umgekehrt ein
S2k+1 = A, U B, U C, mit r < s nicht alle Sgk+1 = B;,_, U C2k+1 s
treffen kann. Wir haben daher die Aufgabe, zu gegebenem Sgk+1 =
= A, U B, U C, einen diesen nicht treffenden T;k.i_i = B;_; U Copt1—s
zu konstruieren (r << s). Zunichst sei r =—1, d. h. ein zu Cott1
windschiefer Sgy1 = A, U By sei gegeben. Der zu A, beziiglich der
Qax+2 polare Raum sei Ay, der als Verbindung von Ay, mit B,
aber auch mit Cy crklart werden kann. Wir werden den gesuchten Ty,
unter der Schar der Raume durch C; finden. Zu Cj sei polar der Raum
(Cair1 U Az) = (Cyryq U By), hierbei sind B, und Bk windschief, da sonst
bék+1 den Cy.,, treffen wiirde. Cyyo schneldet aus Q4k+2 einen Kegel
{Ck U sz} mit der Spitze Ck aus, und alle Sng durch C; erhilt man
in der Gestalt C, U Sk mit Sk aus ng Unsere Forderung, die wir an
den Raum T2k+1 durch C; stellten, iibertrigt sich dann folgendermassen:
S;. auf Qz,, so zu bestimmen, dass es einen von 3 zueinander windschie-
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fen Raumen nicht trifft, die beiden anderen aber in 2 Riumen kom-
plementérer Dimensionen & — s und s— 1. Dies ist aufgrund des
Hilfssatzes moglich. Jetzt sei Spsiq = A, U By U C, mit r =0 gege-

7

A, A
@ o

7

8y B¢
/6 o

%
é -

Bild 30

ben (s. Bild 30). Zu A, mége der Raum Ay, U By, = Ay, U G
und zu C; der Raum (Cpy, U By) = (Copy U Ap) polar sein. Es sei
B, = B, N B: und 4, = A, N A;. Wir wollen den Ték“ so bestim-
men, dass er durch Ci_,_, geht, wobei Chr—1 beliebig in Cjy windschief
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zu C, gewihlt sei. In der Polaritit bzgl. der Q,., entsprechen sich
dann :

C, (Cys41 U By_,), wobei B, _, = B, U B
Crr_1 (Cb41 U Biisy1), wobei Bii,iq N By_, = By

Wir wihlen nunmehr in By,,.; einen B,_, mit B,_, N By = B,_,_,,
derart dass Es_,_z den B, nicht trifft. Durch B. _; 8eht dann ein wohl-
bestimmter Raum Ty ; = B,_, U Egk_sﬂ. Dieser Ta;1 spannt infolge
seiner Konstruktion mit Cy,; U By_, den ganzen Aussenraum der
Q4r4o auf, schneidet den Cypyqy U By, also in I§_,_2, der seinerseits
S;k_).i nicht trifft. T§k+1 erfilllt somit die in unserem Satze gestellte
Bedingung.

Dieser Satz 9 sagt zusammen mit Satz 8 folgendes aus : Die Menge
der Bildpunkte aller derjenigen X; des X,;,;, die der Nullkorrelation
mindestens in einem bestimmten Grade angehoren, wird in der Auffas-
sung von Satz 8 aus der G;’,ﬁi;k durch bestimmte Systeme ausgezeich-
neter Hyperebenen des (M (21:2-',2)) ausgeschnitten ; diese Hyperebenen

haben fir die Geometrie der Q,;,, eine ganz einfache Bedeutung ; sie
bilden n#mlich diejenigen Sglk+1 der Quz.o ab, die gewisse feste, aus
ciner bestimmten Menge entnommene Sék_}_i treffen. Es handelt sich
nunmehr darum, auch im X,;,, selber, dessen X, auf die Punkte der
ngii; & abgebildet waren, die Bedeutung der durch diese Hyperebenen
ausgeschnittenen linearen X;-Komplexe kennen zu lernen. Wir definieren
zu diesem Zweck zunichst folgende X,-Systeme, in denen wir geméss
einem darauf folgenden Satz die gesuchten linearen Komplexe finden
werden.

DEFINITION : Gegeben seien eine Nullkorrelation des X,;,; und ein
Raum Y im Xy, (s = k—2, k—4,...,3,1 bei ungeradem k und
s =k—2, k—4,...,2,0 bei geradem k). Man versteht dann unter
dem der Nullkorrelation in Y angepassten X;-Komplex eine Gesamtheit,
die aus folgenden X, besteht :

1) allen X;, die Y, schneiden,

2) allen X,, die zusammen mit Y einen X, ., aufspannen, der
mit seinem nullkorrelativen Raum X,:_s_l mindestens eine Gerade ge-
mein hat, d. h. spezielles Verhalten beziiglich der Nullkorrelation zeigt.

Unter die so definierten X,-Komplexe nehmen wir noch fiirs = —1
und ungerades k, wo also gar kein Y, besonders vorgegeben ist, den
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quplex der der Nullkorrelation mindestens im Grade 1 :%(k +1)

zugehorigen X, auf. Dann gilt folgender :

Satz 10. Der Gesamtheit aller Sék“ = A, U B,, die den festen
Raum §§k+1 = 'Es_l U Ezkﬂ_s treffen, entspricht auf der G;’,f,_n r ge-
rade die Bildmenge aller der Nullkorrelation in einem Y,_, angepassten
Xy, sodass diese einen linearen Komplex definieren.

Beweis : Gegeben seien der Raum Eék“ = Es_l U Ezk+1_s und der
diesen treffende Syzi1 = Az U B;. Dann kann dies Treffen dadurch
zustande kommen, dass B, und B,_, sich schneiden. Ist dies nicht der
Fall, dann betrachte man den Raum B, = B, U B,_,, zu ihm sei
polar beziiglich der Quadrik der Raum By, U A;_,, wobei 4;_;in A,
liegt. Der vorausgesetzte Schnitt zwischen Szk+1 und Sng muss im
Schnitt von (Bgyq U Ag_;) mit Sopi1s doh. in (Biys U Ag_s) liegen.
Da dieser Schnitt ferner nach den Inzidenzregeln der Quadriken min-
destens eine Gerade ist, so folgt daraus weiter, dass 62k+1-s den Raum
(Byys U A;_;) mindestens in einer Geraden trifft, oder anders aus-
gedriickt : bei Projektion aus dem Zentrum C,y,; auf den Xy, gehen
B,,sund A;_; in 2 Riume Y, und X,_ iiber, die sich mindestens
in einer Geraden schneiden. Nun wissen wir aber nach Satz 8, dass
Y:i;s und X;_, in der Nullkorrelation des X, einander zugeordnet
sind. 2 derartige zugeordnete Riume haben aber bei geradem k- s
im allgemeinen einen Punkt und bei ungeradem k -+ s gar nichts ge-
mein (s. Satz 3); da hicr aber, wie wir sahen, ihr Schnitt mindestens
eindimensional ist, licgt, wie behauptet, spezielles Verhalten vor. Sei
umgekehrt SékH = A, U B, gegeben mit der Eigenschaft, dass B
nach Verbindung mit einem gewissen 1_3,_,] einen Bj,s ergibt, der zu
seinem ihm im A,,,, korrelativ zugeordneten A,_;auf A, so liegt, dass
By,s und A;_; nach Projektion aus Cysyy auf Xy, in die nullkorre-
lativen X;_; und X, spezieller Lage iibergehen, so 1st dies ersichtlich
nicht anders méglich, als dass Sss+1 und der durch B,_; bestimmte
Sopp1 = B,_,U Cgk_l.l_s sich schneiden.

Aufgrund der vorliegenden Satzes und der vorherigen ergibt sich

dann: Die Menge der einer Nullkorrelation mindestens im Grade %

(bzw. ;i :) zugehorigen X, des Xy, erhilt man als Durchschnitts-

menge aller der Nullkorrelation in irgendeinem Y, angepassten linea-
ren X;-Komplexe. Wir wollen jetzt kurz durchgehen, was sich daraus
im einzelnen fiir die Fille k = 1 bis 5 ergibt.
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k =1. Bei der Nullkorrelation des X, haben wir, wie bekannt,
cinen einzigen, damit verbundenen linearen Geradenkomplex autopo-
larer Geraden, der auf die Punkte einer Q, = N, abgebildet wird.

k = 2. Die Ebenen des X; werden beziiglich der gegebenen Nullkor-
relationen in 2 Klassen eingeteilt, die allgemeinen und die autopolaren
Nach unserer Auffassung haben wir dann eme Qi = A :" und
einen weiteren zu A5 und BI ! wmdschlefen C5 darauf zu betrachten.
Nach Satz 8 werden alle Riume S; — A, U B, U C, der @, auf die
Punkte der N 1nnerhalb der M, des S31 ahgeblldet Weiterhin wissen
wir, dass diese Ss-Menge mit dechnlgen aller S5 = A, U B, zusammen-
fallt, die gleichzeitig simtliche Si = C U I§ treffen. Nun war im
Teil 1V, Abschnitt 18 festgestellt worden, dass alle diese Si auf die
Punkte eines W5 der M, abgebildet werden. Diesem W, entsprlcht in
der Fundamentalkorrelation des (]V115)31 ein W,5 durch Wj, womit
dann demnach die Bildmenge GD o aller S5 A, U B, zu schneiden
ist. Nun ergibt sich zunichst, dass W; windschief zum (G5 2),9 liegt,
denn sonst miisste es einen Raum S; = A, U B, geben, der gleichzeitig
Ci vierdimensional trafe, was unmoghch ist. Ferner kann keine der

co® Hyperebenen W,, durch W25, die in der Fundamentalkorrelatlon
des {M,;); den Punkten aus W;} entsprechen, ganz G5 2 enthalten ;
denn sonst miisste ein gewisser S; — C,U B, von allen Si = A, U B,
getroifen werden, was nicht der Fall ist, wie wir uns beim Beweis von
Satz 9 tiberzeugt haben. Die oo W,, durch W,, schneiden also aus
Gs5 lauter verschiedene Teilmengen aus, die genau die oo® in irgend-
einem Punkte der Nullkorrelation angepassten Ebenenkomplexe des
X abbilden. Hieraus folgt erneut, was wir bereits wissen, dass die N,
einen S;3 aufspannt. Ferner erhilt man folgendes Ergebnis, was fiir
hohere k in dhnlicher Form nicht mehr richtig ist : Es gibt auch keine
anderen linearen Ebenenkomplexe des Xj, die alle autopolaren Ebenen
einer Nullkorrelation enthalten, als die der in irgendeinem Punkt der
Nullkorrelation angepassten Ebenen.

k =3. Man hat jetzt ausser den autopolaren X, beziiglich der

gegebenen Nullkorrelation des X, noch die %-zugehﬁrigen X; zu

beriicksichtigen. Diese bilden, wie wir wissen, einen ausgezeichneten
linearen Komplex In unserer Auffassung erhilt man diesen in seinem
Bild auf der G7 3 wenn man diese mit emer ausgezeichneten Hyper-
ebene Wiy, des (Mzs>127: in dem die Gj;5 gelegen ist, schneidet. M28
ist dabei allen S} der Quadrik Q,, zugeordnet auf der A7, Bf und C:
als windschief angenommen wurden, Wm ist dann die dem Bildpunkt
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W, von C; in der Fundamentalkorrelation des {Mpyg);p, zugeordnete
Hyperebene. Ferner wissen wir nach Satz 9, dass Ny, auf der My, die
Bildmenge aller S; = Az U B, U C, ist, diese aber wiederum die Ge-
samtheit aller derjenigen S; = Ay U B, sind, die gleichzeitig siamtliche
§§ = Es U B, treffen. Die Bildpunkte aller derartigen St erfiillen
zuniichst eine GS3 der My, zu deren Punkten, die einen {Gf3),g auf-
spannen, in der Fundamentalkorrelation beziiglich der M,g die Hypere-
benen durch einen Wy korrelativ sind. Wyg schneidet daher aus G;’;g
die gesuchte Mannigfaltigkeit N, aus, und gewisse oo'® (nicht alle)
Wise durch W, die sich insgesamt aber nur in Wgyg schneiden, bestim-
men auf der G;’;g die in irgendeiner Geraden der Nullkorrelation ange-
passten X;-Komplexe des X,. Man hat sich dabei gerade auf die-
jenigen Wig6 durch Wy zu beschranken, die zu den Punkten der obigen
G fundamentalkorrelativ sind. Wir wissen nach einer Abzihlung auf
S. 138, dass Ny, cinen {Ny,)4 aufspannt. Benutzt man diese Tatsache,
so ergibt sich, dass Wy, zusammen mit G?;f; mindestens eine Hyperebene
des {Wy)yo; aufspannt. Man konnte beweisen, dass dies genau eine
Hyperebene ist, und zwar die ausgezeichnete Vi, die dem Bildpunkt
V, von B} in der Fundamentalkorrelation entspricht

k = 4. Auch jetzt hat man, wie bei k = 3, ausser den autopolaren

X, beziiglich, einer Nullkorrelation des Xy nur noch die %-zugehﬁrigen

.1 . .
zu unterscheiden. Wir betrachten diese i-zugehﬁrlgen zuerst. Es gibt

davon nach unserer Zahlung auf S. 133 22 unter allen 2 X, des X,.
Hieraus ist es schon Kklar, dass sie keinen Komplex mehr bilden kénnen,
wie bei k = 3. In unserer Ubertragung haben wir nun eine Q3 = Al —
— BY — CI mit der zugehorigen M5 des Sg; als Bildmenge ihrer Sy
zu betrachten Auf M, liegt wiederum eine ausgezeichnete Gy eines
(Gg 4)251 Nach Satz 9 wird die Menge aller S = A, UB,UC,
auf die der Punkte einer N;; und die aller Sg = A, U B U C, oder
A, U B, U C, auf eine weitcre, N, enthaltende Manmgfaltlgkelt Fy
abgebildet. Nach Satz 9 erhilt man dic letztgenannte Sg — Menge auf
der le dadurch, dass man alle S = A, U B, sucht, die glelchzeltlg
alle S3 = Cs U B, schneiden. Nun entsprechen alle diese 89 zunichst
den Punkten eines auf der M,; gelegenen Ws. In der Fundamental-
korrelation beziiglich der M ,; entspricht diesem Wy ein W.)Oi durch Wj.
Keiner der «o? Hyperebenen W510 durch Wig, kann ganz G9 1 enthalten ;
denn sonst miisste es einen .Sg Cs U B, geben, der von allen
Ss = A, U B, getroffen wird, was nach, Satz 9 nicht der Fall ist. Nach
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Satz 10 schneiden diese c® Wj,, genau die Bildmengen der in irgend-
einem der oo? Punkte der Nullkorrelation angepassten, linearen X,-
Komplexe aus GB 4 aus. Alle diese und keine anderen X,-Komplexe

haben dann die Eigenschaft, siamtliche mindestens é-zugehﬁrigen X,

der Nullkorrelation zu enthalten. Ferner ergibt sich sofort, dass die
Bildmenge F,, einen Raum von 251 (der Dimension von Gi.;) weniger 10
gleich 241 Dimensionen aufspannt. Es ist {Fp)ps = (W5yo N {Giizdas1).

Wir betrachten jetzt die auf N;; abzubildende Menge aller S; =
=A, U B, U C,, nach Satz 9 der Durchschnitt aller Sg=A4, U B, die
glelchzeltlg alle 89 = Cs U B, schneiden. Auf der M,; crgeben die
Bildpunkte dieser Sy zuniichst eine G55 eines (G 9)119 In der Funda-
mentalkorrelation beziiglich der M,; entspricht diesem (GM)119 ein
durch ihn gehender Raum W,g,, der aus G§; die N, ausschneidet. Eine
genauere Untersuchung, die aber hier unterbleiben soll, wiirde bald
ergeben, dass der Wy, zusammen mit dem {Gy;,),5; den ganzen {M 5>,
aufspannt und ihn mithin in einem Raum von 131 Dimensionen
schneidet, das ist aber nach einer fritheren Abzahlung die Dimension
des {N;5), was man somit erneut bestitigen kann.

k = 5. Beziiglich einer Nullkorrelation des X;; hat man erstmalig
zwischen 3 Klassen von Riumen X, den %-, den g-zugehﬁrigen
und den autopolaren zu unterscheiden. Zunichst merken wir uns wieder

. . 1 . . .
an, dass die mindestens im Grade 3 zugehorigen X, einen schlechthin

mit der Nullkorrelation Verbundenen, linearen Komplex bilden. Fiir das
Weitere haben wir eine Qy, = An - Bn - C}'l zugrunde zu legen, deren
Si; auf die Punkte der Mg eines {Mgg)yys; abzubilden sind. Ci; ent-
spreche der Punkt W, dessen in der Fundamentalkorrelation beziiglich
der Mg zugeordnete Hyperebene W6 aus der Gii; die Bildmenge des
soeben erwahnten, ausgezeichneten Komplexes ausschneidet. Die
S = C, U B; der Qs werden auf die Punkte einer du 1 abgebildet.
Dem Raum {Gi{ 1yes entspricht in der Fundamentalkorrelation ein

Wigs1, der aus 611;5 nach Satz 9 die Bildmenge aller mindestens g—

zugehdrigen X; ausschneidet. Gewisse o020 Hyperebenen durch Wigg
bestimmen dann die in einer Geraden der Nullkorrelation zugehgrigen
X —Komplexe, und die ausgezeichnete, N, enthaltende Menge, die
Wigs mit Gll,a gemeln hat, spannt einen Raum von 857 Dimensionen
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auf, wie man am besten unter Vorwegnahme einiger Betrachtungen des
nichsten Abschnitts einsieht.

Von der N, selber schliesslich wissen wir nach der Abzihlung auf
S. 139 bereits, dass sie einen S,q; aufspannt. Hicr finden wir sie als Schnitt
der Gﬁﬁ mit der Gesamtheit der zu allen Sj; = C; U B, gehérigen
Hyperebenen des {Mgg)ys;- Diese Hyperebenen bestimmen die in
irgendeinem X; der Nullkorrelation angepassten X -Komplexe. Die
Bildpunkte dieser Sj; erfiillen cine G{s, in der Fundamentalkorrela-
tion entspricht dem Raum (Gf53)494 derselben ein Wig53, der aus der
G{Z; genau die N,, ausschneidet.

23. EINIGES WEITERE UBER DIE N-MANNIGFALTIGKEITEN, INSBESON-
DERE IHRE DUALITATSEIGENSCHAFTEN UND EINIGE DARSTELLUNGEN DER
SYMPLEKTISCHEN GRUPPE

Wir hatten die A’(k+2) als Schnitte der Gyy,;; definiert. Auf

dieselbe shnliche Weisc kann man allgemein in jeder Gy, (i < k)
eine mit der gegebenen Nullkorrclation des X, ,, ausgezeichnet verbun-
dene Teilmannigfaltigkeit definiercn. Es ist die Menge der Bildpunkte aller
der Nullkorrelation voll zugehorigen X; des Xy, ;. Hierbei hat man nach
den Definitionen des Abschnitts 21 unter «voll zugehorigen X;» einfach
die X; innerhalb der autopolaren X, zu verstehen. Man zahlt leicht

nach, dass es davon co?®? mit p (k,i) =2k (i + 1) —iz Bi+1)41

gibt. Die betrachtete Teilmenge aus Gy, q;; heisse Fpp,q, sodass also
Fp(k,k)=N(k_2F2) ist. Nun kann man Gy, q; als Bildmenge aller

Stky1 = A; U By,_; der Quzyo des vorigen Kapitels auffassen. Nach
den dort angestellten Uberlegungen folgt dann weiterhin sofort, dass
alle Syy1 = A; U By,_; U C; auf die F,,; abgebildet werden. Hier-
aus ergibt sich aber, dass man F,,; dadurch erhalt, dass man die
Bildmenge G§f+1;i aller SékH = A; U B,,_; mit einem bestimmten li-
nearen Raum innerhalb von (M (zk2-|-2)> schneidet. Wir kénnen somit

von einem Raum {Fp ) = Hp,i sprechen, der mit Gy y;; genau
die Punkte von F,,; gemein hat. In H,,; wird nun die symplektische
Gruppe g* ersichtlich ireu dargestellt ; denn nur die identische Trans-
formation hat die Eigenschaft, jeden voll zugehérigen X; wieder in sich
iberzufithren. Es ist fiir das Weitere bei uns aber auch wichtig, die
Irreduzibilitat dieser Darstellungen zu zeigen. Es gilt der

19 — Collectanea Mathematica.
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Satz 11. Die symplektische Gruppe g* des X,,,; gestattet eine
treue und irreduzible Darstellung in dem Raum H,,;, der von den
Bildpunkten aller voll zugehérigen X; der Nullkorrelation aufgespannt
wird (i < k).

Beweis: Fiir i =0 und beliebiges k liegt die Darstellung der g#
im Urraum X,,,; der Nullkorrelation selber vor, die natiirlich irredu-
zibel ist. Wir kénnen daher Induktion ansetzen und behandeln zuniichst
den Fall i = 1 zu beliebigem k. Nach Teil III, Abschnitt 14 wissen wir
bereits, dass Hy ) eine allgemeine Hyperebene im Gy, +1;1p ist, die den
mit der Nullkorrclation verbundenen linecaren Komplex definiert. Dann
betrachten wir einen allgemeinen Gy,_,, der also zu seiner nullpolaren
Geraden g; windschief liegt, sowie diejenige Untergruppe der symplek-
tischen Gruppe g%, die Gy,_, in sich iiberfiihrt und g{ punktweise fest-
lasst. Diesc Untergruppe ist ersichllich cine g*~! der nichstniederen
Stufe. Wir wollen dic Aufspaltung von H,,,, beziiglich dieser gt—1
untersuchen. Alle Komplexgeraden zerfallen danach in folgende Klassen :

a) Die Geraden in Gy_,,

b) Diejenigen Geraden, die g; und damit auch G,,_, treffen,

¢) Alle iibrigen Komplexgeraden.

Die Menge a) wird auf eine, einen H,_4,;) aufspannende Mannigfal-
tigkeit I, _y,;) abgebildet, wihrend die Geraden b) auf die Punkte
einer Segremannigfaltigkeit S,;_,;; ibergehen. Die Untergruppe g¢—1!
operiert nach Induktionsvoraussetzung in H,_y,;) irreduzibel, ferner
transformiert sie ersichtlich auch die ool erzeugenden Sy;_; der Sor_1;1
irreduzibel in sich. Ferner liegen H)_; ;) und die Sy _,;; windschief
zueinander. Angenommen, es existierte noch ein weiterer, von den .Sgk_l
und Hp-1,1) verschiedener Raum R in @ = Hp;_1,1) U {Sgi_y;1)s
der ebenfalls durch g#~! irreduzibel in sich transformiert wird. Nun
werden die co! Verbindungsrdume von Hp 4,4 mit den Sik_l alle je
in sich transformiert ; R miisste somit als ganzes einem dieser Raume
angehgren oder sie alle nicht treffen, da man sonst sofort entgegen der
Annahme einen in sich transformierten Tecil von R hatte. Im ersten
Falle wiirde dann die Projektion von R aus {Sy_;;;) auf Hyp_1,1
einen dort nach Induktionsannahme nicht vorhandenen Teilraum erge-
ben, im zweiten Fall wiirde die Projektion von R aus H,_4,1) auf
{Sg_1;1) einen mit keinem erzeugenden Si;_; zusammenfallenden,
irreduziblen Teilraum ergeben. Ein solcher darf jedoch nicht existieren,
da man aus seiner Existenz durch Schnitte und Projektionen sofort auf
die eines nicht zulissigen irreduziblen Teilraumes in den erzeugenden
Sék_l selber schliessen konnte. Nun induziert unsere Nullkorrelation
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im Grundraum X, ,, sofort eine solche im {Gy,;;), Wobei @ einer
Geraden ¢’ zugeordnet ist. ¢’ enthilt den Bildpunkt der nicht zum
Komplex geh¢rigen Geraden g, sodass ¢’ bestimmt windschief zu &
liegt. Der Schnittpunkt P, von ¢’ mit Hy ;) ergibt den noch fehlenden
Bestandteil der durch g¢*~! in H,  bewirkten Aufspaltung. Dass
dann auch in ganz H, keinc weiteren irreduziblen Bestandteile
vorhanden sein kénnen als die soeben aufgezihlten, folgt durch-dieselbe
Schlussweise wie vorher fiir den Teil @. Wir gehen jetzt zur vollen
symplektischen Gruppe g iiber. Die bei der Untergruppe soeben fest-
gestellten Teilriume kénnen, wie aus ihrer Bedeutung hervorgeht, bei der
vollen Gruppe gewiss nicht festbleiben. Andere als die aufgezihlten
Teilrjume hat aber die Untergruppe nicht, also auch erst recht nicht
die volle Gruppe.

Fiir den weiteren Beweis k¢nnen wir nunmehr i > 1 voraussetzen.
Wieder wie bei i = 1 betrachten wir die beiden nullkorrelativen Gy_,
und g¢{. Die Gesamtheit aller voll zugehérigen X; ist dann in folgende
Klassen einzuteilen :

a) Alle voll zugehérigen X; in Gyy_;,

b) Alle voll zugehérigen X; = X; , U Xy mit X;_, aus G,,_; und
X aus g,

¢) Alle iibrigen, die mithin G,,_; in einem der Nullkorrelation zu-
gehorigen X; , schneiden.

Die Raume der Menge a) werden auf die Punkte einer Fpp_y,;
und die der Menge b) auf die Punkte einer Produktmannigfaltigkeit
Fp—1,—1) X G{ abgebildet. Fj;_4,; spannt einen Hpg-1, auf, und
die oo! Fjy(_1,;_1) des Produkts definieren ool Hj_y,;_1). Es sei @ der
Verbindungsraum aller Bildpunkte von a) und b). Die Untergruppe g+~
transformiert @ in sich und innerhalb davon die erwihnten H-Riume
irreduzibel in sich; ebenso wie beim Fall i =1 iiberzeugt man sich dann
davon, dass dies die einzigen irreduziblen Bestandteile in @ beziiglich
g*~1 sind. Zu der noch fehlenden Komponente der Aufspaltung gelangt
man dann folgendermassen : Wir betrachten alle diejenigen zur Null-
korrelation gehérigen X;, die durch einen festen X;_, aus G,,_;, den
wir A;_, nennen, gehen. Hiervon gibt es ebensoviele wie Komplexge-
raden in einem X,;,_; 5, d. h. co?t—i+11)_ Thre Bildpunkte erfiillen eine
Fy(r—it1,1) eines Raumes Hy,_;41,1); man priift leicht nach, dass eine
durch eine Hyperebene H, ;4 1)_1 daraus ausgeschnittene Teilmenge
bereits in @ liegt. Nach dem, was wir von dem vorher behandelten
Fall i =1 her wissen, gibt es dann noch einen ausgezeichneten Punkt P,
der zusammen mit Hp_;y1,1)—1 den Raum Hp ;41,4 aufspannt. P
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kann man demnach A;_, eineindeutig zuordnen. Verindert man danach
A;_, zur Menge aller oo?(-1.i-2) voll zugehérigen X;_, in Gy_;, so
beschreibt P, eine Mannigfaltigkeit F. Um einzusehen, dass F mit dem
G-Bild F,_1,;—9 aller obigen X, , projektiv zusammenfillt, beachten
wir, dass die Gesamtheit aller X; des X,;,; durch folgende Teile im
Sinne der G-Abbildungen aufgespannt wird :

a) Alle X; in G,,_,,

b) Alle X; = G;_, U Gy, mit G;_, aus Gy,_; und Gg aus G,

¢) Alle X; = G;_, U ¢g{ mit G;_, aus Gy_,.

Die beiden ersten Gesamtheiten kann man auch als die Bildmengen
aller X; auffassen, die G,,_, mindestens i — 1-dimensional treffen.
Die ganze Gy,.q;; wird aus dem von ihnen aufgespannten Raum in
die Bildmenge von c), das ist eine Gy_,;;_s, projiziert. Diese Projektion
induziert speziell in unserem Raum H,, ; eine solche aus @, wobei die
oben beschriebenen Punkte P, der Menge F in die Gy_;;;_, iibergehen.
Denn @ hat keinen Teilraum mit F gemein, da sonst sofort auf die
Existenz eines nicht zulissigen Teilraums in @ beziiglich g*~! geschlossen
werden konnte. Daher ist F bei der Projektion aus @ nicht verindert
und also gleichfalls eine Gy;_,;;_,. Hiermit ist die Aufpalstung des
Gesamtraumes H,,; beziiglich g*~! klar ; nach derselben Schlussweise
wie bei i = 1 darf dann kein weiterer irreduzibler Bestandteil vorhan-
den sein. Diese Bestandteile erweisen sich aber alle als nicht invariant
bei der Gesamtgruppe gf sodass schliesslich folgt, dass diese irredu-
zibel in H,, ;) dargestellt wird.

Aus diessem Satz entnehmen wir insbesondere, dass dic Darstellung
der symplektischen Gruppe g* im Raume (N(k;Z)) treu und irredu-
zibel ist. Wir gehen nunmehr dazu iiber, wie bei allen bisherigen Grund-

~

mannigfaltigkeiten, so auch bei den N (*+?) ein duales Gebilde NV (*+2)
2 2
aufzustellen. Das ist jedoch, nachdem wir wissen, dass die N (k+2) lineare
2

Schnitte der Gy, ;. sind, besonders einfach. Denn nach Abschnitt 15,
Satz 14 besteht zwischen Gy, ;;; und §2k+1; ; ein einfacher Ubergang
vermittels einer sog. Fundamentalkorrelation, die eine ebensolche im
Teilraum <N(k“2"2)> induziert. Genauer gilt :

Satz 12. Die Gesamtheit derjenigen autopolaren X, des Xg,;,
die einen festen autopolaren A, treffen, wird auf cinen dem Bildpunkt
U, von A, in ausgezeichneter Weise zugeordneten, hyperebenen Schnitt
der N (k..z}.g) abgebildet. Durch Verinderung von U, iiber ganz N (*12)
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erhilt man so in den zugeordneten Hyperebenen das duale Gebilde
N (*52) Der Ubergang zwischen N (*+2) und N (*+2) ist eine ausgezeich-
2 2 2

nete, sog. Fundamentalkorrelation und wie bei der Gy,q;; bei un-

geradem k cine Polaritit und bei geradem k eine Nullkorrelation. Jede

andere Korrelation, die auch N(k+2) in N (*+?) iiberfiithrt, erhilt man
2 2

durch Zusammensetzen dieser Fundamentalkorrelation mit einer belie-
bigen Kollineation, die N (*+2) in sich transformiert.
2

Beweis : Dem Punkt U, auf N/, entspricht vermége der Funda-
2

mentalkorrelation im Raume (G, ;) eine ausgezeichnete Hypere-
bene ; diese wird niemals ganz N (*+2) enthalten, da sonst jeder auto-
2

polare X, einen festen aus seiner Menge schneiden miisste, was
bekanntlich nicht der Fall ist (s. Satz 5). Die den Punkten von N (*+2)
2

im Grassmannraum {Gy ;) zugeordneten Hyperebenen mégen den

Raum K’ gemein haben. Erst wenn man weiss, dass die Rdume K* und

(N (,H_?,)) sich nicht treffen, sind wir sicher, dass die auf die beschriebene
2

Weise in (N (k+2)) induzierte Fundamentalkorrelation nicht ausgeartet
2

ist, also N (k+2) wie behauptet, in das duale Gebilde N (k+2) iiberfiihrt.
2 ) 2

Nun werden aber (N (k+2)) und K* ersichtlich durch die symplektische
2

Gruppe g¢* je in sich transformiert ; hitten sie einen nicht leeren Durch-

schnitt, so wire dies entgegen der Aussage von Satz 11 ein durch g¢* in

sich transformierter Teilraum von (N (k+2)). Wir haben somit im
2

N-Raum eine Fundamentalkorrelation gewonnen, die natiirlich ebenso
wie die umfassendere im Grassmannraum bei geradem k eine Null-
korrelation und bei ungeradem k eine Polaritit ist. Hat man ferner
eine beliebige Korrelation, die N (k_é_g) in N (’“2“2) iiberfiihrt, so setze man

diese mit der Fundamentalkorrelation zusammen und erhilt eine Kol-

lineation von N (k+2) in sich.
2

Wir hatten im vorigen Abschnitt die Mannigfaltigkeit N (k+2) als
2

Schnitt der Gy, definiert. Die symplektische Gruppe g* des Xpy,
transformiert zunsichst die autopolaren X, in sich, dann aber auch
alle iibrigen X, des X;,; so ineinander, dass die der Nullkorrelation
in einem bestimmten Grade zugehérigen X, nur in X, derselben Eigen-
schaft iibergehen, wie sofort aus geometrischen Griinden folgt. Das be-
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deutet wiederum, dass man g* auch als Gruppe von Projektivititen
des Grassmannraumes {Gy,,;;) darstellen kann. Die Zerlegung dieser
Darstellung in irreduzible Bestandteile interessiert uns; es werden die
in Satz 11 beschriebenen Bestandteile sein, die dabei herauskommen
werden. Nun haben wir im Satz 12 soeben bewiesen, dass dem Raum
(N (k_2,_2)) vermittels der Fundamentalkorrelation im {Gy, +1;2p €in dazu

2k-4-2
—m,—2
k+ 1) M
entspricht, wenn m, die Dimension von (N (k+2)) ist. K* wird durch gt
2

windschief liegender Raum K? von der Dimensionenzahl (

ebenfalls in sich transformiert, und es handelt sich jetzt darum, die
weitere Aufspaltung von K* zu finden. Dass eine solche fiir k > 2 vorliegen

muss, ergibt sich folgendermassen : Alle mindestens im Grade %T—l

bei geradem k der Nullkorrelation zuge-

— i

bei ungeradem, bzw.

horigen X, werden nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts auf
eine durch einen bestimmten linearen Raum N&®*—2i aus der Gopy1;n
ausgeschnittene Punktmenge abgebildet. Diese Riume N**—2 bilden
folgende Kette :

a NkE C NkE-2 C NkE=¢ C .. C Nk! bei ungeradem k, bzw.
R C Nkk-t C ... C N®2 bei geradem k;
alle diese Réume sind schliesslich in (G, +1;zy enthalten, der demnach
mit N®-1, bzw. N*0 bezeichnet werden miisste. Es sei Nk*—2i N Ké =
= K+ 2% und Nkk-2i entgpreche in der Fundamentalkorrelation des
{Goy1;1) €in Raum K*~ % von dem sich spater von selber ergeben
wird, dass er zu N**-2 windschief liegt. Bezeichnen wir schliesslich
noch mit p#¢ den Durchschnitt Nk -2 M K&E—2i+2 5o werden wir
folgende Aufspaltung von K* beziiglich g* erhalten :
pEEL

@ Kb = pri__ph2__ . P*75 bei ungeradem k, bzw.

k
Kbt = pht __ph2_  _ Pb3  bei geradem k.

Wir haben nunmehr folgende Fragen zu beantworten : Wie wirkt 8y
in den Ridumen P*¢ und ist die Darstellung dort, wie zu erwarten,

k ;— 1 bzw. g) wirklich K* auf

und wie gross sind -ihre Dimensionen sowie die Dimension m, von

irreduzibel? Spannen die pP*‘ (i =1, ..,
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N#®E} Zur Beantwortung dieser Fragen ist es zweckmissig, die Uber-

legungen des vorigen Abschnitts heranzuziehen. Wir haben dort die

Ggp41; 5 als Teilmenge ngil;k derjenigen M (242) aufgefasst, deren Punkte
2

den Si,, einer Q, +s = Agpyy — Bgpyy zugeordnet waren, wobei
Agpy1s Bopyq und der weitere Raum Cy,,, drei zueinander windschiefe
Réume der Qg;,, Waren, die eine bestimmte Segresche Mannigfaltigkeit
Sopy1;; auf der Qg festlegen. Wir erklaren dann folgendermassen
eine zu g* isomorphe Gruppe von Transformationen der Syz.;; in sich:

a) Die Punkte aus Ay, sollen nach Massgebe von g* transfor-
miert werden.

b) Agyy, Bgyyy und Cyyq sollen als ganze unverindert bleiben.

¢) Die Punkte von By,; und Cy,, sollen genau so verdndert
werden, wie die ihnen vermoge der crzeugenden Geraden der Syp.p;z
auf Ay, zugeordneten Punkte.

Dies definiert eine zu g* isomorphe Gruppe von Projektivititen des
ganzen umgebenden Raumes; dabei geht auch die Q4. in sich iber.
Denn sei Aéﬁﬂ = Ay, U By U C, ein erzeugenden Raum der Qo
dann geht durch B, cine C; und A, in A, treffende, erzeugende
Gerade g der Sy;.y;;. Der Transformation 7 der symplektischen Gruppe
g* sei die projektive Transformation T zugeordnet, bei der Ay, B,
und C; in Aék, By und C, iibergehen mégen, dann muss bei T auch 4,
in den Schnittpunkt Ay der Geraden 9 = By Co mit A, iibergehen,
weil v zur symplektischen Gruppe gehort. (As; U By U Co) ist daher
auch ein erzeugender Raum der Qg ,,. Die soeben definierten Trans-
formationen der Qg in sich sind ersichtlich solche 1. Art, d. h. sie
fiihren die Si;,; wieder in Sékﬂ itber. Die aus ihnen gebildete, zu g*
isomorphe Gruppe kann daher auch auf die Bildmenge M (2k2+2) aller
Sékﬂ der Q40 ausgeiibt werden und definiert im Spr+ der M (22
wiederum eine zu g* isomorphe Gruppe von Projektivititen, die M (2k;,2)
in sich transformieren. Ersichtlich gehen dabei alle ngBH;,-, Ggfﬂ;i usw.
in sich iiber ; diese sind ihrerseits wie im vorigen Abschnitt durch die
Gesamtheit aller Sj,.; definiert, die Ayy; und Bgy;, bzW. Byyy
und Cy,, in bestimmter Weisc in Réumen komplementdrer Dimen-
sion schneiden.

Wir konnten jetzt die Aufgabe losen, ganz (M (2k;2)) beziiglich

der g* aufzuspalten ; es interessiert uns jedoch nur die darin enthaltene
Aufspaltung von (G§k3+1;k), die wir von dem umfassenderen Stand-
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punkt aus jetzt leicht erhalten. Im Raum (M (2k+2)) gibt es zunichst
2

die sog. «grosse Fundamentalkorrelation », die in der bekannten
Weise die «kleinen Fundamentalkorrelationen » in (sz+1 ry und
(N (,,H)) induziert. Dem Raum (ngﬂ ry entspreche in der grossen

Fundamentalkorrelation der dazu windschiefe Raum L*; sei dann H) ein
weder auf {Gjy 1, ry noch auf L* gelegener Punkt, so ist ihm eine Hyper-
ebene zugeordnet, die weder L® noch (ng+1 ry ganz enthilt, sondern
(GHE 4, #y in H' schneide. (H, U L*) ist dann in der grossen Funda-
mentalkorrelation dem Raum H’ zugeordnet und dem Schnittpunkt
H§ = (Hy U L% N Gy y;) demnach die Hyperebene (H' U L*). Hj
und H’ sind dann in der kleinen Fundamentalkorrelation des Raumes
(G‘;kiuk) einander zugeordnet, und Hj entsteht durch Projektion des
Punktes H, aus dem Zentrum L* auf (G;’kil;k). Ebenso wie einzelne
Punkte kann man aber auch ganze Riume aus L* projizieren ; machen
wir dies mit gewissen Réumen H*i, die durch die Bildmengen aller
Stii1 = A; U B; U Cy_; aufgespannt werden, so erhalten wir gerade
die Bestandteile der Aufspaltung (2) des Raumes (Gfkil;k). Genauer
gilt folgender :

Satz 13. Die Gesamtheit aller Sy,; = A4_p U By_y; U Cpyo;
der Qg Wird auf die Punkte einer einen Raum H**-2 aufspannen-
den Mannigfaltigkeit Fj, ._»;) abgebildet. H#*~2 wird dann ohne pro-
jektive Verinderung auf einen ebenso zu bezeichnenden Raum inner-
halb von {Giiry, 1y projiziert und ergibt dort den in (2) mit P*¢ bezei-
chneten Bestandteil der Aufspaltung von K*. Lisst man hierin i von 1 bis
k41

k
5 (bzw. bis 5) laufen und versteht bei ungeradem k unter H*—-1! einen

Punkt, so erschopfen die Bestandteile H**—2: (i =1,2,.., ﬁ_ztl, bzw. g)
die gesamte Aufspaltung des Komplexraumes KF* beziiglich der sym-
plektischen Gruppe g~.

Beweis : Nach den Entwicklungen des vorigen Abschnitts ist es zu-
niichst klar, dass die Gesamtheit aller S, ; = Ap_2i U By_y; U Cppg;
der Qgz40 auf die Punkte einer Mannigfaltigkeit F » (h,i—2i) als Bildmenge
der voll zugehdrigen X, _,; einer Nullkorrelation des X, +1 abgebildet
wird. Wir haben ferner im Satz 11 geschen, dass die symplektische
Gruppe g¢* im Raume H**~2 der von dieser IF » Uk~ 2i) aufgespannt wird,
treu und irreduzibel dargestellt wird. Wegen dieser Irreduzibilitat kann
H®k-2 pnur entweder windschief zu L* sein oder vollstindig darin ent-
halten sein. Die letztgenannte Moglichkeit kommt jedoch nicht in Frage,
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da man hieraus schliessen kénnte, dass jeder S,y ; = A, U B, jeden
Sékﬂ = Ay_9; U B,_y; U Cpyy; treffen wiirde, was ersichtlich nicht der
Fall ist. Bei Projektion aus L* werden daher die Riume H**—2 und
die darin liegenden F,, -2, projektiv nicht verindert; nach den
Erklidrungen des vorigen Abschnitts geht dann F) , ;_,;) in die Menge aller
Komplexpunkte innerhalb von K* iiber, die zu den in irgendeinem X,_,;
der Nullkorrelation angepassten Komplexen gehoren, wobei X,_,; jetzt
aber selber der Nullkorrelation angehért. Bei ungeradem k erhilt man

k+1
so durch Projektion aus L* noch den Bildpunkt H®-1 = P* 5~ des
Komplexes aller der Nullkorrelation spezieller zugehérigen X,. Davon,

dass diese H»*~2i({ =1, 2, ..., k j 1, bzw. g) den ganzen Komplex-
raum K* aufspannen, iiberzeugt man sich folgendermassen: Man
bezeichne voriibergehend mit @*#-2/ die Bildmenge der mindestens im
k—2i k—2i+41
Grade 7 bzw. K1
sodass also @»#—2 den Raum N**~2' aufspannt. Z, sei dann ein Raum
des Xopz41, der mit seinem nullkorrelativ entsprechenden Z; genau den
Raum Z,_,; = Z, N Z; gemein hat. Der Bildpunkt R, von Z, liegt
dann in @*#=%, aber nicht in @*#-2/+2, Nun folgt leicht durch Rekur-
sionsbetrachtung, dass alle durch Z,_,; gehenden und in Z, U Z; liegen-
den X, auf Punkte abgebildet werden, die ganz im Raum Ry U Nkk—2
liegen (diese X, verhalten sich wie die X,,;_,; beziiglich einer Nullkor-
relation des X,;_;). Projiziert man den N*#-2% aus dem Auge Nk#—2i+2
auf Pki, so gehen mithin alle diese Punkte in denselben Punkt R,
aus P’ iiber. Rjist daher dem Raum Z,_,; speziell zugeordnet, und es
folgt auch leicht, dass es gerade derjenige Punkt ist, der den linearen
Komplex aller in Z,_,; der Nullkorrelation angepassten X, definiert.
Die hierbei auftretenden Z,_,; sind alle voll zugehorig ; liasst man
weiterhin noch i variieren, so wird der ganze Grassmannraum {iberdeckt,
die Aufspaltung (2) von K?* zu der man noch den Raum Nipray)

2
hinzuzunehmen hat, spannt mithin ganz {Gyt1;3) auf, wie behauptet.
Auf dieselbe Weise kénnte man auch die Aufspaltung der iibrigen
Grassmannraume Gy y;; (j<< k) beziiglich der symplcktischen Grup-
pe g* herleiten. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung von Satz 13 :
Satz 14. Der Grassmannraum Gy, y;z_5), Wobei i cinc der gan-
. [K]. . . .
zen Zahlen von 0 bis bJ ist, wird beziiglich der symplektischen Gruppe
g* in folgende irreduziblen Teilriume aufgespalten :

@) (Gopyyp_giy = HbI—2  Huk—2i-2 _  __ HkO (bzw. H*—1),

der Nullkorrelation zugehorigen X,

20 — Collectanea Mathematica.
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Beweis: Der Beweis dieses Satzes geht genau nach dem Muster der bi-
sherigen Uberlegungen und sei daher nur angedeutet: Man fasse die Punk-
te der Gypyq;5_p; als Bilder der Syppq = Cpyg; U B;_5; unserer Qg , auf.
Hierin spannen dann dic Bildpunkte aller Sy, ; = Cry2i U By_o; U Ap_y;
den ersten Bestandteil H**-2/ auf. Nimmt man zu diesen Punkten noch
die Bildpunkte aller Sgi1 = Cyypi U By_p; U As_y;_, hinzu, so wird
diese Gesamtmenge aus H*#~2 in eine Mannigfaltigkeit Fpk,k—2i—3) des
Bestandteils H**=2-2 projiziert usw., bis man den ganzen Raum
(Gfkc+1;k_2i) erschopft hat.

Wir ziehen nunmehr aus dem Bisherigen noch einen Schluss iiber
die Dimensionen der bisher aufgetretencn Réume, speziell die Dimen-
sion des Raumes (N(k?;z)).

Satz 15. Die Bildpunkte aller, ciner gegebenen Nullkorrelation des

—2i k—2i+41

bei geradem k, bzw. EI1

bei ungeradem k, angehérigen X, spannen einen Raum N® —2 yop
2k 4 2 2k 4 2 2k+2

(k-{-l)_(k——m’——l k—}-l)_

€k+2

. . k
Xor+1 mindestens im Grade

)—1 Dimensionen auf. Speziell ist (

k—1
Beweis : Wir wissen bereits, dass der ganze Grassmannraum Gy, 1,:)
folgende Aufspaltung beziiglich der symplektischen Gruppe g* hat :
CGopyyspy = NbE— Hbk-2 | Hhk=20__  __ HkO (bzw. Hb—1)
Ferner wissen wir, dass die Bestandteile Nk* = (N(k_é_g)), H*k k-2,

)—1 dic Dimension des Raumes (N(k_”)).

vy HH#=2 den Raum N**-2 gufspannen. Nach Satz 14 spannen aber
dic Restbestandteile H**~%-2 usw. bis H*? (bzw. H*—1) eincn Grass-

2k 42 i
k~—2i—1)—

>_1 hat, folgt sofort die be-

mannraum { Gog 4 1;5_9i_o» auf. Da dieser diec Dimension (
2k 4 2

und {Gy;5) die Dimension ( k41

hauptete Formel.

Bei der weiteren Untersuchung der N-Mannigfaltigkeiten wird man
ebenso wie wie bei den umfassenderen Grassmann-Mannigfaltigkeiten
von selber auf dic durch Inzidenzvorschriften im Grundraum X,
definierten linearen Schnitte gefiihrt. Wir gehen zum Schluss dieses
Teils nur noch ein wenig auf die einfachsten derselben ein, die man
im Einklang mit unserer Definition in der Einleitung auch Schmiegraume
in einem Punkt der N (k;ﬂ) nennen kann, ein. Unter dem Schmiegraum

T®) (Uy) im Punkt U,, der das Bild des autopolaren A, im Grund-Xg;.,.;



Grundmannigfaltigkeiten der projektiven Geometrie 159

ist, versteht man denjenigen lincaren Raum, der die Bilder aller auto-

polaren X, aus N(k+2) ausschneidet, die A, mindestens k— s-dimen-
2

sional schneiden (s < k). Ebenso wie bei den Gy, ;4 sieht man folgenden
Satz ein, den wir ohne Beweis angeben :

Satz 15. Seien A, und B, zwei zueinander windschiefe, autopolare
Réume einer gegebenen Nullkorrelation des Xy, und ist U, der Bild-

punkt von A, so wird der Schmiegraum s-ter Stufe T (U,) folgen-
dermassen aufgespannt :

Im Xopys Im Raum (N(k+2)>
2
Ay U,
Gesamtheit aller autopolaren 4,_; U B, Vi = V2 (Gyp)
Gesamtheit aller autopolaren A;_, U B, V2 (Gy;1)

Gesamtheit aller autopolaren A,_s U B,_; | V2 (Gy;s_;)

Ferner stehen sich in der Fundamentalkorrelation folgende Réume dual
gegeniiber : T® (Uy) und T*-9 (U,) (s =0, ..., k).

Wir betrachten schliesslich noch gesondert fiir die Werte k = 1 bis
5, welche Schmiegriume wir somit im einzelnen zu unterscheiden haben :

k =1: Beider N, die eine Quadrik Q; des S, ist, sind in bekann-
ter Weise die Tangentialrdume Tg” zu betrachten, die in der Polaritit
beziiglich der Q; ihren Beriihrungspunkten zugeordnet sind.

k= 2. Beider Ngdes S;; hat man folgende Kette von Beriihrungs-
rgumen in jedem Punkt U, zu unterscheiden :

U, = T (Uy) C T8 (Uy) C T (Uy)

U, und T (Up) stehen sich in der Fundamentalkorrelation des {Ng)ys,
die jetzt eine Nullkorrelation ist, gegeniiber, wihrend die T§’ auto-
polar sind.

k = 3. Beider N,; des S,; hat man folgende Kette von Beriithrungs-
rdumen im allgemeinen Punkt U, der Ny, :

U, = T (U,) C TS0 (U,) C T (Uy) C T (U,)

hierbei stehen sich in der ausgezeichneten Polaritét des {Ny),, folgende
Raume gegeniiber : U, und Ty (U,) sowie Ti und Tgy.
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k= 4. Bei der N;; des Sj;, gibt cs folgende Berithrungsriume
im allgemeinen Punkt U :

Uy = TO (U,) C T4 (U,) C T (U,) C T (Ug) C T (U,).

Die angeschricbenen Dimensionszahlen ergeben sich besonders einfach,
wenn man beachtet, dass dem Tangential-T) von 15 Dimensionen
nach Satz 15 ein T® von 115 Dimensionen in der Fundamentalkorre-
lation des {Ny5);3; zugeordnet sein muss. Fiir den dazwischenliegen-
den T® kommen nur 65 Dimensionen in Frage, da er sich selbst ent-
sprechen, d. h. autopolar in der durch N, definierten Nullkorrelation
des S5, sein muss.

k =5. Im vorigen Abschnitt haben wir bereits ausgerechnet, dass
jetzt eine N, des S, vorliegt. Die Kette der Schmiegriume lautet
folgendermassen :

Uy = TO (Uy) C T&} (Uy) C T3 (Uy) C Ty (Up) C Tiss (Uy) C T (Uy)

Bei der Ausrechnung dieser Dimensionszahlen braucht man nur zu
wissen, dass V2(Gy;;) einen Raum von 104 Dimensionen aufspannt,
wie wir zu Beginn des vorigen Abschnitts ausgerechnet hatten. Daraus
ergibt sich mit Hilfe von Satz 15 die Dimension 126 des T%)s, der Tan-
gentialraum Téll) hat natiirlich 21 Dimensionen, alles iibrige ergibt sich
durch Dualisicren. Denn cs stehen sich gemiss Satz 15 folgende Schmieg-
rdume in der Fundamentalkorrelation des (N ) die jetzt eine
Polaritét ist, gegeniiber : T und 7%, T und T®, sowie schliesslich
T® und T®.

TEIL VI

RELATIONENSYSTEME UND STEREOGRAPHISCHE
PROJEKTION DER GRUNDMANNIGFALTIGKEITEN

24. ALLGEMEINE BEMERKUNGEN UBER DIE RELATIONENSYSTEME DER
MANNIGFALTIGKEITEN

Unsere Grundmannigfaltigkeiten hatten wir teils durch eine Para-
meterdarstellung, wie die Veroneseschen und Segreschen, teils durch
ein ﬁbertragungsprinzip und damit verbundene rekursive Erzeugung
definiert, wie die Grassmannschen und die My-Mannigfaltigkeiten oder
schliesslich als ausgezeichnete lineare Schnitte der Grassmannschen
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Gy 1;p Wie die N-Mannigfaltigkeiten des Teils V. Nun wird bekannt-
lich in der algebraischen Geometrie eine Mannigfaltigkeit stets als
Nullstellengebilde eines Primideals 98 definiert ; es wird daher auch fiir
uns von Wichtigkeit sein, unsere Grundmannigfaltigkeiten einmal er-
neut, systematisch unter diesem Gesichtspunkt zu betrachten, wobei
wir viele weitere interessante Einsichten gewinnen werden. In einigen
Fillen, wie bei der V3, den S,;,, der Gy, den G,; und den einfachsten
M, hatten wir in den betreffenden Abschnitten explizit ein System
linear unabhingiger quadratischer Polynome angegeben, das als Basis
des zugehorigen Primideals diente. Wir wissen auch bereits, dass alle
Grundmannigfaltigkeiten durch quadratische Relationen so vollstindig
beschrieben werden kénnen. Wir machen nun zunichst einige allgemei-
ne Bemerkungen dariiber, in welcher Weise wir diese Dinge weiter
geometrisch ausdeuten und untersuchen wollen.

Sei F; cine belicbige Mannigfaltigkeit des S,, die als Nullstellen-
gebilde folgender m linear unabhingigen Polynome k-ten Grades defi-
niert werde :

1) ! (@ e ooy @) =0, oty 7 (X, Ty ooey T,) = 0.

Diesc Polynome sollen also nicht mehr gemeinsame Nullstellen als die
Punkte von F, haben, und jedes Polynom k-ten Grades, das auf allen
Punkten von F, verschwindet, ist Linearkombination der Polynome
in (1). Dann betrachten wir die im Teil I mit V& bezeichnete Mannig-
faltigkeit mit folgender Parameterdarstellung :

2) Tigiy.niy = Ty Ty . (g + i+ o + 0, = k)

Jeder Hyperfliche k-ten Grades des S, entspricht dann eineindeutig
eine Hyperebene in dem von der V) aufgespannten Raume VY,
derart dass die m Hyperflichen (1) m Hyperebenen zugeordnet sind,
die sich wegen der linearen Unabhingigkeit von (1) in einem F, zuge-

ordncten Raum L* (F,;) des V) schneiden, der (n _1’4— k) —m—1

Dimensionen hat. L* (F,) schneidet aus V) eine bestimmte, eineindeu-
tig auf F; bezogene Punktmannigfaltigkeit aus, die wir im Teil I die
« V&-Transformierte oder das V&-Bild von F,» nannten. Wir bemerken
noch, dass man durch Multiplizieren der Polynome ‘(1) mit allen
Monomen s-ten Grades in den z; und Auswahl von linear unabhingi-

gen unter den so entstandenen m-(n _s’_ s) Polynomen k- s-ten Gra-
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des eine Basis fiir das Linearsystem aller Hyperflichen k - s-ten
Grades durch F, erhélt. Durch entsprechende Deutung im Raum (Vfi'“)
ergibt sich dann L***(F,) und darin V*+*(F,). Um den Umfang der
Untersuchungen nicht zu sehr anschwellen zu lassen, wird bei uns im
folgenden bis auf eine Ausnahme, wenn F, gleich der Veroneseschen
Fliche Vi ist, k stets gleich 2 sein. Lassen wir dann F, mit ciner unserer
Grundmannigfaltigkeiten zusammenfallen, so werden wir unscr Auvgen-
merk auf folgende Fragestellungen zu richten haben :

1) Wie gross ist die Zahl m linear unabhingiger Relationen k-ten
Grades, denen F; geniigt (im allgemeinen wird k = 2 sein), oder was
nach unserer Uberlegungen von vorhin auf dasselbe hinauskommt :
Welche Dimension hat der von den Punkten der transformierten Man-
nigfaltigkeit V* (F,) aufgespannte Raum?

2) Stellt man dic quadratischen Hyperflichen durch F, so auf,
wie sie sich unmittelbar aus der Parameterdarstellung der F; oder der
Erzeugung von F, ergeben, wobei also hereits ein Koordinatensystem
im Raume (F,) ausgezeichnet ist, so bcobachtet man folgendes :
In den quadratischen Polynomen kommt fast immer nur ein Teil der
Koordinaten x,, #;, ..., ¥, vor, d. h. die entsprechenden Quadriken,
durch deren Schnitt F, definiert ist, sind Kegel mit einem bestimmten
Spitzenraum. Es entsteht dann die Aufgabe, die Kegel eines bestimm-
ten, insbesondere des niedrigsten Ranges zu bestimmen, die durch F,
gehen. Es geniigt dazu, die Spitzenriume anzugeben, die stets einc
geometrisch ausgezeichnete Lage beziiglich der F, besitzen. Den héchst
cntarteten Kegeln durch F, wird dann eine Menge von Hyperebenen
im (V,z,) und dual dazu dort eine in wichtiger Beziehung zu I*; stehende
Punktmannigfaltigkeit zugeordnet sein.

3) Unsere Grundmannigfaltigkeiten wurden stets durch eine Gruppe
von Projektivitdten transitiv in sich transformiert. Diese Gruppe de-
finiert durch die Ubertragung auf die V? dort im Raum {V2y eine
isomorphe Gruppe von Projektivititen, dic V2 (F,) in sich iiberfiihren,
aber ausser (V2 (F,)) noch cine bestimmte Zahl weiterer Fixrdume
besitzt. Es ist dann von Bedeutung, diese Zerlegung in Fixriume an-
zugeben sowie die Bedeutung derselben, d. h. der zugehérigen Teilsys-
teme von Quadriken zu kliren. Man wird so von selber auch wieder
auf die in 2) erwahnten Systeme von Kegeln des niedrigsten Ranges
kommen.

Um diese Fragen anzugreifen, wollen wir zuvor noch die Irredu-
zibilitdt der Darstellungen der betreffenden Gruppen in den Réumen
unserer Grundmannigfaltigkeiten ¢.F;) nachweisen. Unter Gruppe ®
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der F, geniigt es hierbei, den kontinuierlichen Bestandteil der Gruppe
aller Projektivitdten der F, in sich zu verstehen.

Satz 1. Die Darstellung der Gruppe ® ciner Grundmannigfaltig-
keit F,; in ihrem Raume (F,) ist irreduzibel.

Beweis : Zum Beweis gehen wir der Reihe nach alle Mannigfaltig-
keitsklassen durch, wobei wir die N(k;rg) iibergehen konnen, da fiir

sie unser Satz bereits im Satz 11 von Abschnitt 23 enthalten ist. Wir
werden hier das gleiche Beweisverfahren anwenden wie bei jenem Satz,
d. h. den Raum { F,;) nach einer geeigneten Untergruppe von aufspalten
und Induktion anwenden. Wir behandeln zunichst :

@) V-Mannigfaltigkeiten. Gegeben sci eine Vi, etwa in der Para-
meterdarstellung (2). ® ist jelzt die Gruppe aller Projektivititen des
Grundraums X,. ¢ sei die Untergruppe derjenigen projektiven Trans-
formationen des X, die einen gegebenen Punkt A, und eine gegebene,
mit A, nicht inzidente Hyperebene B,_; festlassen. A, werde dann
auf den Punkt U, und B,_; auf die Teilmenge Vi_, aus V) abge-
bildet. Der Schmiegraum k—1-ter Stufec T*~!(U,) in U, ist dann
zum Raum {Vr_;) windschief, und beide Raume spannen zusam-
men ganz (V,’:) auf ; dies folgt aufgrund unserer Entwicklungen im
Teil I daraus, dass es keine Hyperfliche k-ten Grades im X, gibt,
dic einen k-fachen Punkt in A, hat, d. h. ein Kegel mit Spitze in A,
ist, und ausserdem B, ; als Bestandteil besitzt. Dann erinnern wir
an folgende Tatsache : T#~1 (U,) wird durch dic Punkte einer V; !
aufgespannt ; V.™' enthilt U, und ist auf diejenigen Hyperflachen
k-ter Klasse des X, abzubilden, die in A, und einen becliebigen
weiteren, k — 1-fach zidhlenden Punkt zerfallen. Wir nehmen zun#chst
n—1 an; V¥ ist die rationale Normkurve C* und g die eingliedrige
Gruppe der Projektivititen der C* in sich, die 2 Punkte U, und V, der
C* festhalten. Fiir die Gerade C' ist es klar, dass diese Untergruppe
nichts anderes festlisst, sodass wir Induktion ansetzen kénnen. Die
Fixpunkte U, und V, auf der jetzt vorliegenden C* mégen den bindren
Polynomen xt =0 und 2 =0 entsprechen, dann gibt es noch k—1
weitere ausgezeichnette Polynome x(lj_irci =0 (i=1,2,..., k—1), denen
ebensoviele Punkte im Raum {C*) zugeordnet sind. Zusammen mit
U, und V, ergibt das k-1 Punkte cines Simplex, die ersichtlich
bei g invariant bleiben. k dieser Punkte liegen im Schmiegraum T#~1 (U,)
und bilden dort ein Simplex, das in derselben Weise einer CF~1
daselbst zugeordnet ist (diese C*~! nannte man frither Oskulante der C¥).
Nun kann man nach Induktion annehmen, dass in T*71(U,) kein
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weiterer Unterraum als diese k Punkte durch g irreduzibel in sich trans-
formiert werde. Dann folgt das Entsprechende aber sofort auch fiir
{C*), da man sonst durch Projektion von Vo auf T*"1(U,) dort
einen unzuldssigen Teilraum finden wiirde. Da die k -+ 1 Punkte ihrer
Bedeutung nach aber gewiss nicht bei der vollen Gruppe ® fest blei-
ben kénnen, folgt, dass durch  der Raum (C*¥ irreduzibel in sich
transformiert wird.

Jetzt kénnen wir k > 1 annehmen und erhalten zuniichst sofort fol-
gende Aufspaltung des Raumes (V,’f) beziiglich unserer Untergruppe g :

B) Viy = Uy — (VAT —(VE_ ).

Wir nehmen jetzt an, fiir alle V¥ mit n’ + k' < n 4 k wire alles gezelgt
Dann ist die Darstellung von g in den Raumen {V;_ 1) und (V,Z 1)
gewiss irreduzibel. Wire in {V}) noch ein anderer irreduzibler Teil-
raum beziiglich g ausser den 3 Bestandteilen vorhanden, so kénnte
man durch Verbinden und Schneiden sofort auf nicht zuldssige Teil-
rdume in (V,, 1) oder (V,, 1y schliessen. (vgl. den Beweis zu Satz 11
von Abschnitt 23). Bei der ganzen Gruppe ® bleiben diese Bestandteile
aber gewise nicht invariant, sodass & in (V,’f) irreduzibel dargestellt wird.

b) S-Mannigfaltigkeiten. Wir beschranken uns auf die Sy;, Die
Gruppe ® ist das direkte Produkt der beiden projektiven Gruppen je
eines X,, und Y,. g sei diejenige Untergruppe von ®, die die Parame-
terpunkte aus Y, alle festlidsst, d. h. der cine Faktor des direkten Pro-
dukts soll die Identitdt sein. Dann wird g im Raum (Sy;ny SO dar-
gestellt, dass die erzeugenden Riume S,,, der S,,;, alle einzeln invariant
bleiben und nach der vollen projektiven Gruppe des X,,, d. h. irreduzi-
bel in sich transformiert werden. Ein weiterer, von den S,I,, verschiedc-
ner Raum kann aber durch g nicht irreduzibel in sich transformiert
werden, da man durch, Schnitte und Projektionen mit den S,,, sofort auf
invariante Teilrdume in den S., gefithrt wiirde. Bei der vollen Gruppe ®
bleiben diese S,,, aber nicht fest, sodass ® im Segreraum irreduzibel
dargestellt wird. hd

¢) Grassmannsche Mannigfaltigkeiten. Die Gruppe @ ciner G,;; ist
wieder dic projektive Gruppe des X,. Fiir die Gerade Gy;o stimmt fer-
ner dic Behauptung des Satzes, sodass wir Induktion nach der Index-
summe n -+ k anselzen kénnen. Wir erinnern jetzt daran, dass wir
im Abschnitt 13 die G,;, nach der symbolischen Formel

(4) Gur = Gr—1;5 — Gi_ 1 4y
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erzeugt hatten, wobei Gf_i;k die X, in der festen Hyperebene B,_,
und Gﬁ_m_i diejenigen durch einen festen, mit B,_; nicht inzidenten
Punkt A, abbilden sollten. Wie unter a) sei dann g wieder die Unter-
gruppe derjenigen Projektivititen des X,, bei denen A, und B,_, fest
bleiben ; dann werden bei g die beiden Teilrdume (G,‘f_l;k_l) und
{G7_1;;) ersichtlich je in sich und nach Induktionsvoraussctzung auch
irreduzibel transformiert. Angenommen, es existierte noch, ein von diesen
beiden Réumen verschiedener Raum R des {G,;;), der ebenfalls bei g
irreduzibel in sich transformiert wird. R diirfte dann keinen der beiden
Réaume schneiden ; ist die Dimension von (Gﬁ_l;k_l) kleiner als die
von {G._i;;), so projiziere man R aus {G4) auf {G®)» und erhilt
in {GB) einen in sich transformierten Teilraum, der nicht auftreten darf.
Ist die Dimension von {GZ) kleiner als die von {G%), so vertausche
man die Rolle der beiden R#ume bei dieser Uberlegung. Dieser Schluss
koénnte hochstens versagen, wennn = 2 k + 1 ist, also {(G4) und {G?)
dieselben Dimensionen haben, die auch die Dimension m von R ist.
Dann wirden die 3 Raume aber eine Segresche S,,;; bestimmen, die
durch g ersichtlich in sich lransformiert wiirde; dies wiederum hétte
aber zur Folge, dass die Punkte von (GgBk;k> zu denen von G, k—1)
kogredient transformiert wiirden durch die Gruppe g. Dies wiederum ist
aber nicht der Fall, da es fiir den Grundraum folgenden Sachverhalt
nach sich ziehen wiirde : in einer eincindeutigen Weise entspricht jedem
X, durch A ein solcher in B,_;, d. h. die X;_; und X, in B,_; sind
korrelativ einander zugeordnet, und diese Zuordnung wird durch die
Gruppe g nicht zerstort. Dies ist aber nicht méglich, de g die volle
projektive Gruppe auf B,_; induziert. Nachdem man sich so tiberzeugt
hat, dass die Untergruppe g nichts ausser {G4) und {G5) festlésst,
folgt in der iiblichen Weise die Behauptung fiir die volle Gruppe .

d) M, — Mannigfaltigkeiten. ® ist jetzt die sog. Drehgruppe, d. h.
Gruppe der Projektivitdten 1. Art einer .Quadrik Q in sich. Wir erin-
nern daran, dass wir im Abschnitt 18 die zur Qy, gehorige M (*+1) nach

Auszeichnung zweier Punkte A und B der Q,; nach der symbolischen

Formel :

© Ve =My =M

erzeugt hatten, wobei M‘Zk) und M’(Sk) je die S; der Q, die durch A
2 2
und B gehen, abbildeten. g sei diejenige Untergruppe von ®, die A und

21 — Collectanea Mathematica.
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B festhilt und damit im Raume {M,;,1\) so dargestellt wird, dass
(*3")

die Riume <Mz§)) und (Mfk)) festbleiben und je nach einer Dreh-
2

gruppe der nichstniederen Stufe transformiert werden. Fir die Q,
und @, fallt die Drehgruppe mit je einer vcllen projektiven Gruppe
zusammen, die zugehérigen M; und M, sind linearc Riume, fiir die die
Behauptung erwicsen ist. Wir konnen daher Indukiion anwenden und
annehmen, dass unsere Untergruppe g die Raume (Mé)) und (Mé))
je irreduzibel in sich transformicrt. Ist nun R ein von diesen beiden
verschiedener Raum, der ebenfalls irreduzibel in sich bei g transfor-
miert wird, so muss R punkifremd zu beciden sein. Hat R kleinere
Dimension als (Mé)), so wiirde in der Projektion von R aus (M‘Zg))

auf <M1(3k)> ein dort nicht zuldssiger Teilraum entsiehen; hat R

dieselbe Dimension m wie dic beiden anderen Riume, so bestimmen
M4y, {M®» und R cine Segresche S,,,, die durch g in sich transfor-
miert wird. Dies wiirde fiir die Q, wiederum zur Folge haben, dass
jedem S; durch A cincindeutig ein S! durch B in einer durch die
Gruppe g nicht zerstérbaren Weise zugeordnet ist, was ersichtlich nicht
sein kann. Hieraus folgt aber wieder, wie iiblich, die Irreduzibilitit
des Raumes (M(,\._{l)) beziiglich: der vollen Gruppe.

Es gilt nun nicht nur die Irreduzibilitit der Darstellung der betref-
fenden Gruppe ® im Raume der Grundmannigfaltigkeit F,, sondern
auch im Raume (V*(F,)) der V*-Transformierten V*(F,). Dies werden
wir, wenigstens fiir k = 2, in den n#chsten Abschnitten fiir die
einzelnen Mannigfaltigkeitsklassen in #hnlicher Weise wie soeben Satz
1 beweisen. Wir nehmen dies Ergebnis fiir den Rest dieses Abschnitts
vorweg und erinnern uns ferner daran, dass wir bei jeder Grundman-
nigfaltigkeit F; ein damit eng verkniipftes, duales Gebilde Fd im Raume
(F;) erklart hatten, das aus geometrischen Griinden durch die Trans-
formationen der entsprechenden Gruppe ® ebenfalls transitiv in sich
transformiert wird. Dann kénnen wir folgenden interessanten Satz
aussprechen :

Sarz 2. F, im S, sei eine Grundmannigfaltigkeit und F"\d das ein-
deutig dazu bestimmie duale Gebilde. Die Anzahl der linear unabhiin-
gigen Hypeiflichen k-ten Grades durch F, sei m. Die transformierte
Mannigfaltigkeit V*(F,;) wird dann durch einen bestimmten Raum
(VE(F;)> aus der V, ausgeschnitten. Zu (VE(F,)) gibt es dann
einen wohlbestimmten, dazu windschiefen Raum K,,_, der zusammen
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mit {V¥(F,)) ganz {V}) aufspannt, derart dass bei der im (VR in-
duzierten Darstellung der Gruppe ® ausser {V*#(F,)) auch K,,_, in
sich transformiert wird. Die Punkte von K,,_, sind eineindeutig den
Hyperflichen k-ter Klasse durch ﬁd zugeordnet.

Beweis : Die Hyperebenen des (V)Y durch V*(F,) entsprechen
den Hyperflichen k-ter Ordnung durch F,; da es hiervon m linear
unabhiingige geben sollte, hat der Raum (V*(F,)) die Dimension
(n + Kk

k
Klasse des {F,), cincindeutig dic Punkte des {(V}) zugeordnet. Statt
von dem System der Hyperflichen k-ter Ordnung durch F,, kénnen
wir auch von dem Lincarsystem aller Hyperflichen k-ter Klasse
durch I?d sprechen. Diesem entspricht dann ein linearer Raum K,,_,
des {V}>. Im K,,_, wird die Gruppe ® ebenfalls dargestellt. Es ist
nur noch zu zeigen, dass {V*(F,)» und K,,_, keinen Punkt gemein
haben. Wiren (V*(F,)), und K,,_; nicht punktfremd zueinander,
so miisste (V®(F,)), da dieser Raum beziiglich ® als irreduzibel
vorausgesetzt war, ganz in K, _,; enthalten scin. In diesem Falle
gehorten aber auch die Punkte von V*(F,), d. h. gewisse Punkte von
VE zu K,,_;. Das bedcutet aber, unter den Hyperflichen k-ter Klasse
durch 1:3,, kimen auch k-fach zihlenden Punkte vor oder dual: die
Punkte von F, sind alle in gewissen Hyperebenen ihres eigenen Raumes
{F;> enthalten, was natiirlich widersinnig ist.

Im allgemeinen wird der soeben mit K,,_, bezeichnete Raum durch
die Gruppe @ nicht mehr irreduzibel in sich transformiert werden. Es
entsteht dann im Einklang mit Punkt 3 des vorher angegebenen Pro-
gramms die interessantc Aufgabe, die Zerlegung des « Relationenraumes
K, _,», wenigstens im Falle quadratischer Relationen (k = 2) beziiglich
der Gruppe ® anzugeben und die geometrische Bedeutung der cinzelnen
irreduziblen Komponenten festzustellen. In den folgenden Abschnitten
werden wir demnach alle Grundmannigfaltigkeiten nochmals durchgehen,
aber sclbst bei fast ausschliesslicher Beschrinkung auf den Fall k— 2
uns nur typische Beispiele vornehmen, allgemeinere Dinge gelegentlich
auch ohne Beweis angeben und somit manche Frage noch offen lassen.
 Schliesslich sei daran erinnert, dass alle unsere F, vom Standpunkt
der algebraischen Geometrie zu den einfachsten Gebilden, den soge-
nannten rationalen Mannigfaltigkeiten, gehéren, d. h. birational auf den S,
bezogen werden konnen. Im letzten Abschnitt wird gezeigt werden, wie
bei allen Grundmannigfaltigkeiten ohne Ausnahme diese birationalen
Abbildungen durch unmittelbare Verallgemeinerungen der bei den Qua-

)— m —1. Nun hatten wir im Teil I den Hyperflichen k-ter
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driken wohlbekannten stereographischen Projektion direkt geometrisch
vollzogen werden koénnen.

Es sei noch bemerkt, dass in den folgenden Abschnitten, im Ge-
gensatz zu Teil IV, unter Quadrik wieder ecine beliebige, auch ausgeartete
Hyperfliche 2. Grades des betreffenden Raumes verstanden werden soll.

25. RELATIONEN DER V-MANNIGFALTIGKEITEN

Wir wenden uns jetzt der ersten Klasse von Grundmannigfaltig-
keiten zu, den VE, bei denen wir die Relationen nach den im vorigen
Abschnitt beschriebenen Grundsitzen studieren wollen. Allgemein gilt:

Satz 3. Die V:Transformierte einer Mannigfaltigkeit V) ist eine

(h+n)—1+k'

k

gige Hyperflichen k-ten Grades durch V.

Beweis : Setzt man in das System aller Monome k-ten Grades in
n 4+ h ’
"
h-ten Grades in n 4+ 1 anderen Variablen (%), %y, ..., T,) cin, so erhilt
man ersichtlich alle Monome k-ten Grades in den x; Darin ist aber
der Satz erhalten.

Bemerkung zu Saiz 3: Hierin steckt natiirlich auch die im Satz 2
im Falle der V-Mannigfaltigkeiten V. benétigte Irreduzibilitit der
Darstellung der projektiven Gruppe des X, im Raume {V* (VA).

Als ersten Fall behandeln wir die Normkurve C3, wobei man natiir-
lich lingst bekannte Dinge in etwas anderer Sprechweise zu bringen hat.

Vf,h. Demnach gehen — (k h:_ n

) linear unabhén-

) homogenen Variablen fiir diese Variablen sdmtliche Monome

a) Quadratische Relationen der C3.

Die rationale Normkurve C® besitzt o2 quadratischc Relationen ;
setzt man die C® in der Parametergestalt :

) T, =ud, z, =uly, T,=uv?, T;=103

voraus, so sind alle quadratischen Quadriken durch C® Linearkombina-
tionen folgender 3 :

) Tylyg— T, Ty =0, 23— 232, =0, 23— 2,73 =0.

Es ist bekannt, dass hierunter oo! Kegel vorkommen, deren Spitze ein
beliebiger Punkt der C® sein darf ; zwei dieser Kegel bestimmen bereits
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die C3 mitsamt der Verbindungsgeraden der Spitzen. Umgekehrt schnei-
den sich die Quadriken eines beliebigen durch C® gehenden Biischels
ausser in C?® noch in einer Sehne, die speziell auch Tangente sein kann,
d. h. im allgemeinen Biischel sind 2 Kegel enthalten. In der Abbildung
des Raumes {C?®), auf die V% wird aus C® nach Satz 3 eine C® Zum
Raum (C®), dieser C® windschief liegt die Ebcne K,, die die Bildpunkte
der durch das duale Gebilde C3 gehenden Klassenquadriken trigt.
Ubersetzt man das, was wir oben iiber das Biindel der Quadriken durch
C3 festgestellt haben, ins Duale, so ergibt sich: In K, ist ein Kegel-
schnitt C? ausgezeichnet, dessen Punkte den entarteten Klassenqua-
driken durch C? entsprechen. Bei der Darstellung, die die projektive
Gruppe der Geraden in Raume {V3) erfihrt, geht diese C? ersichtlich
in sich iiber, und wir haben folgende Aufspaltung des Raumes {V3),:

3) (Vg,)s = (CG>6 - <C2>2

Wir kénnen auch folgendes sagen : Projiziert man die V% aus dem Raum
{C%¢ auf die Ebcne K, = {C?»,, so gehen die Kegelschnitte, die
die V2-Bilder der Sehnen von C3 sind, in die Punktc von K, iiber und
aus den V2-Bildern der Tangenten werden dic Punkte von C2? in K,.

Die hoheren Normkurven C* mit n > 3 wollen wir erst im Anschluss
an die Segreschen S,.; behandeln ; daher wenden wir uns jetzt gleich
der V% zu.

b) Quadratische Relationen der V3.

Die V% liege in der Parametergestalt :
= 12 = — — 22 - -
(4) Ty = Ty Ty = TyTy Tog = TuTp, Ty = T3, Typ = Ty Ty Ty = T3

vor. Nach Satz 3 gehen oo linear unabhingige Quadriken durch V2.
Man findet aus (4) leicht ein System von 6 linear unabhéngigen Qua-
driken, die man als Basis des betreffenden Linearsystems nehmen kann.
Es sind dies nach Bertini (1) die 6 den Ecken des Koordinatensimplex
zugeordneten Polarquadriken beziiglich der Determinantenhyperfliche :

®) D, = [;;] =0.

Bezeichnet man dann sinngemiss die Parameter unseres Linearsystems
mit 4;;, so hat dieses die Gestalt:

(6) gy (T1g Tgp — T35) + Ay (Tgg Top — 3g) + Agy (Tgo Ty1 — T31)
+ Ay (g3 Tap — Tga Trz) + Aga (Tg1 Trg — Tga Ty) + gz (Tg1 To — T Z12)
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Unter den Basisquadriken von (6) kommen 2 Typen von Kegeln vor :
1) der Typ %, — 2§ =0, ein Kegel, der ersichtlich als Spitze die
Tangentialebene des Punktes der V2 mit den Parametern 0,0, 1)
besitzt ; 2) der Typ %y Zyo — g9 T, = 0, der als Spitze diejenige Sehne
der V3 besitzt, die die Punkte mit den Paramctern (0, 0, 1) und 0,1,0)
verbindet. Wir wollen diese beiden Typen «Tangential-» und «Schnen-
kegel » nennen. Es wird sich herausstellen, dass durch die V2 ausser
ihnen nur noch nicht entartete Quadriken gehen. Es gilt namlich der :

Satz 4. Die Punkte der Parameterebene X, seien durch (4) auf
die Punkte der V2 abgebildet (und damit auch, wic wir wissen, alle
Klassenkegelschnitte des X, auf die Punkte in {V%);). Dann kann
man auch die o5 Quadriken (6) durch V2 den Klassenkegelschnitten
aus X, in folgender Weise eineindeutig zuordnen : Jede Quadrik aus
dem System (6) enthdlt co! C>-Ebencn der V% ganz, derart dass die
zugehorigen oo! C? gerade die V2-Bilder der oo! Geraden einer Kurve
2. Klasse des X, sind, und jede Kurve 2. Klassc aus X, kommt auch
dabei vor.

Beweis : Wir erinnern zunichst daran, dass wir die Hyperfliche )
sowohl durch die oo C>-Ebenen, als auch durch die Tangentialebenen
der V3 erzeugt hatten (s. I, 3). Q, sei nun eine beliebige, V2 ganz enthal-
tende Quadrik des Systems (6). Schneiden sich die beiden Hyperflichen
Q, und D, in dem Punkt P ausserhalb von V%, so miissen sie gleich die
ganze durch P bestimmte C®-Ebene {C?), gemeinsam haben, da Q,
von zweiter Ordnung ist und mit dieser Ebene den Kegelschnitt C2
und den ausserhalb desselben vorausgesetzten Punkt P gemein hat.
Daraus folgt zunichst, dass der Durchschnitt (Q; N D,) ganz aus
ool C%-Ebencn erzeugt wird, also wenn man auf die in X, gelegenen
Urbilder der zugehérigen co! C? zuriickgeht, deren Ebecnen Q, ganz
enthilt, ist so der Q, cine Menge von co! Geraden aus X, zugeordnet,
d. h. eine Klassenkurve k;. Um zu priifen, welche Klasse k, hat, haben
wir zu sehen, wieviele der in Q, enthaltenen C%*Ebenen durch einen
allgemeinen Punkt U, aus V2 gehen. Nun hatten wir in Kapitel 3
festgestellt, dass die co! C2%-Ebenen durch U, einen Kegel 3. Grades mit
der Spitze U, iiber einer Normregelfliche des Typs C! — C2 bilden. Q,
muss dann diesen Kegel entweder ganz enthalten oder infolge des
Bézoutschen Satzes in einer Fliche f, hochstens 6. Grades schneiden. Wir
nehmen U, so allgemein an, dass der erste Fall nicht vorliegt ; f, enthilt
nun bereits die Fliche V2, die vom 4-ten Grade ist, sodass fz in V2
und noch einen Restschnitt hochstens zweiten Grades zerfillt ; dieser
kann aber nur aus den gesuchten Ebenen durch U, bestehen, die Klasse
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ist also hochstens 2. Wir haben uns jetzt umgekehrt davon zu iiber-
zeugen, dass auch jeder Kurve zweiter Klasse k; aus X, eine Quadrik
des Systems (6) zugeordnet ist. Dies wissen wir bereits fiir die ausgear-
teten k;. Denn man sieht sofort, dass sich folgendes entspricht :

In DErR EBENE X, Im Raum (V3),

Kurve 2. Klasse, die in die beiden | Sehnenkegel Ty Tgs — TgoT1s = 0
Punkte (0, 0, 1) und (0, 1, 0) mit der Verbindungsgeraden der
zerfallt Punkte (0,0 1) und (0, 1,0) als

Spitze

Kurve 2. Klasse, die in den dop- | Tangentialkegel ;; Ty — 23, =0
pelt zdhlenden Punkt (1, 0, 0) mit der Tangentialebene im
zerfallt Punkt (1, 0, 0) als Spitze.

Durch Linearkombination der beiden rechts angeftihrten Quadriken er-
hilt man dann ein Biischel von im allgemcinen nicht entarteten Qua-
driken, denen links keine anderen als die Kegelschnitte des entspre-
chenden Klassenbiischels zugeordnet sein konnen. Durch entsprechende
Koordinatenwahl kann man auf diese Weise links jeden Klassenkegel-
schnitt erhalten, womit alles bewiesen ist.

Geht man zur duale Sprechweise iiber, so hat man statt der Ord-
nungsquadriken durch V2 die Klassenquadriken durch "7\2 zu betrach-
ten. Man sieht dann leicht, dass die hochsten Entartungen sich in
folgender Weise entsprechen :

Tangentialkegel der V3 C? auf der V3, als entartete Klas-
senquadrik des Raumes (V3);
aufgefasst.

Wir untersuchen jetzt die Bilder der hochstentarteten Klassenquadri-
ken im Relationenraum K; und finden dort wieder eine V3.

Satz 5. Die hochstentarteten Klassenquadriken durch ‘7\2 entspre-
chen in ihrem Bildraum K den Punkten einer andercn V2, sodass dann
den Klassenquadriken der nichsten Entartungsstufe (d. h. den dualen
Gebilden zu den Sehnenkegeln) die Punkle der zu dieser \72 gehorigen
Hyperfliche D, zugeordnet sind.

Beweis : Eine allgemeine Quadrik des Linearsystems (6) hat die
Matrix
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0 0 0 Agg — Ay Ay )
0 - }'22 212 0 2’02 ;'01
O 2'12 - ;'11 - )'02 - 2’01 0 (7)
- 2‘12 ':'02 - 101 0 - 2’00 0

Fordert man, dass diese Matrix den Rang 3 hat, so hat dies dieselben 6
Relationen zwischen den 4;; zur Folge, durch die man eine V2 beschreiben
kann und die in (6) als Basispolynome des linearen Systems benutzt
waren. Daraus folgt aber alles weitere.

¢) Quadratische Relationen der V2 und allgemein der V2.

Wir behandeln nunmehr die quadratischen Relationcn der V2 des
Sg, von wo aus man die Verallgemcinerungen fiir die V2 schon erken-
nen kann. Nach Satz 3 hat der Relationenraum, der zu einer V% gehort,
19 Dimensionen und sei K,y genannt. Es wire leicht, wieder aus der
normalen Parameterdarstellung der V2 cin System von 20 linear unab-
hiingigen Quadriken durch V3 zu finden, das man als Basis fiir das Li-
nearsystem aller dieser Quadrikcn nehmen kann. Aus Platzgriinden sei
dies hier nicht explizit getan. Wir erinnern zunéchst daran, dass geméss
unseren Feststellungen im Abschnitt 4 die V2 in den Rangmannigfaltig-
keiten Dg und Dg ausgezcichnet enthalten ist. Dabei wird Dg von den
oot C%Ebenen erzeugt, worin C? das V2-Bild irgendeiner Geraden des
Grundraumes X, ist. Wir wissen ferner, dass die Punkte der V2 fiir
die Dg singulir sind und dass die durch einen Punkt der V% gehenden
C*-Ebenen bereits den ganzen Raum (V3), aufspannen. Daraus folgt,
dass keine der durch V3 gehenden Quadriken ganz D4 cnthalten kann.
Eine solche Quadrik Qg miisste dann in allen Punkten von V% singulir
sein, was natiirlich nicht geht. Das Verhalten der Quadriken Qg beziig-
lich der Dg wird uns dann, dhnlich wic bei der V2, dazu verhelfen,
den Qg Gebilde im Grundraum X, zuzuordnen (vgl. den spitcren
Satz 7). Zunéchst beweisen wir jedoch :

Satz 6. Die hochstentarteten Quadriken durch die V2 sind Kegel,
deren Spitze der Beriihrungsraum 7T'g crster Stufe an die V% langs einer
C? derselben ist. Diese Kegel Qg sind dual zu den €2 der V% selber,
wobei diese C? als Klassenquadriken @s des Raumes  V2), aufgefasst
werden miissen. Im Relationenraum K,y entsprechen dann den Qg die
Punkte einer F,, dic die V2Transformierte einer Pliickerquadrik Gy;, ist.
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Beweis : Zunéchst ist es klar, dass dic beschriebenen Beriihrungs-
raume T, wirklich Spitzen von Kegeln, die durch V3 gehen, sind. Denn
projiziert man die V2 aus dem Tangentialraum T’ eines Punktes U,
so entsteht cine V2, wie wir im Abschnitt 4 festgestellt hatten. Der T,
in dem von U, verschiedenen Punkt V der V3 geht bei dieser Projek-
tion in cine Tangentialebene der V2 iiber, die ihrerseits einen Tangen-
tialkegel der V2 definiert. Aus dem Raum T3 (U) U T3(V) der ein Ty
ist, wird daher V% in cinen Kegelschnitt projiziert ; T'g ist also Spitzen-
raum ecines Kegels vom niedrigsten Rang und berithrt anderseits,
wie wir aus Abschnitt 4 wissen, lings aller Punkte der U, und V,
verbindenden Kurve C2. Wir entnehmen weiterhin dem Abschnitt 4,
dass sich in der durch irgendeine Korrelation des Grundraumes X ver-
mittelten Dualitit im V%), gegeniiberstehen :

Berithrungsraum 78(C?) an V% | Ebene (C?), eines Kegelschnitts
langs einer C2 C? auf V%

Weiterhin entspricht sich dual :

o8 Kegel mit der Spitze T®(C?) | o® Klassenkegelschnitte in der
Ebene (C2), als Klassenqua-
driken des Raumes (V3)y
aufgefasst.

Dem einen ausgezeichneten Kegel links, der die V3 enthilt, entspricht
ersichtlich auch rechts eine ausgezeichnete Klassenquadrik, die ?ﬁ ent-
hilt. Wir gehen jetzt zur V2Transformation iiber. Dann wird aus der
Ebene (%), eine V2, derart dass den oo Klassenquadriken, die rechts
beschrieben sind, die oo® Punkte des Zugehdrigkeitsraumes (V25
derselben zuzuordnen sind. Speziell entspricht dann der einen ausge-
zeichneten Klassenquadrik des oo5-Systems ein Punkt des Relationen-
raumes Ky, in dem dieser vom Raum ('\73)5 eindeutig geschnitten
wird. Lisst man dann in dieser Uberlegung C? die allen oo* Geraden
des Grundraumes X, entsprechenden C? auf V2 durchlaufen, so erhilt
man eine wohlbestimmte Mannigfaltigkeit F, auf K;o, deren Punkte
eineindeutig den Geraden des X3 zuzuordnen sind. Zundchst sieht man
sofort, dass diese F, den Ky aufspannt. Denn andernfalls miissten
durch die oben Dg genannte Mannigfaltigkeit aller C2-Ebenen Qua-
driken gehen, was nicht der Fall ist, wie wir gesehen haben. Es fehlt
noch einzusehen, dass F, die V*Transformierte V2 (Gs;,) einer Pliicker-

22 — Collectanea Mathematica.
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quadrik Gg;; ist. Dazu betrachten wir eine beliebige VZ auf der V%;
Die oo? Punkte der F,, die von den oo? C* auf V2 herriihren, erfiillen
nach dem, was wir vom vorigen Absatz b) her wissen, wieder eine V2;
demnach wissen wir, dass die F, die Geraden des X; ebenso wie die
V2 (Gg;y) derart abbildet, dass den o2 Geraden in irgendeiner Ebene
des X, die Punkte einer V2 zugeordnet sind. Daraus folgt aber weiter,
dass auch die Geraden durch einen Punkt des X; auf die Punkte einer
V3 abgebildet werden und die F, zZwei Systeme von je oo® V2 enthilt.
Von hier aus kann man die F, aber leicht auf eine V2 (Gs,,), die ja auch
einen S,y aufspannt und die soeben festgestellten Eigenschaften hat,
projektiv abbilden (vgl. auch den Beginn des iibernichsten Abschnitts,
worin die projektive Konstruktion der V2(G,;,) genauer beschrieben ist).

Hieraus ergibt sich leicht folgender, bereits von Reye (11) stam-
mender, nur damals ctwas anders ausgesprochene Satz :

Sarz 7. Jede Quadrik, die V% enthilt, schneidet die zur V% geho-
rige Rangmannigfaltigkeit Dg in oo% C%:-Ebenen, dcren C? gerade die
V2-Bilder der Geraden eines quadratischen Komplexes im X; sind;
umgekehrt ist auch jedem quadratischen Geradenkomplex des X auf
diese Weise eine durch V3 gehende Quadrik zugeordnet.

Beweis : Der Beweis hierfiir ergibt sich im Zusammenhang mit dem
vorhergehenden Satz 6 unmittelbar daraus, dass die quadratischen Ge-
radenkomplexe so definiert sind, dass sie auf lineare Schnitte der
V2 (Gg;,) abgebildet werden. Einer Quadrik durch V3 ist nun eine V2 (V3)
enthaltende Hyperebene im ( V)5, zugeordnet, die den K4 in einem K4
schneidet, also mit der den K, aufspannenden V2(G,,,) die Bildmenge
eines quadratischen Komplexes bestimmt. Eine C2-Ebene wird aber
auf eine VZ der V3 abgebildet, wovon eine C* bereits auf der V2(V2) =V4
liegt ; unsere der Quadrik zugeordnete Hyperebene des V)5, enthalt
entweder diese VZ ganz oder schneidet sie nur in der C&

Zum, Verstdndnis der Quadriken durch V2 kann jetzt die weit ent-
wickelte Theorie der quadratischen Geradenkomplexe und aller ihrer
Ausartungen herangezogen werden, oder auch umgekehrt das Verstéandnis
dieser durch das Studium der quadratischen Relationen der V% gefor-
dert werden. Wir miissen auf weitere Einzelheiten dariiber verzichten.

Man sieht jetzt verhallnismissig leicht ein, wie sich diese Dinge auf
den Fall der allgemeinen V2 verallgemeinern. Wir erwihnen ohne
Beweis den

Satz 8. Die hochstentarteten Quadriken durch eine V2 sind Kegel,
deren Spitze ein beliebiger Berithrungsraum an die V2 lings einer VZ_,
ist. Nach Dualisierung und Abbildung auf den Relationenraum K der
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V& erhidlt man darin eine ausgezeichnete Mannigfaltigkeit V2 (G,,y),
die den K gerade aufspannt. Die Quadriken durch V2 und die quadra-
tischen Geradenkomplexe im Grundraum X, lassen sich dann eincin-
deutig einander zuordnen.

d) Quadratische Relationen der V3.

Als einzigen Fall einer V) mit n >2 und h > 3 wollen wir die V3
behandeln. Nach Satz 2 gehen 26 Quadriken durch die V3§; fiir das
Linearsystem, das diese bilden, kann man sich wieder aus der mono-
mialen Parametergestalt der V3§ leicht cin System von 27 linear
unabhingigen Basispolynomen aufstellen, was hier der Kiirze halber
unterbleiben mag. Aus unserer im Abschnitt 5 gewonnenen Einsicht in
die V3 konnen wir uns aber leicht ein System von oo® Kegeln nie-
drigsten Ranges durch die V3 verschaffen, von dem wir dann nachweisen
werden, dass ihre Bilder den Relationenraum B,g aufspannen. Wir
haben seinerzeit im Abschnitt 5 gesehen, dass die V3 aus dem Schmieg-
raum T(U,) eines ihrer Punkte U, in einc Normkurve C3 projiziert
wird, wobci die Punkte dieser C® aus den durch U, gehenden C?® auf V3
entstanden sind. Projiziert man die C? weiterhin aus cinem ihrer Punkte
in einen Kegelschnitt und setzt beide Projektionen zusammen, so hat
man die V§ in einen Kegelschnitt projiziert, d. h. einen Kegel vom, nie-
drigstem Rang durch die V§ gefunden. Der Sg der dabei als Spitze
auftritt, wird durch T;(U,) und eine durch U, gehende C3 aufgespannt,
ist also in der Grundebene X,, auf die die Punkte der V3 bezogen sind,
einem Punkt mit hindurchgehender Geraden, d. h. einem Linienelement,
zugeordnet.

Sarz 9. Durch die V3 gehen oo3 ausgezeichnete Kegel vom nie-
drigsten Rang. Die Spitzenrdume dieser Kegel werden durch den
Schmiegraum T4 (U,) in einem Punkt U, der V3 und eine durch U,
gehende C® auf V3 aufgespannt. Diesen Kegeln stehen dual gegeniiber
die Oskulantenkegelschnitte in den C3-Raumen, aufgefasst als Klassen-
quadriken des (V3)y. Im Relationenraum K, der Vi werden diese
dualen Gebilde auf die Punkte einer den K, aufspannenden Mannig-
faltigkeit Ly abgebildet. L, ist den Linienelementen der Grundebene X,
eineindeutig zugeordnet. )

Beweis : In einer Korrelation, die V3 in "7\2 iberfiihrt, entspricht
sich nach unseren Ergebnissen in Abschnitt 5 folgendes :
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Schmiegraum T'5(U,) an V3 in U,

Verbindungsraum T, (U, U C?
mit C?® durch U,

005 Kegel mit Ty = T4 (U,) U C?
als Spitze

Ausgezeichneter Kegel mit T, als
Spitze, der V3§ enthilt

Raum {C®); eincr C3 auf V3
Schnittebene U, von ((—3_"'_)3 und
T5(U,), wobei U, auf C? liegt,
d. h. Schmiegebene an C?® in U,
oo® Klassenkegelschnitte in Uz: als

Klassenquadriken des {V3),
aufgefasst

Ausgezeichneter Oskulantenkegel-
schnitt in U,

Gehen wir jetzt zur V2Transformation des ganzen Raumes (V3%
iiber, so wird der Raum {C3Y, rechts in cine V abgebildet, C? selber
in eine C® darauf, und windschief zu C® liegt cine, die Relationspunkte
der C® tragende Ebene K, mit (V2) = (¢ U K,. K, enthilt einen
ausgezeichneten Kegelschnitt C2, dessen Punkte den ool zu C? gehori-
gen Oskulantenkegelschnitten zugcordnet sind, der also auch dem Re-
lationenraum K,; angehért. Variiert man in dieser Uberlegung die C8
iiber alle co? €8 auf V8 = V2(V3) so erzeugen die zugehorigen C? eine
im K,g gelegenc Mannigfaltigkeit L,. Diese L, muss aber ganz K,
aufspannen ; denn sonst wire die von allen o2 C3-Riumen aufge-
spannte Mannigfaltigkeit Dy des (V3)y in einer Quadrik enthalten.
Dies ist jedoch nicht méglich, denn im Abschnitt 5 hatten wir fest-
gestellt, dass Dy in allen Punkten von V3 singulir ist, es wiirde daraus
sofort folgen, dass eine solche Quadrik in allen Punkten von V3§ sin-
gular sein miisste (vgl. den analogen Schluss im vorigen Absatz c fiir
die Dg der V3).

Es sei noch erwahnt, dass diese L,, die den cbenen Linienelemen-
ten eineindeutig zugeordnet ist, sich als V2-Transformierte des all-
gemeinen S,-Schnitts der Segreschen S,,, des Sy erweist, was wir aber
nicht beweisen wollen.

Von weiteren Dingen, die sich iiber die Quadriken durch die V3
aussagen lassen, erwéhnen wir nur noch folgendes : Ausser den beschrie-
benen gibt es noch weitere, insgesamt o4, Kegel vom Rang 2 durch
die V3, die man sofort feststellen kann. Ihre Spitzen entsthen durch
Verbindung einer belichigen Tangentialebene und eines beliebigen C3-
Raumes. Diese Kegel lassen sich den Paaren «Punkt- Gerade» der
Grundebene X, zuordnen ; liegt der Punkt auf der Geraden, so ist der
zugeordnete Kegel von dem schon behandelten spezielleren Typ. Das
bedeutet aber, im K,q ist die Ly in einer gewissen L, enthalten, die sich
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ihrerseits als Projektion der Produktmenge zweier Veroneseschen Flichen
V2 darstellt, worauf wir jedoch nicht néher eingehen kénnen.

Bei den V* mit h >4 wird der Relationenraum nicht mehr wie
bisher irreduzibel in sich transformicrt werden. Mit Ausnahme des
Falls der Normkurven (n = 1), der im nichsten Abschnitt behandelt
werden wird, konnen wir jedoch auf dicse Dinge hier nicht weiter
eingehen. (*)

e) Kubische Relationen der V% und Studysche C2-Mannigfaltigkeit.

Das Studium der kubischen Relationen der V% ist besonders
wichtig fiir ein tieferes Eindringen in die ebene Kegelschnittgeometrie.
Nach Satz 2 gehen 0?7 kubische Hyperflichen durch die V3, wir haben
daher von einem Reclationenraum K,, windschief zum Raum der
V3(V2) = V8§, der auch 27 Dimensionen hat, zu sprechen. Beide zu-
sammen spannen den Raum (V2 auf. Nun kennen wir bereits eine
ausgezeichnete Kubik durch V3, namlich die Determinantenhyperfliche
D,, ihre Bildmenge V3(D,) crfiillt cine durch V§ gehende Hyperebene
Ws,, die K,, in K, schnciden moge. Dieser Kog geht bei der hier
vorliegenden projektiven Gruppe der Grundebene X, ersichtlich in sich
iiber, sodass diese Gruppe jetzt im Ky, nicht mehr irreduzibel dargestellt
wird. Wir wissen ferner, dass man durch Zusammensetzen einer belie-
bigen, durch V2 gehenden Quadrik mit einer beliebigen Hyperebene und
Linearkombination jede kubische Hyperfliche durch V3 erhilt. Unter
den so zerfallenden Kubiken suchen wir jetzt méglichst spezielle ; dabei
werden wir von selber auf folgende gefiihrt : Tangentialkegel an die V3
im Punkt U, und beriihrende Hyperebene lings eines beliebigen, durch
U, gehenden Kegelschnitts C? der V3 (= Hypercbene des dualen Ge-
bildes {7\3.) Derartige Gebilde mogen kurz «kubische Tangentialkegel ky»
genannt sein; sie stehen in eineindeutiger Beziehung zu den Linien-
elementen der Grundebene X,, und es entsprechen ihnen dual folgende
Gebilde k,: Kegelschnitt C? der V§ mit festem Punkt auf C? alles als
zerfallende Klassenkubik des Raumes {V3), aufgefasst. Dann gilt:

Satz 10. Die soeben beschriebenen, zu den kubischen Tangential-
kegeln dualen oo Gebilde ’124 werden auf die Punkte einer die ausge-
zeichnete Hyperebene K,, des Relationenraumes K,, aufspannende
Mannigfaltigkeit Ly abgebildet.

Beweis : Es sei daran erinnert, dass die C?-und die Tangentialebenen

(*) s. W. Burau. Proj. Klassifikation der V-Relationen, IV. 35 (1953), 299 - 326.
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der V3 sich dual gegeniiberstehen. Dann entspricht sich auch folgendes
in irgendeiner Korrelation, die V% in V3% iiberfiihrt :

oo? kubische Kegel mit der Spitze | oo® Klassenkubiken in einer festen

in ciner festen Tangentialebene C?-Ebene { C?),, als Hyperflichen
T, (U,) der V2 3. Klasse des (V2), aufgefasst
o? kubische Kegel mit der Spitze | C? aus V3 und ein belicbiger Punkt
T, (Uy), dic in den quadratischen seiner Ebene, als zerfallende

Tangentialkegel und eine belie- Hyperflachen 3. Klasse aufge-
bige Hyperebene durch T,(U,) fasst
zerfallen

Wir gehen jetzt zum Raum (V3 ({V2 >5))55 tber. Darin entspricht dem
rechts stehenden co®-System ein Raum (V3),, wobei V& das V3-Bild
der Ebene (62)2 ist. Dieser Raum (V3), hat mit K,, nur die Punkte
einer Ebene K2 gemein, die gerade aus den Bildpunkten des zweiten
Systems rechts besteht; denn man sicht sofort, dass unter den oo®
Hyperflichen links nur dicjenigen der 2. Zeile auch V3 enthalten. Der
Raum (V2), wird durch cine Kurve C® — V3(C? und die Ebene K,
aufgespannt, und es liegt derselbe Sachverhalt wie im vorigen Absatz
vor, nur dass die Dinge jetzt etwas anders zu deuten sind. Verindert
man aber nunmehr V3, d. h. die zugehgrige Kurve C? der V2 auf die

2 moglichen Weisen, so iiberdecken die \73 einerseits ganz V3 (D,)
und dic in den Ebenen K, liegenden ausgezeichneten Kegelschnitte dic
erwahnte Mannigfaltigkeit L. Es ist damit auch bereits gezeigt, dass L,
ganz K,; aufspannt.

Wir verzichten darauf, nachzuweisen, dass die hier auftretende L,
mit der im vorigen Absatz vorgekommenen zusammenfillt, sondern
gehen gleich zu weiteren, damit zusammenhingenden Gebilden iiber.
Wir wissen bereits, dass Ly durch ein System von oo? C? erzeugt wird,
das waren die in den Riumen (‘73)9 gelegenen ; die Punkte einer
solchen C? entsprechen in der Grundebene X, allen Linienelementen
mit fester Gerade und variablem Punkt. Nimmt man die ganzen Ebe-
nen dieser Kegelschmtte hinzu, so entstehe die Mannigfaltigkeit L;.
Von dieser L4 kénnen wir sagen, dass sie durch Projektion der V3(D,)
aus V§ auf K, entsteht. Zu dieser Auffassung wird man gefiihrt, wenn
man die Wirkung unserer Projektion auf eine Vg betrachtet : eine
solche V3 wird dabei aus einer C® in eine Ebene K, projiziert, und die
Punkte der in K, liegenden C? rithren von den Tangentialebenen an V3§
lings C® her. Nun sieht man aber von dieser Auffassung her leicht ein,
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dass L, durch ein weiteres System von Kegelschnitten erzeugt wird ; diese
Kegelschnitte entsprechen den ebenen Linienelementen je mit festem
Punkt. Auf dies zweite System kommt man folgendermassen : D, wird
bekanntlich nicht nur durch die C2-Ebenen, sondern auch durch die Tan-
gentialebenen T, der V3 erzeugt. Die Ebene T, mége in der V3-Abbildung
in die Fliche V2(T,) ibergehen; V3 (T,) berithre V§ im Punkt Uj;
ihr Raum (V3 (T,)), hat dann mit { V§),, gewiss die Tangentialebene
in U,, aber auch nicht mehr gemein. Nun hatten wir im Abschnitt 5
festgestellt, dass eine V3 aus einer Tangentialebene im Punkt U, in
eine Regelfliche des Typs C*— C3 projiziert wird, wobei die Punktie
der Leitkurve C? durch «Aufspalten der Umgebung von U,» entstehen.
Jede V3(T,) gibt somit auch bei unserer Projcktion zu einem Kegel-
schnitt Veranlassung. In den durch Veranderung von U, so sich
ergebenden oo? C? hat man das weitere System von Kegelschnitten, das
cbenfalls L, erzeugt. Nimmt man wieder zu diesen Kegelschnitten 2.
Art die ganzen Ebenen hinzu, in denen sie liegen, so haben wir eine zu Li
gleichartige, Ly’ genannte Mannigfaltigkeit, in der L, ebenfalls enthalten
ist. Eine weitere wichtige Mannigfaltigkeit erhdlt man dann durch
Projektion der Punkte V§ = V3({V%);) aus Vi. Die entstehende fiinf-
dimensionale Mannigfaltigkeit spannt ersichtlich den ganzen K,; und
nicht nur den K,g, auf und sei Sf; genannt zur Erinnerung an E. Study,
der sie zuerst eingefiihrt hat (20). Wir fassen jetzt das, was wir bisher
iiber L, Lj, Li' und St festgestellt haben, nebst einigem weiterem in
folgendem Satz zusammen :

Satz 11. Projiziert man die V3 = V3 ({V%);) aus dem Raum der
V§ = V3(V2) in den K,,, so entsteht eine den K,, aufspannende Man-
nigfaltigkeit St;, deren Schnitt mit Kyg sich auf die beiden, je durch
o2 Ebenen erzeugten Mannigfaltigkeiten L; und Ly reduziert. Li
und L durchdringen sich ihrerscits in einer durch 2 Scharen von je
oo? Kegelschnitten erzeugten L,, die man als Bildmenge der ebenen
Linienelemente auffassen kann. S, ist birational, aber nicht ausnahmslos
eindeutig auf die Punkte des lincaren Raumes (V3); bezogen.

Beweis : Wir haben uns nur noch von der behauptcten Eineindeutig-
keit der Projektion von VE auf Si; zu iiberzeugen. Wiirde diese nicht
vorhanden sein, so hitte das fiir den Grundraum {V3); folgende Be-
deutung: jede Hyperflache 3. Grades, die V3 enthélt und ausserdem
noch einen allgemeinen Punkt P dieses Raumes, enthélt gleichzeitig noch
einen weiteren Punkt P’. Nun folgt leicht aus den Entwicklungen von
Absatz b), dass dies schon nicht fiir die Quadriken durch V3 der Fall
ist, also erst recht nicht fiir die Hyperflichen 3. Grades. Ein Punkt
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der V3, der nicht zu V3(D,) gehort, geht bei unserer Projektion gewiss
nicht in einen auf K,; gelegenen Punkt der St; iiber ; ferner wissen
wir bereits, dass die Punkte auf V3(D,) in allgemeine Punkte von L;
iibergehen. Es fragt sich nur, woher die Punkte von Lf herriihren ;
diese stammen aus der «Nachbarschaft von V& auf V2». Dies ist
folgendermassen zu verstehen : U, sei ein Punkt auf V§, die Tangential-
ebene in U, an V§ sei T, (Up), und der Tangentialraum an VZ in U, sei
T5 (Uy). Es ist natiirlich T, (U,) in T (U,) enthalten ; bei unserer Pro-
jektion muss daher aus T'5(U,) eine gewisse, auf St gelegene Ebene E,
entstehen. E, ist jedoch nichts anderes als eine erzeugende Ebene
von Lf, wie sofort folgt, wenn man die o1, auf V3(D,) gelegenen,
durch U, gehenden V§ betrachtet, deren Tangentialebenen cinerseits
alle in Ty (U,) liegen, anderseits bei unserer Projektion in dic Punkte
eines C? zweiter Art auf L, iibergehen. Man kann sich auch leicht
rechnerisch davon iiberzeugen, dass T5 (U mit dem Schmiegraum T
zweiter Stufe an die V3-Transformicrte der Tangentialebene der ur-
spriinglichen Veroneseschen Fliche im fraglichen Punkt zusammnefallt.

Wir miissen darauf verzichten, weiterc interessante Einzelheiten
iiber die Si; zu bringen und erwihnen nur, in welcher Weise man sie in
der Kegelschnittgeometrie verwendet :

a) Einem nicht zerfallendem Kegelschnitt, der ja sowohl als Ord-
nungs- als auch als Klassenkurve aufzufassen ist, wird ein allgemeiner
Punkt des linearen Raumes {V3); und damit auch der V2 und ver-
mittels unserer Projektion der St zugeordnet,

b) den in Paare verschiedener Geraden entarteten Ordnungskegel-
schnitten werden die nicht zu L, gehorigen Punkte auf LI,

¢) den in Paare verschiedener Punktic entarteten Klassenkegel-
schnitten werden die nicht zu L, gehorigen Punkte auf L. zugeordnet.
Schliesslich :

d) Die Kegelschnitte der héchsten Entartungsstufen miissen dann
auf die Punkte von L, abgebildet werden. Diese Abbildung kann aber
aus Dimensionsgriinden schon nicht mchr eineindeutig sein. Man wird
zwangsldufig zu folgendem gefiihrt : einer Doppelgeraden alle Punkte
eines Kegelschnitts 1. Art auf der L; und einem Doppelpunkt alle
Punkte eines Kegelschnitts 2. Art auf der L, zuzuordnen.
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26. QUADRATISCHE RELATIONEN DER SEGRE - MANNIGFALTIGKEITEN

Wir beschranken uns auf die Behandlung der quadratischen Rela-
tionen der Segre-Mannigfaltigkeiten S,,;, mit 2 Indizes. Zunichst
beweisen wir jedoch sehr einfach folgenden allgemeinen Satz:

Satz 12. Die VA-Transformierte einer Segreschen S,,;, ist die Pro-
duktmannigfaltigkeit V}, x V¥ zweier Veroneseschen Mannigfaltigkeiten.
Durch die S,;, gehen demnach ((m +hn _Z h+ k—l))_(m ;{*— k) (n-li; k)
lincar unabhingige Hyperflichen k-ten Grades, aus denen man alle
anderen linear kombinieren kann. Das direkte Produkt der beiden pro-
jektiven Gruppen der Parameterrdume X, und Y, wird auch im Raume
( V& (S,;;4)) irreduzibel dargestellt. '

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt sofort, wenn man die nor-
male Parameterdarstellung der S,;, in die ebenfalls normale Parameter-
darstellung einer Vf,,,+ 1) n+1)—1 einsetzl. Da eine V¥ X V! einen Raum
von (m 2— k) (n _It k)—l Dimensionen aufspannt, ergibt sich auch
unmittelbar die Aussage iber die Parameterzahl der Hyperilichen
durch S,;,. Die behauptete Irreduzibilitat der Darstellung des direkten
Produkts im Raum { V*(S,,;,)) zeigt man schliesslich nach demselben
Prinzip wie fiir den Fall k = 1 (s. Satz 1 im Abschnitt 24). Man spalte
nach derjenigen Untergruppe des direkten Produkts auf, die die V. der
einen Sorte auf V%(S,;,) als ganze festlisst und benutze die schon
bekannte Irreduzibilitit des Raumes (Vﬁ,) beziiglich der projectiven

Gruppe des X,,.

a) Quadratische Relationen der S,,;;.

Nach Satz 12 gehen durch die S,;; des Sg insgesamt oo? Quadriken.
Diese findet man sofort in Gestalt der eindeutig bestimmten quadra-
tischen Kegel, die die Sy, aus irgendeiner ihrer co? erzeugenden Gera-
den Si projizieren. Diese Kegel sind hinsichtlich der vorliegenden
Gruppe alle gleichberechtigt, und nach Satz 12 erschopfen sich damit
auch alle Quadriken durch die S,;;.

Die S;,, des S, besitzt nach Satz 12 oo’ Quadriken, die durch sie
gehen. Rein geometrisch erkennt man folgende oo? Kegel, die die S,
¢nthalten : man projiziere die S;;; aus dem Raum irgendeiner darin ent-
haltenen S;;,. Da eine solche Sj;; durch irgendeine Gerade g in einem
festen, erzeugenden Raum S; und die durch die Punkte von g gehenden

23 —- Collectanea Mathematica.



182 W. Burau

erzeugenden Geraden S; bestimmt ist, kann man die Menge der so
definierten Kegel den Geraden eines S; zuordnen. Anderseits wissen wir
aus Abschnitt 22, dass es auch nichtentartete Quadriken durch Ss;; gibt.
Das fiihrt auf die Vermutung, dass im Relationenraum K, der S,
eine Gy, ausgezeichnet ist, deren Punkte die Bilder der zu jenen
Kegeln dualen Gebilde sind. Wir beweisen diese Tatsache im folgenden
Satz gleich in ihrer Verallgemeinerung auf die S,.;.

Satz 13. Durch die S,;, gehen oo2(»-1) Kegel vom niedrigsten
Rang, deren Spitze cine der auf S,,;, gelegenen S,,_,., ist. Dual zu diesen
Kegeln sind die Sy;; auf der S,,;;, wenn man diese S;,, als Klassenqua-
driken des ¢S,;,) auffasst. Diese Gebilde werden auf die Punkte einer
den Relationenraum K(,,,;q)_1 aufspannenden Grassmannschen G,
abgebildet. i

Beweis : Dass die Kegel der beschriebenen Art wirklich durch die
Sm;1 gehen, ist sofort klar, ebenso ihre Dualisierung, wenn wir unsere
Betrachtungen von Abschnitt 7 heranziehen. Wir gehen jetzt weiterhin
rechnerisch vor. Die S,,;; kann man, wie wir wissen, auch als Rangman-
nigfaltigkeit im Raum der zweireihigen Matrizen auffassen (s. Abschnitt
10). Demmach erhilt man eine Basis fiir das Linearsystem aller Qua-

driken durch S,;; in den (m + 1) ersichtlich linear unabhéngigen,

2
zweireihigen Determinanten der Matrix :
1) (xoo’ xov---%m)

Tygr  Typs oo Ty

Das Linearsystem hat dann die Gestalt :

()] 2 Rij (Xg; T1j — T ;) = 0

Daneben sei nochmals die Parameterdarstellung der S,,,, hingeschrieben :
3 Tio =%Yoo Ty =T;Y, (=0, Js o m).

Die Basisquadrik %y 2;; — %y, 2,0 = 0 aus dem System (2) ist ein Kegel
mit der Spitze

@ Tog = Ty = Loy = T3y = 0.

Dieser Raum schneidet aber aus der S,,;; die Gesamtheit aller Punkte
aus, fiir die 2, = x; = 0 bei belichigen y,, y; ist, das sind aber gerade
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die Punkte einer S,,_,;; auf S,,;,, uud dasselbe gilt fiir die anderen Basis-
kegel in (2). Die allgemeine Quadrik aus diesem System hat eine Matrix
der Gestalt

0, S
5) (S, 0),

worin S die aus den A;; gebildete, schiefsymmetrische Matrix bedeuten
soll. Den niedrigsten Rang, den (5) besitzen kann, ohne dass alle Ele-
mente verschwinden, ist 3 ; die Bedingungen dafiir, dass (5), d. h. S
diesen Rang 3 hat, sind jedoch nach dem, was wir vom Abschnitt 14
her wissen, gerade die Relationen einer Grassmannschen G,,; im Raum
der (m ;_ 1) Parameter (4;;). In der entsprechenden dualen Umdeutung
war dies aber gerade behauptet worden.

Es sei noch bemerkt, dass alle diese Hochstkegel in der zur S,,.,
gehoérigen Gruppe gleichberechtigt sind. Diese Gruppe, ein direktes
Produkt der vollen projektiven Gruppen des X,, und der Geraden
Y,, wird nach Satz 1 im Relationenraum zwar noch irreduzibel darge-
stellt, aber ersichtlich nicht mehr treu. Das direkte Produkt wird viel-
mehr homomorph auf einen seiner Faktoren, die Gruppe des X,,, abge-
bildet durch die vorliegende {G,,;,) - Darstellung.

Durch diesen einfachen Zusammenhang kann man die im Abschnitt
14 entwickelte Liniengeometrie des X,,, d. h. Geometrie der G, ,, auf
das Studium der Quadriken durch S,;; anwenden. Es gibt z. B, genau
so viele verschiedene Typen von Quadriken durch S,.;, wie es ver-
schiedene Maoglichkeiten von Lagen eines Punktes im Raum (G,,.,)
beziiglich der G,,;, gibt. Z. B. gibt es 2 Typen von Quadriken durch S,;,
namlich die speziellsten Kegel mit (S,;) als Spitze sowie den allge-
meinen Typ mit einer erzeugenden Geraden Si als Spitze ; durch die Ss1
gehen 3 Sorten von Quadriken, wobei jetzt als allgemeiner Typ wieder
nicht entartete Quadriken vorkommen, usw.

b) Quadratische Relationen der rationalen Normkurven

Wir erinnern uns jetzt daran, dass wir im Abschnitt 7 gelernt hatten,
die rationalen Normkurven C™*! als allgemeine S, ,-Schnitte der
Segreschen S,,.; zu verstehen. Diese Tatsache benutzt man auch zweck-
méssig, wenn man eine Ubersicht iiber die durch die C"+1 gehenden
Quadriken gewinnen will. Es gilt namlich der

Sarz 14. Der Raum {C"*'), ., mége aus einer gegebenen S,
die rationale Normkurve C™"*1 ausschneiden. Dann bestimmt jede, die
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S,.;1 enthaltende Quadrik in ihrem Schnitt mit {C"*+1), ., eine diesem
Raum angehérige Quadrik durch C”*1, und umgekehrt wird auch jede
Quadrik durch C”+1 auf diese Weise erhalten. Ein allgemeiner Kegel vom
niedrigsten Range durch S,.; (m = 3) bestimmt in scinem Schnitt
mit {C"*+1y,, ., einen Kegel mit einen gewissen Raum S,,_; als Spitze.
Alle derartigen S,_; haben die Eigenschaft, dass durch sie oolS,_;
gehen, die dic C”t! in m— 1 Punkten schneiden. Als Sonderfalle
erhalt man auf die beschriebene Weise auch diejenigen «o™”~! Kegel vom
nicdrigsten Rang durch C™*1, die diesc Kurve aus m— 1 beliebigen
ihrer Punkte in einen Kegelschnitt projizieren. Diese Kegel werden —
nach Dualisierung — auf die Punkte einer Veroneseschen VZ_, im Re-
lationenraum K(,,,;l)_1 der C"+1 abgebildet.

Beweis : Zuniichst iiberzeugen wir uns algebraisch davon, dass keine
der Quadriken durch S,.; den Raum {C”*) ., ganz enthalten kann.
Wir wihlen die Koordinaten und Parameter der Normaldarstellung
der S,,.; so, dass die darauf liegende C”*1 durch einen Raum mit den
Gleichungen :

(6) Tyo— T =0, ZTog— Ty = 0,0y Ty — Ty =0

ausgeschnitten werde, was man stets tun kann. Setzt man dann auf-
grund von (6) in der Gleichung irgendeiner Quadrik des Systems (2)
Tig = T;_11 (0 = 1, 2,...,,m), so sieht man, dass diese Gleichung nicht
identisch verschwinden kann. Nun gibt es anderseits nach Satz 3 durch

|
die C™+1 (m ;_ 1) linear unabhéngige Quadriken des Raumes { C"*1),, . .,

also chensoviele wie durch die S, ; daher bestimmen diese sich ge-
genseitig. Der Raum einer S,,_,.; auf S,.; in allgemeiner Lage gegen
die C™*+! schneidet dann den {C"*1),.; in einem S§,_3 (m = 3), der
die Spitze eines die C"*! enthaltenden Kegels ist. S,_; projiziert
die C™*1 in eine auf einer Quadrik Q, des X; gelegene Kurve, die die
eine Sorte von Erzeugenden derselben in m, und die andere in cinem
Punkt trifft. Man kann auch sagen, wie oben behauptet, auf C”+1
gibt es eine Punktgruppenschar g},,, die durch gewisse ool durch S, _;
gehende S,,_, ausgeschnitten wird. Nun gibt es ersichtlich o™~ be-
sondere Kegel durch C™*1, deren Spitze der Verbindungs-S,_, von
m—1 beliebigen Punkten auf der C™*! ist. Man erhilt diese Kegel,
die wir kurz Sekantenkegel nennen wollen, folgendermassen von der
Sp;1 her: Gegeben scien m —1 Punkte auf der C™*1, durch diese
Punkte lege man die erzeugenden Geraden Si der S,,;. Diese m— 1
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Geraden bestimmen eine S,_,.;, deren Raum die Spitze desjenigen
Kegels ist, der den Sekantenkegel zum Schnitt hat. Die Gesamtheit aller
Sekantenkegel erzeugt man folgendermassen : Man denke sich die S,;;
durch projektive Beziehung der Riume 4,, und B,, erzeugt (s. Bild 31).
Dann stellen die durch dic Punkte von C™*! gehenden erzeugenden
Geraden eine Regelfliche vom Typ C™ — C™ dar, die die Leitkurven

772

C% und Cj besitzen mag. Jeder S,,_, in 4,,, der Cj in m — 1 Punkten

61/77
5/\ b,

77+7

N3

Bild 31

trifft, gehort eindeutig zu dem Spitzenraum eines solchen Kegels durch
S, 1> der cinen Sckantenkegel in { C"*1),,,; bestimmt und umgekehrt.
Wenn wir schliesslich wissen wollen, welche Punkte den Sekantenkegeln

. der C"*! —_ nach Dualisierung — im Relationenraum K,,, ent-
("31)-1

sprechen, haben wir nach Satz 13 nur festzustellen, was Grassmannbild
der ™1 Sckanten-S,,_, einer C” ist. Dazu fassen wir die C™ als
allgemeinen Schnitt einer S,,_,;; auf (s. Bild 31, worin diesmal nur
alle Indizes um eine Einheit zu erniedrigen sind) und finden sofort
die Sekantenriume der C™ eineindeutig als Schnitte der Réume
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{Sm_z1> mit {C"), wobei S,,_,.; auf S,,_,., liegt. Die Gesamtheit der
Réume aller o”~1 S, .., der S,,_,., wird aber, wie wir in Abschnitt 16
gelegentlich ausgerechnet haben, auf die Punkte einer Vﬁl_l innerhalb
der Gyyy1;om—1 abgebildet. Das gleiche gilt mithin auch fiir die G-Bilder
der Sekanten-S,_, der C™.

Nun sind offenbar gewiss nicht alle Sekantenkegel der C+! pro-
jektiv gleichberechtigt ; von e‘ner ausgezeichneten oo!-Schar darunter
kann man dies aber sagen, das sind diejenigen Sekantenkegel, deren
Spitzenraum durch Zusammenriicken aller m — 1 Punkte zu einem
Schmiegungs-S,,_, geworden ist. Dies fiihrt durch Ubertragung auf den
Relationenraum dazu, die bereits von Cartan (4) stammende Aufspaltung
des Raumes {VZ ;) beziiglich der projektiven Gruppe der Geraden
zu finden, die wir in folgendem Satz formulieren :

Sarz 15. Bildet man die Sekantenkegel einer C”*! nach Satz 14

auf die Punkte einer V,2,L_1 im Relationenraum der C”*! ab, so bilden
sich die oo! Schmiegkegel der C”*! auf die Punkte einer C**~2 inner-

halb der V3,_; ab (alles natiirlich nach Dualisicren der betr. Kegel ver-
standen). Die Gruppe der oo® Transformationen der C”+! in sich
induziert dann in der V*Abbildung folgende Aufspaltung des Raumes
(VE,_H) :

(Viit) = G2y — (CPP2) — (CB#6y . (C%— (€ (m ungerade)
(Vigr) = (O™ — (C=2) _ (C8y — .., (O — {C? (m gerade)

Hierbei ist C¥"*+2 = V2 (C™+1), die iibrigen Riume spannen den Rela-
tionenraum auf ; darin bedeuten — nach, Dualisierung — die Punkte der
C**~2 dic Bilder der Schmiegkegel, dic anderen Kurven der Aufspaltung
gehoren zu weiteren ausgezeichneten Quadriken (vgl. weiter unter die
Spezialfille m = 4 und 5), C° rithrt von der bei ungeradem m vor-
handenen nicht entarteten Quadrik her, die die Fundamentakorrela-
tion der C"*1 in C”*+1 definiert.

Beweis : Um zu ‘wissen, auf welchc Punkte der V,2,,_1 des Rela-
tionenraumes die Schmiegkegel der C”+! nach Dualisierung iibergehen,
hat man nach unseren vorherigen Feststellungen lediglich nachzusehen,
welches das Grassmannbild der Schmieg-S,,_, einer C* ist. Dies erhilt
man aber wiederum, wenn man die C” als Schnitt einer Sy_1;; auffasst
und beachtet, dass die Schmieg-S,,_, der C” als Schnitte gewisser ool
Réume <S,,_y;;Yom_3 entstehen, die ihrerseits auf die V2-Transformijerten
einer C*~1, d. h. die Punkte einer C2”—2 abgebildet werden. Auf un-
serer Vo,_; im Relationenraum der C™~! ist somit eine C*~2, ausge-
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zeichnet, die nur das V2Bild einer C”~! sein kann, wenn man die V,g,l_l
als V2 (X,,_,) auffasst. Der Raum (V,z,,_l) wird dann in seiner ersten
Bedeutung als Relationenraum der C™*! in derselben Weise transfor-
miert, wie in der jetzt gewonnenen zweiten Auffassung als Raum
{VZ(X,_y)) in der Darstellung der Gruppe aller Transformationen die
eine C"~1 des X;,,_l in sich transformieren. Wir haben damit ein In-
duktionsprinzip fiir die gesuchte Aufspaltung unseres Relationenraumes
gewonnen, was mit Leichtigkeit zu dem angegebenen Ergebnis fiihrt,
wenn man ausserdem die schon bekannten Anfangsergebnisse fiir m = 1
und 2 mit beriicksichtigt.

Die Bedcutung der angeschricbhenen Normkurven in den invarianten
Teilrdumen der Aufspaltung ist ebenfalls lcicht zu crsehen. Wir er-
ldutern dies fiir m = 3, 4, 5, was man dann ohne weiteres verallgemeinert.

m = 3. Der Reclationenraum K, der C* hat die Aufspaltung
K, = (C*» — (C", was von den Schmiegkegeln und der Fundamen-
talquadrik durch die C* herriihrt.

m = 4. Der Relationenraum Ky der C® hat die Aufspaltung
Ky = (C® — (C?% ; biervon rithren, wie wir wissen, die Punkte der
'C® von den dualisierten Schmicgkegeln her. Nun gibt es folgende weite-
ren oo! ausgezeichneten Kegel durch die C5 die man so erhilt: man
projiziere die C5 aus einem ihrer Punkte in eine C! und nchme im. Raume
dieser C* die Fundamentalquadrik. Die Bildpunkte der zu diesen Ke-
geln dualen Klassenquadriken koénnen wegen der Irreducibilitit der
Teilrdume von K, offenbar nur die Punkte von C® sein.

m = 5. Der Relationenraum K,;, der C® hat die Aufspaltung:
K, = {C8® — {(C*» — (C®%. Der Punkt C° und die (B rithren von
der Fundamentalquadrik und den Schmiegkegeln der C® her. Dann
gibt es noch folgende co! untereinander gleichberechtigte Kegel durch
C8, die man folgendermassen erhélt : Man projiziere die C® aus einer
beliebigen Tangente in eine C* und nehme die Fundamentalquadrik
dieser C%. Dieses System kann nach Dualisierung nicht anders als auf
die Punkte der Kurve C* abgebildet werden.

¢) Quadratische Relationen der S,,,,.

Wir beginnen mit der einfachsten, nach den S,; zu behandelnden
S, Démlich der S,;,, und formuliercn gleich folgenden

Satz 16. Durch die Sy, des Sg gehen 8 Quadriken, die in folgen-
de 3 Typen wachsender Allgemeinheit zerfallen :

1) oot Kegel mit dem Verbindungs-S, eines S; und Sj, d. h.
Tangential-T, als Spitze,
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2) o7 Kegel mit der Ebene eines auf S,,, gelegenen Kegelschnittes
C? als Spitze (die Ebene selber gehort jedoch nicht S, an)

3) oo® nicht ausgeartete Quadriken.

Die Kegel der Sorte 1) werden nach Dualisierung auf die Punkte
einer 5_‘2;2 des Relationcnraums Kg, dic der Sorte 2) auf die zugehérige
Determinantenhyperfliche abgebildet.

Beweis : Wir hatten im Abschnitt 10 bereits festgestellt, dass die
Sy2 als geometrischer Ort aller Punkte des Matrizenraumes Sg auf-
gefasst werden kann, deren zugeordnete Matrix den Rang 1 besitzt, d. h.
dass Sy, durch folgende 9 linear unabhingige Relationen 2. Grades
definiert ist :

Q) oo T11 — o1 %10 =0, ..o, Ty Ty ~— Typ Ty =0.
Wir schreiben daneben nochmals die Parameterdarstellung der S,,:
(8) Tij = %4 Y, (l) ] =0’ 1, 2)-

Die Quadriken (7) sind bereits die Kegel vom niedrigsten Rang, z. B,
hat die erste davon als Spitze den durch

) Lo = gy = Tyg = &, =0

definierten S,, der aber ersichtlich dic durch die Parameterbeziehun-
gen Zo=2; =0 und y, =y, =0 definierten Ebenen S; und Si ganz
enthalt. Nun beachten wir, dass die S,;, sich aus einer festen Ebene E;
erster Art auf ihr in eine S,; projiziert, wobei simtliche Ebenen S
der anderen Sorte, die ja alle E; treffen, in die oo? erzeugenden Geraden
auf S,;, iibergehen. Da diese Geraden aber wiederum die Spitzen der

o ? Kegel sind, die als einzige Quadriken des {Sy;,)5 die S,;; enthalten,
folgt sofort, dass die Gesamtheit derjenigen Kegel durch S,,, deren
Spitzenraum die feste Ebene Ej der Sy;o enthélt. nach Dualisierung,
im Relationenraum Kg der S,;, auf die Punkte einer Ebene, die wir
E; nennen wollen, abzubilden ist. Wir konnen auch kurz sagen : Jeder
Ebene Sy der Sy; ist im Kg eine Ebene S; zugeordnet Ebenso kann
man aber auch jeder S5 auf Sy;o eine Ebene S;' im Kg zuordnen. Die

o2 b, und 52 schneiden einander aber in Punkten, da durch eine .Sz
und S3° der Kegel durch S,;, eindeutig bestimmt ist. Ferner wissen
wir, wic wir soeben gesehen haben, dass die Kegel dieser Art als
Basis fiir das System aller Quadriken durch S,, genommen werden
konnen, das bedeutet aber, die ihnen zugeordneten Bildpunkte im Kg
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bilden eine S,,, (dies folgt genau so wie die bekannte Kennzeichnung der
Quadriken des S; durch ihre beiden Regelscharen). Hieraus ergibt sich
weiterhin, dass es ausser den betrachteten Kegeln und den allgemeins-
ten Quadriken noch einen weiteren Typ geben muss, entsprechend der
zur §2;2 gehorigen Determinantenhyperfliache f).,. Da diese auch mit
der Menge aller Schnen aus S, , zusammenfillt, erhalt man einen Kegel
dieses zweiten Typs etwa in der Gestalt:

(10) a (Tyo Ty — Tgy T19) + b (Tgg Tag — TLog Tgp) = 0.
Dies ist ein Kegel mit dem durch
11) Tog = Ty = L9 = Lgg = Tyg = Ayy + DTy =0

bestimmten Spitzen-S,. Die ersten 5 Gleichungen in (11) bestimmen
den Raum der durch die Parameterbeziehungen x, = y, =0 auf der
Sy, festgeleglen S;;;, die letzte Hyperebene schneidet aus dieser S;;;
eine C? aus, deren Ebene nicht der S,,, ganz angeh6rt. Man kann aber
auch umgekehrt von einer solchen C, ausgehen und durch geeignete
Wahl der Koordinaten und Parameter erreichen, dass ihre Ebene durch
das System (11) beschrieben wird. Ferner zdhlt man sofort nach, dass
es co? C2 auf der S,;,, d. h. ebensoviele Kegel der 2. Art durch die S,;,
gibt. Schliesslich iiberzeugt man sich davon, dass die allgemeinste Qua-
drik durch die Sy, nicht entartet ist, an besten durch etwa folgendes
Beispiel :

(12) 2 25y + g Tgp + Ty Top — Loy Tyg — Lgg Tog'— T Ty = 0.

Wir gehen jetzt gleich zum allgemeinen Fall der S, iiber, wollen
jedoch nicht alle Quadriken durch die Mannigfaltigkeiten klassifizieren,
sondern begniigen uns damit, die Kegel vom, niedrigsten Rang anzugeben.
Uber diese und ihre im Relationenraum zugeordnete Mannigfaltigkeit
gilt folgender Satz:

Satz 17. Die Spitzenrdume der durch eine S,;, (m und n = 2)
gehenden Kegel niedrigsten Ranges werden durch eine beliebige S,,_,.,
und S,,;,_, der S,,;, auigespannt. Die diesen co2(—1)+2(2-1) Kegeln nach
Dualisicrung in Relationenraum K (,,,;1) (";‘1)—1 der S,,;, zugeordneten

Punkte spannen diesen Raum auf und bilden darauf die Produktman-
nigfaltigkeit G,;; X G,,; zweier Grassmannschen Mannigfaltigkeiten.
Die Gruppe von Projektivititen, die S,,, in sich iiberfiihren, erfihrt
im Relationenraum eine irreduzible Darstellung.

24 — Collectanea Mathematica.
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Beweis : Wir wissen aus Abschnitt 10, dass die S,.:» als Rangman-
nigfaltigkeit durch Nullsetzen aller zweireihigen Minoren einer Matrix
von m -+ 1 Spalten und n 4 1 Zeilen definiert werden kann. Diese
Minoren sind bereits die Kegel, von denen im Satz die Rede war. Wie
im Spezialfall m = n = 2, den wir soeben behandelt habeq, sieht man,
dass etwa durch 1wy, %); — ¥y %0 =0 ein Kegel definicrt ist, dessen
Spitzenraum aus der S,,;, die beiden, durch die Parameterbeziehungen

13) , = 2, =0 bei beliebigen y und y, = y; =0 bei beliebigen z
0 1 0 1

definierten Teilgebilde S,,_,;, und S,,_,., ausschneidet. Diese beiden
Segreschen Untermannigfaltigkeiten durchdringen sich in einer S,,_.,_,,
fir die die Beziehungen (13) beide gleichzeitig erfiillt sind, also
spannen sie zusammen auch gerade den Spitzenraum von (m -+ 1)
(n + 1) — 5 Dimensionen auf. Nun kann man jede derartige Spisn_s
und jede S,_,, auf der S,;, zu einem Spitzenraum unserer Kegel
zusammentfiigen, diese Kegel sind also den Paaren X,,_,, Y,_, je aus
den Parameterrdumen eineindeutig zugeordnet. Man sieht ferner: alge-
braisch leicht, dass unser Linearsystem auch keine Quadriken von
noch niederem Rang besitzt. Projizieren wir die S,,, aus einer darauf
liegenden S,,;,_,, so entsteht eine S,;,, deren niedrigste Kegel nach
Satz 13 auf die Punkte einer G,;, abzubilden sind. Jeder Kegel dieser
durch Projektion entstandenen S,,;, ergibt durch Verbindung mit dem
Projektionszentrum (S,;,_,) einen Kegel durch S,., von der zu be-
trachtenden Art. Hieraus folgt, dass die im Relationenraum der S,,.,
ausgezeichnete Mannigfaltigkeit durch oo(2*—1 G, die Gﬁ,;l heissen
mogen, erzeugt wird. Durch eine gleichartige ﬁberlegung ergibt sich
aber auch, dass sie durch oo(2”#—1) Gﬁfl erzeugt wird, derart dass jeder
Punkt der ausgezeichneten M,,,,,, , im Relationenraum genau durch
Schnitt einer Gﬁ,v; 1 und einer Gﬂfi definiert ist. Es liegt also eine Pro-
duktmannigfaltigkeit M,,,.,, , = G,;; X G, vor, die einen Raum von
(m + 1) (n +1

0 9 )—1 Dimensionen aufspannt, was je auch nach Satz

12 die Dimensionszahl des Relationenraumes der S,,., ist. Das direkte
Produkt der projektiven Gruppen der Parameterrsume X,, und Y, der
Sy;n crfdhrt dann, wenn beide Indizes grosser als 2 sind, ersichtlich
auch im Relationenraum K eine treuc Darstellung. Die Irreduzibilitit
derselben beweist man nach demselben Verfahren wie in Satz 1 fiir
die Darstellung im Raum (S,,;,) selber. Man hat dabei nur die nach
Satz 1 gleichfalls schon feststehende Irreduzibilitéit in den Grassmanriu-
men <G,;;> zu benutzen.
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27. QUADRATISCHE RELATIONEN DER GRASSMANNSCHEN
MANNIGFALTIGKEITEN

Bei den Grassmannschen Mannigfaltigkeiten G,., ist es etwas schwe-
rer als bei den vorherigen Klassen, den Aufbau der transformierten
Gebilde V%(G,;,) und die Irreduzibititit der Darstellungen in ihrem
Raum einzusehen. Wir beschrinken uns, wie iiblich, auf den Fall k = 2
und erkliiren zweckmaéssigerweise zuerst in folgender Weise eine gemein-
same Verallgemeinerung der G,;, und der V2(G,,):

Gegeben seien 3 natiirliche Zahlen n, a, b mit n > a > b > 0. Dann
stelle man die Bedingungen in den Grassmannkoordinaten dafiir auf,
dass cin X,; in einem X, des X, ganz enthalten ist. Dies wird durch
eine Reihe von sog. Inzidenzrelationen ausgedriickt, die je in den Koor-
dinaten p;,..;, des X, und p,-',_,,i,, des X; linear sind (vergleiche den
Abschnitt 13, wo der Fall a = b + 1 bereits behandelt wurde). Dann
bilde man die Produktmannigfaltigkeit G,,, X G,I,;,, als Bildmenge aller
Paare X,, X;; des X,. Die Inzidenzrelationen bedeuten im Produkt-
raum der Grassmannrdume ersichtlich lineare Gleichungen, die ein
System von Hyperebenen definieren, das insgesamt aus Gy X Gyt
die mit J%a? bezeichnete Punktmenge ausschneidet. Die Punkte von
J#%ab sind den ineinanderliegenden Raumpaaren X, D X, zugeordnet,
oder, wie wir kurz sagen wollen, den (n; a, b)-Elementen. Bei a = b
besagen die Inzidenzrelationen ersichtlich die voéllige Proportionalitit
der p und p’. Da aber auf einer Segreschen S,,., durch Gleichsetzen
der beiden Parameterserien bekanntlich eine V2 definiert wird und jede

r . . . n 1 .
G,.. X Gy, in einer S,;, mit m = (a ::__ 1) — 1 enthalten ist folgt so-
fort, dass Ju»e = V2(G,,,) ist. Bei a = n ist ferner Ju™? = G, ; wir
wollen auch b = — 1 zulassen und sinngeméss J% -1 als G,,, erkliren.

Weiterhin sieht man sofort, dass J"®? durch oo("~%(@+1) (G ., und
o= (BN G, _, 1., s, erzeugt wird; diese entstehen, wenn man alle
(n; a, b)-Elemente je mit festem X, oder X; betrachtet. Die Gruppe ®
aller Projektivititen des X, transformiert ersichtlich alle (n; a, b)-Ele-
mente beliebig transitiv ineinander und erfihrt demnach ‘m Raume
{J"%»b) eine Darstellung, deren Irreduzibilitit wir spiter zeigen wollen.
Zuvor ist es zweckméssig, den Fall a =n-—1 und b =0 gesondert
zu behandeln.

Man bilde zuerst die Paare X,_;, X, des X, auf die Punkte einer
S,;» ab. Es gibt nur eine Inzidenzrelation fiir vereinigte Lage von
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X,_, und X,; diese definiert dann J%#-10 als allgemeinen hyper-
ebenen Schnitt der S,;,. Aus der im Abschnitt 6 entwickelten Duali-
titstheorie der Segremannigfaltigkeiten wissen wir ferner, dass mit der
Abbildung der Paare (X,_;, X;) auf die Punkte der S,;, auch auto-
matisch die Hyperebenen des dualen Gebildes .§,m auf die Paare
(Xp» Xi_;) abgebildet werden. Die Inzidenzbeziehung sondert dann
wieder eine oo?"~1.Menge solcher Hyperebenen aus §,,;,, aus, die durch
einen Punkt J, gehen, Wir werden zeigen, dass J%#-1.0 und dieser
Punkt J, zusammen den {S,.,) aufspannen. Zuvor beweisen wir den

Satz 18. Die volle projektive Gruppe ® des X, erfahrt durch
Ubertragung vermittels der Bildmenge J##~1.0 der (n; n—1,0)-Elemente
eine treue, irreduzible Darstellung durch Transformationen, welche die
Jm#=1.0 in sich iiberfiihren.

Beweis: Die J!:00 jst als allgemeiner Schnitt der Quadrik S,
eine C2 Die projektive Gruppe auf der Geraden wird dann, wie man
weiss, in der Ebene dieser C? treu und irreduzibel dargestellt. Wir
nehmen an, bis n — 1 sei schon alles bewiesen. Wir betrachten dann
im X, die Untergruppe g derjenigen Projcktivitiiten, die einen festen
Punkt A, und eine damit nicht inzidente Hyperebene B,_; invariant
lassen. Hinsichtlich g sind dann folgende Sonderklassen von (n; n—1, 0)-
Elementen zu unterscheiden :

1) Solche (Xp, X,_;) mit X, = Ay und X,_o D A,. Bildmenge: S,
2) Solche (Xo, X,_,) mit X, CB,_, und X,_, =B, _,. Bildmenge: SZ_,

3) Solche (Xp, X,_;) mit X, C B,_; und X,_; D A,. Bildmenge :
Jr—1;,1—2,0

Die 3 zugehorigen Bildmengen spannen erst einen Raum von (n 4 1)2—3
Dimensionen auf, also noch nicht den gesamten Raum, {J%#-1.0), der
(n 4+ 1)>— 2 Dimensionen hat. Weitere spezielle Elemente sind nur
noch diejenigen, bei denen noch X; in B,_, liegt, jedoch X, _ hicht
durch A, geht. Von den Bildpunkten derselben sieht man aber sofort,
dass sie auf Geraden, die Punkte von 2) und 3) verbinden, liegen. Um
den noch fehlenden Bestandteil der Aufspaltung des Raumes {J%#~1.0)
zu finden, das ist nur noch ein Punkt, betrachten wir voriibergehend
nicht nur die Elemente, sondern alle Paare (X,_,, X(;) hinsichtlich
der Untergruppe. Dann kommt zu den bisherigen Mengen noch folgen-
des ausgezeichnete Paar hinzu :

4) B,_, zusammen mit A, mit dem Bildpunkt W, auf S,;,. Wei-
terhin liegt J»—17-20 in einer ausgezeichneten S,_;;,_; der S,,, die
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bestimmt nicht den Punkt W, enthélt. Ferner wissen wir nach Induk-
" tionsvoraussetzung, dass g im S, _y;,_1) ausser {J#~1#-20% noch einen
davon unabhingigen Punkt S, invariant lasst Damit ist aber die Auf-
spaltung von ganz {S,;,) beziiglich g klar; sie lautet:

) (Spind = Si_y — SE_, — (Ir—tin-20y S — W,

W, liegt gewiss nicht im Raum (J%"-1.0), da W, der Bildpunkt eines
Nicht-Elements ist ; also schneidet die Gerade S,W, die Hyperebene
{Jun=10% im Punkt U,. Hieraus erfahren wir, dass die Gerade S,W,
ganz aus Fixpunkten beziiglich g besteht, und erhalten ferner folgende
Aufspaltung von (J"#-1.0) beziiglich & :

2 (Jnr=1,0y = Sd_ — SE, — (Jr-tin-20y [,

Von hier aus schliessen wir ebenso wie frither bei dhnlichen Gelegen-
heiten, dass zundchst bei g kein anderer Raum als die 4 Teile in (2)
irreduzibel in sich transformiert wird. Diese aber bleiben bei der vol-
len Gruppe ® ersichtlich simtlich nicht invariant, also wird {(J%»~10)
durch @ irreduzibel in sich transformiert.

Wir gehen jetzt)zum allgemeinen Fall iiber vnd zeigen :

Satz 19. Gegeben sei diejenige Untergruppe g der vollen projek-
tiven Gruppe ® des X,, bei der ein Punkt A und eine nicht durch 4,
gehende Hpyerebene B,_, fest bleiben. Dann wird der Raum (J%*%)
folgendermassen in invariante Teilrdume beziiglich ® aufgespalten :

(3) <Jn, a, b)____<Jn—1;u—1,b—1)__ (Jn—-l;a, b)_ (Jn—l;a—i,b)__ <Jn——1;a,b—1>

(hierbei sei unter J*«>? bei a’ < b die leere Menge verstanden). Ferner
transformiert die volle projektlve Gruppe ® den Raum {J"®*?) irre-
duzibel in sich.

Beweis : Zunichst ist der letzte Teil des Satzes, auf den es uns be-
sonders ankommt, fiir n = 1 und 2 gewiss richtig, sodass wir ihn nach
Induktion bis n — 1 und fiir beliebige @ und b als bewiesen annehmen
konnen. Nach Abschnitt 13 kann man zunichst die Grassmannriume
{G,;s> und {Gn;5), mit denen man jetzt zu tun hat, beziiglich der
Untergruppe g folgendermassen aufspalten :

{Gua) = <Gﬁ—1;b—1>"" (Gf-l oy und G'Il;b = (G’f-13b—1> - <GB‘1; b
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wobei durch die oberen Indizes A und B die Bildmengen der durch 4,
gehenden oder der in B,_; liegenden Riume bezeichnet sind. Dann
gestattet der Produktraum {G,, X G,.;) folgende Aufspaltung :

CGrtiam1 X Gi—gip_1Y — (GE_iy0 X GE_yp —
— (Gr—tam1 X Gh_1,2> — {GF_1,0 X GI_io_)

wobei die einzelnen Bestandteile eine leicht ersichtliche Bedeutung
haben. Wir fragen nun, wieweit sich die Punkte von J%®bauf diese 4,
kurz mit I- IV bezeichneten Teilriume verteilen und finden sofort fiir
die Bestandteile I bis III folgendes :

1) Alle Elemente (X,, X;) mit X, D A, und X, D A,. Bildmenge :
Jr—1a—-1,0—1

2) Alle Elemente (X,, X;) mit X, C B,_, und X; C B,_,. Bildmenge :
Jn—l;zz,b

3) Alle Elemente (X,, X;) mit X, D Ay und X; C B, _,. Bildmenge :
Jr—tia—1,b,

Zu IV gehoren keine Punkte J* 5 da ein X, durch Ay und ein X,
in B,_, nicht ineinanderliegen kénnen. Weitere spezielle Lagen eines
n;a, b)-Elements beziiglich der Untergruppe g sind diejenigen, bei
denen X; in B,_ 1 liegt oder X, durch A, geht, ohne dass notwendiger-
weisse beides gleichzeitig eintritt. Man sieht aber sofort, dass derar-
tige Elemente auf Punkte von J#% % abgebildet werden, die den durch
1), 2) und 3) aufgespannten Riumen angehéren. Wir bemerken, bevor
wir jetzt den noch fehlenden vierten Bestandteil der Aufspaltung von
{J"%®?y suchen, dass g den Raum (J#—5i#=1,b=1 |y Ju—tLiab Jr—Lia—1,b%
der kurz @ heissen mag, so in sich transformiert, dass nach Induktion
die 3 Bestandteile je irreduzibel in sich iibergehen. Daraus folgt in
bekannter Weise sofort, dass in @ keine weiteren irreduziblen Teile
ausser diesen drei vorhanden sind. Jetzt betrachten wir das Element
(E,, Es) das von allgemeinstem Verhalten beziiglich A, und B,_; sein
soll, d. h. es sei

E,UA,=E3,y, E,NB, =E. ;, E;UAy=Ef,,, E;NB,_,=E. ..

Es liegt dann nahe, die Menge aller der]emgen Paare (X, Xb) ins Auge
zu fassen, bei denen X und X; durch EZ_ 1 gehen und glelchzeltlg in
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Efﬂ liegen. Diese Gesamtheit verhilt sich wie die der Paare (X,_, Xo)
eines X,_;.;, wie durch Schnitt mit einem von E;_; unabhingigen
Raum F,_,,, des Ef.H zu schen ist; daher bildet sie sich auf eine
Sa_bt1;a—p41 innerhalb von G, X G,» ab. Die (n; a, b)-Elemente
darunter haben eine J4-?+1¢-50 ga]s Bildmenge, und alle Betrach-
tungen beim Bewecis des vorigen Satzes lassen sich unter Ersatz von n
durch a-— b+ 1 jetzt anwenden. Dem dort W, genannten Punkt ist
das Paar (Ef+1 N B,_,), (Ef_l U A zugeordnet, und W, geliért der
Menge IV an. U, ist ein gewisser Punkt des Raumes {Je—t+La=00%
und damit auch des {J%®?), Lassen wir jetzt in diesen Uberlegungen
Ef+1 und Ef_l variieren, so beschreibt W eine J}";?““’b_l und U,
eine ji~L®b-1 von der zu zeigen ist, dass sie auch eine J»—1i®o-1 jst.
Zuniéchst ist der Raum (j»-1:25-1) gewiss zu @ windschief, da sich
sonst sofort ein von den 3 ausgezeichneten Bestandteilen verschiedener,
beziiglich g invarianter Bestandteil darin befinden wiirde. Weiterhin
wissen wir aus unserer Uberlegung, mit der wir ja alle (n; a, b)-Ele-
mente in X, erfasst haben, dass @ zusammen mit j*~1®8-1 den
{J7*?) aufspannt. Aus einer Berechnung der Dimension von {J%«?),
die wir hier iibergehen wollen, folgt dann zunichst, dass (j—1ab—1%
dieselbe Dimension wie {J77 ™'y hat. Nun waren bei den Betrach-
tungen zum vorigen Satz U, und W, durch eine Gerade aus lauter Fix-
punkten beziiglich g verbunden. Daher kann man jetzt sagen, dass alle
Punkte von j»~t®%-1 und Jj7 ¥“*~! durch Gerade verbunden sind,
die als ganze bei den Transformationen von g ineinander iibergehen,
jedoch so, dass jeder Punkt einer jeden Geraden nur in einen wohlbe-
stimmten auf einer jeden anderen iibergehen darf; das heisst aber mit
anderen Worten, die Geraden werden projektiv aufeinander bezogen.
Hieraus folgt aber weiter, dass hinreichend viele von ihnen eine
Segresche S,,; erzeugen, wobei m die gemeinsame Dimension von
(jr=tab=1y und {J*~1%5-1) ist. Daraus ergibt sich dann, dass diese
beiden fraglichen Mannigfaltigkeiten projektiv equivalent sind, und dass
also jr—1ab=1 guch eine J*»—%%b-1jst. Nachdem wir so die behauptete
Zerlegung des Raumes {J" %) beziiglich der Untergruppe gezeigt haben,
folgt seine Irreduzibilitit in Bezug auf die volle Gruppe in der iiblichen
Weise.

Wenden wir das gefundene Ergebnis speziell auf den Fasll der
Juhk — V2(G,.,) an, so wissen wir hiernach, dass der Raum { V3{G,;;>>
sich beziiglich der vollen projektiven Gruppe des X, in {VZ(G,;;)>
und einen Relationenraum K aufspaltet. Wir untersuchen jetzt gemiss
dem Programm im Abschnitt 25 in einigen Fillen den Aufbau von K.
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a) Quadratische Relationen der G,,,.

Nach dem trivialen Fall der G,.;, wo V2 (G;;,) einen S,y aufspannt,
und der Relationenraum nur aus einem Punkt besteht, der zusammen
mit {V2(Gs;1))19 den { VE)y, aufspannt, wenden wir uns gleich der G,;,
zu. Dies ist eine 6-dimensionale Mannigfaltigkeit des {Gy;;Yo. Wir wissen
bereits aus Abschnitt 14, dass alle durch G,;; gehenden Quadriken sich
aus 5 linear unabhéngigen zusammensetzen lassen, woraus man schlies-
sen kann, dass V2(G,;,) einen S,y aufspannt. Sind die 10 Grassmannko-
ordinaten des X, mit (py, ..., P3s,) benannt, so lautet eine der Grund-
quadriken nach Abschnitt 14 z. B.

“ Po1 P23 + Po2 P31 + Po3 P12 = 0.

Dies ist ein Kegel des {Gy;,)¢ mit der durch
%) Po1 = Poz = Po3 = P12 = P13 = Pz = 0

definierten Spitze. Durch (5) werden aber alle diejenigen Geraden des
X, gekennzeichnet, die durch den Punkt (0, 0, O, O, 1) gehen. Der
Spitzenraum des Kegels ist also cin auf der G,;, gelegenen Sj;. Infolge
der Transformierbarkeit der G,;, in sich kann dann aber jeder der oo S;
auf der G,;; Spitzenraum cines Kegels durch G,;; sein. Damit sind aber
bereits alle Quadriken durch G,;; erschopft, da es nicht mehr als oo?
davon gibt. Somit haben wir den folgenden :

Satz 20. Simtliche Quadriken durch G, sind Kegel, deren Spitze
einer der oot auf der G,,, gelegenen S; ist. Die projektive Gruppe
des X, erfihrt somit im Relationenraum K, der G, dieselbe Dar-
stellung wie im Grundraum X,.

Durch die Gj;; gibt es 1% Quadriken, die jedoch jetzt nicht mehr
alle projektiv gleichberechtigt sind. Es gilt vielmehr :

Satz 21. Das Linearsystem der oo* Quadriken durch die Gj,; wird
durch oo8 Kegel aufgespannt, deren Spitze irgendein Tangential-T'g
der Gj;, ist. Die zu diesen Kegeln dualen Gebilde werden im Relationen-
raum K;, der Gy, auf die Punkte einer anderen Gy, abgebildet.

Beweis : Zunéchst ergibt es sich, dass alle Geraden des Grund-
raumes X;, fiir deren Koordinaten (5) gilt, dadurch gekennzeichnet sind,
dass sie die Gerade ¥, = x; = z, = x3 = 0 treffen, entsprechendes, nur
fiir andere der 15 Geraden des Koordiﬁatensimplex erhdlt man, wenn
man die Bedeutung des Spitzenraumes der 15 aus der Matrix (pi;) zu
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gewinnenden Grundquadriken sucht. Anderseits wissen wir, dass die
Tangential-Ty der Gy, aus der Gy, gerade die Bildmenge der eine
feste Gerade treffenden Geraden ausschneidet. Jeder der oo8Tg der Ggy
ist somit Spitze eines sog. Tangentialkegels. Den zu diesen Kegeln du-
alen Gebilden ist eine bestimmte, den Relationenraum K, aufspannende
Bildmenge Fg zugeordnet. Zu den Punkten dieser Fg gelangt man auch
folgendermassen : Einem beliebigen X; des Grundraumes X entspricht
eine Gy, auf Gg;,. In der V:Transformation wird aus der Gg,; eine
V2(Gg;,), die zusammen mit einem Punkt K, des K,, den Raum
{V%Gy;,)) aufspannt. Es entspricht sich dann folgendes :

o020 Punkte des {V2{Gs;)Dg 020 Quadriken im {Gg; )5 als
Klassenquadriken des {Gg;;)
aufgefasst.

Bei einer Korrelation, die Gg;, in (/;\5;1 iiberfithrt, gehen die Klassen-
quadriken rechts in die 20 Kegel iiber, deren Spitze einen festen
Tangential-Tg der Gg;, enthalt. Genau einer unter diesen Kegeln enthalt
aber die Gg;;. Diesem Tangentialkegel kann dual nur der Punkt K,
des K, entsprechen. Der geometrische Ort aller oo® Punkte K ist dann
die oben Fg genannte Mannigfaltigkeit. Von Fg wissen wir, dass ihre
Punkte eineindeutige Bilder der Xg des X sind und dass sie den K,
aufpannen. Es handelt sich nur noch darum, einzuschen, dass Fjg eine
Grassmannsche Gg3 (was dasselbe wie Gy bedeutet) ist. Zunichst
tiberzeugt man sich davon, dass Fg die X5 des X derart abbildet, dass
die Xj cines Biischels auf die Punkte einer Geraden abgebildet werden.
Dazu betrachte man die Quadriken des Biischels :

A(Poy P23 + P12 Pa1 + Po3P1g) + #(Pox Pas + Pr2Par + PoaPr2) = 0.

Dies sind einerseits alles Tangentialkegel, anderseits solche, die im
Grundraum X den Geraden durch den Punkt (0, ..., 0, 1) in der Ebene
X, = Ty = Ty = 0 zugeordnet sind. Daraus folgt aber durch Dualisieren,
dass auf Fg die Bildpunkte der X eines und damit auch gleich aller
Biischel eine Gerade erfiillen. Hieraus schliesst man weiter, dass auf
Fg die X3 durch cinen festen X, auf die Punkte einer Ebene und
die X, in einem festen X, auf die Punkte eines S, abgebildet werden.
Daraus folgt weiterhin, dass alle X durch eine Gerade auf die Punkte
einer Gg;; und alle durch ecinen Punkt auf die einer G, abgebildet
werden, da man die im Abschnitt 13 ausfiihrlich behandelten Erzeugun-

25 — Collectanea Mathematica.
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gen der G,;; auf die entsprechenden Teilgebilde der Fg unmittelbar
anwenden kann. Schliesslich ergibt sich dann aus demselben Grunde,
dass die Fgsclber ein Gy, ist, wozu man nur noch bendtigt, dass Fg
einen Raum mit der richtigen Zahl von 14 Dimensionen aufspannt.
Auf genau dieselbe Weise beweist man dann ganz allgemein :
Sarz 22. Durch die G,; (n = 4) gehen oo%"~% ausgezeichnete
Kegel, deren Spitzenrdume durch Teilmengen G,_,, der G,;, auf-
gespannt werden. Die G,_,;, sind dabei die Bildmengen der Geraden
in einem X,_, des X, (bzw. der Geraden durch einen X, bei n = 4).
Die Gesamtheit der so beschriebenen Kegel wird nach Dualisieren auf

die Punkte einer den Relationenraum K (511 der G,;; aufspannenden
4

Gy; 5 abgebildet. Die projektive Gruppe des X, erfihrt dann im Rela-
tionenraum der G, eine irreduzible Darstellung durch Transforma-
tionen, die diese Gy, in sich iiberfithren.

b) Quadratische Relationen der allgemeineren G,;,.

Der einfachste Fall ciner Grassmannschen Mannigfaltigkeit, die nicht
zu dem im vorigen Absatz behandelten Typ gehort, ist bekanntlich die
Gg;2 des Sy Die Relationen der Gy, sind im Abschnitt 15 alle auf-
gestellt worden. Es gibt, wie wir dort feststellten, 35 linear unabhingige
Quadriken durch die Gg;,, d. h. der Relationenraum ist ein K,,. Es sei
weiterhin daran erinnert, dass wir im Abschnitt 15 mit der G, eine
Mannigfaltigkeit D,,, verkniipft hatten, die durch die Riume der oo® Gy, ,
auf der Gg;, erzeugt wird, wobei dic Gj;, dic Bildmengen derjenigen
Ebenen des X sind, die gleichzeitig durch einen Punkt gehen und in
einem X4 hegen Diese (Gg;;)5 erzeugen ihrerseits wiederum je
oo’ (G4,1)9 und oo® (G4 2)g, Wobei die G“ die Ebenen durch einen
Punkt und die G5 die Ebenen jeweils in einem X, des X abbilden.
Jeder {Gg;1)s ist demnach genau der Schnitt eines (G4 1Y9 und eines

Gy, 2) und D,, wird auch durch die (G4 1)e und die oo (G4 2 Ve
erzeugt Diese Tatsachen werden uns niitzlich sein, um zu dem Er-
gebnis des folgenden Satzes zu gelangen :

Sarz 23. Durch die Gy, gehen oo? ausgezeichnete Kegel, deren
Spitzenréume durch irgendwelche Gi;i und ng, die sich in einer Gg;,
schneiden, aufgespannt werden. Diese Kegel sind den 635 4, 0)-Elc-
menten des X; eineindeutig zugeordnet. Sie werden nach Dualisierung
auf die Punkte einer den Relationenraum Kj, der G;;, aufspannenden
J5 40 abgebildet. Die projektive Gruppe des X wird im K3, irreduzibel
dargestellt.
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Beweis : Wir nehmen irgendeine der dreigliedrigen Relationen der
G,z wie sie im Abschnitt 15 aufgestellt worden sind, etwa :

(6) Po15 Pass + Pozs Pa15 + Poss Pizs = 0

und stellen fest, dass durch
O] Pois = Pozs = Pogs = Pa23s = Ps15 = P25 = 0,

d. h. die Gleichungen des zu (6) gehérigen Spitzenraumes, im X, genau
diejenigen Ebenen gekennzeichnet sind, die entweder durch den Punkt
(0. ..., 0, 1) gehen oder in der Hyperebene 'v5 =0 hegen Das heisst
aber, dieser Spitzenraum ist gerade ein (G4,1)3 U {Gg2ds Auch von
der Erzeugung G;;, = G4,1 — G4 o der Gy, aus iiberzeugt man sich
leicht, dass alle derartig definierten Kegel durch die Gs;» gehen. Denn
aus G4,1 pI‘O]lZlert sich zundchst diec G;;, in die G4 o ; irgendeiner der
oo4 S auf Geo projiziert diese weiterhin in eine Quadrik Q,. Fasst man
beide Projektionen zusammen, so ist es cine solche der Gy, auf Q,; als
Auge der Projektion, d. h. Spitzenraum eines Kegels durch G;;, tritt
dabei gerade ein oben beschriebener S;; auf, und es kommen auch alle
solche S;3 dabei vor, wie man sich leicht iiberzeugt. Diese speziellen
Kegel sind somit den Elementen (X,, X;) des Grundraumes einein-
deutig zugeordnet. Wir untersuchen jetzt, welche Mannigfaltigkeit j5:40
im Relationenraum Kj, ihnen nach Dualisierung zugeordnet ist. Dazu
betrachten wir einen (G, des {Gs;2>19- In der V2-Abbildung wird
daraus eine Mannigfaltigkeit, deren Raum sich nach den Ergebnissen
des vorigen Absatzes in den Raum { V2 (Gy;1))4 und einen K. aufspaltet.
Es entsprechen sich ferner :

0% Punkte des o0 Klassenquadriken des Gy 1Y,

I — yvagnl 1 als Klassenquadriken des
(V2 ({Gg1)9)) = {V*(Gy1Dgp U K, (Gydyo aufgefasst.

Nehmen wir dann irgendeine Korrelation, am einfachsten die Funda-
mentalkorrelation, an, die Gy, in Em iiberfithrt, so gehen die Klassen-
quadriken rechts in die Kegel mit der Spitze (Gi;l)g iiber. Darunter
gibt es genau oo? Kegel, die Gj;, enthalten. Ihnen kénnen nach Duali-
sierung links nur die Punkte des K| zugeordnet sein. Der geometrische
Ort aller oo so erhaltenen Kj ist ersichtlich unsere j5+0. Hitte ich
dieselbe Uberlegung mit einen Gy, der Gj;5 angestellt, so wire ich zu
der Erkenntnis gelangt, dass dieselbe j5 40 auf eine zweite Weise durch
0B KY! erzeugt wird. Wir haben uns jetzt davon zu iiberzeugen, dass
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die j%4° den K,, aufspannt. Wire dies nicht der Fall, so miisste nach
den soeben angestellten Uberlegungen durch die von den (61;1)9 und
{Gi5); erzeugte D,, mindestens eine Quadrik Qs geben. Q5 enthilt
natiirlich auch Gj;, und sei im Punkt S, der Q. nicht singulér. Die
durch S, gehenden Gi.1 und Gi; liegen in der S, nach der Fundamen-
talkorrelation zugeordneten Hyperebene Sis und spannen diese auch
auf. Denn alle Ebenen des X, die die feste Ebene E,, deren Bildpunkt
S, ist, treffen, verteilen sich auf die durch die Punkte von E, gehenden
und auf die in den X, durch E, liegenden Teilscharen. Q,g miisste also
in fast allen Punkten S, der Q;;, von der Hyperebene Sis, die S, nach
der Fundamentalkorrelation zugeordnet ist, berithrt werden. Das ist
jedoch nicht moglich, da die Beziehung zwischen S, und Sl's keine Pola-
ritat, sondern cine Nullkorrelation ist. Um schliesslich noch zu zeigen,
dass j%40 = J5 40 jst, kann man folgendermassen vorgehen, was wir
jedoch nur skizzieren wollen. Man weiss, dass J%%0 ein allgemeiner
hyperebener Schnitt der Sj,; ist, und versuche danach, auch die j%4°
als solchen zu erklidren. Zuerst stellt man leicht fest, dass die Bildmenge
aller derjenigen (5; 4, 0)-Elemente, bei denen der Punkt auf eine
Gerade beschrinkt ist bei beiden Mannigfaltigkeiten eine Regelschar
(C! — C'— C' — C*— (? ist. Dann lege man Durch 7 allgemeine
erzeugende Kj der j% 40 je einen allgemeinen Si innerhalb eines den Kj,
enthaltenden Kj;. Diese 7 Si bestimmen dann eine Sy;5, von der j540
hyperebener Schnitt ist.

Ausser den soeben behandelten, speziellsten Kegeln gibt es aber
noch weitere bemerkenswerte Quadriken durch die Gy, Wir wollen
davon nur die Kegel vom Rang 7 kurz ins Auge fassen, von denen 5
Exemplare in dem im Abschnitt 15 aufgestellten Basissystem vorkamen.
Uber sie gilt

Zarz 24. Zu jedem Paar (G,, G;) des Grundraumes X;, wobei G,
und G; windschief sein sollen, ist ein durch die G ;, gehender Kegel vom
Rang 8 zugeordnet. Der Spitzen-S;; desselben schneidet aus Gj;, die
Bildmenge aller derjenigen Ebenen aus, die ¢, in einem Punkt und G
in einer Geraden schneiden. Die im vorigen Satz behandelten Héchst-
kegel lassen sich als Grenzfille dieser Kegel auffassen.

Beweis : Die viergliedrige Relation

®) Poas P12a — P1as Po2s + P2as Po1s — Psas Porz = 0
stellt im {Gy;5)q9 €inen Kegel mit der durch

(9)  Poss = P1as = P2ss = P3ss = Porz = Po1s = Pogs = P123 = 0
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definierten Spitze S;; dar. Dieser S;, schneidet aber ersichtlich aus der
G, die Gesamtheit der Bildpunkte aller Ebenen aus, die gleichzeitig
durch einen Punkt der Geraden

a:o=x1=x2=x3=0
gehen und in einer Hyperebene durch den S;:
Ty =25 = 0

liegen, d. h. aber der Kegel (8) ist von der Art, wie wir sie im der Formu-
lierung des Satzes beschrieben haben. Da es je oo? Gerade und Gz im
X, gibt, haben wir o6 Kegel dieser Sorte. Lassen wir jetzt G, und G
eine solche spezielle Lage annehmen, dass sie einen Punkt G, gemein
haben und einen G, aufspanncn, so kann man das beschriebene Ebenen-
system auch aufstellen, es zerfillt jedoch in das System aller Ebenen
in G,, die G, treffen und in das aller Ebenen durch G,, die mit G, eine
Gerade gemein haben. Der zugehorige Spitzenraum S;; liegt dann ein-
deutig in einem S5, der den dem Element (G,, G,) zugeordneten Kegel
des einfacheren Typus definiert Damit ist klar, in welcher Weise die
vorher behandelten Kegel von einem um 2 Einheiten niedrigeren Rang
jetzt als Grenzfille auftreten.

Bei der Untersuchung der allgemeineren G,;, (n = 5) wiirde man
finden, dass der Relationenraum durch eine J##—1.»—5 gufgespannt
wird und dass die projektive Gruppe auch darin nach Satz 19 irredu-
zibel dargestellt wird. Jedoch tiritt eine Aufspaltung des Relationen-
raumes zum ersten Male bei der G5 des Sgo auf, der einfachsten G,
die nicht mehr zum Typus der G,;; und G,;, gehort. Der Relationenraum
der G,,g ist ein Ky, wie man leicht bestéitigt. Wir hatten im Abschnitt
15 festgestellt, dass alle Gy, q;; Fundamentalkorrelationen besitzen, die
sie in das duale Gebilde Ezw iiberfithren. Diese ist bei der Ggg
eine Polaritit beziiglich einer gewissen nicht entarteten Quadrik Qgg.
Dies bedcutet wiederum, im Relationenraum K, ist eine Hyperebene
K ausgezeichnet, die zusammen mit V2(Gy,5) den Raum der V2(Qgs)
aufspannt. Dieselbe Qgg ldsst sich auch als Hullgebllde ihrer Tangen—
tialhyperebenen auffassen und ist dann mit st zu bezeichnen. st
entspricht dann ein nicht auf Kg, gelegener Punkt K,. Aus geome-
trischen Griinden werden K,y und K bei der Darstellung, die die pro-
jektive Gruppe des X,. im Ky, erfdhrt, je in sich iibergefithrt. Durch
Schliisse, die #hnlich sind wie bei der Gj;,, findet man dann, dass der
K9 nicht weiter zerfillt, sondern durch die Punkte einer in sich trans-
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formierten J% %! aufgespannt wird. Die Punkte dieser J%51! sind Bilder
der (7; 5, 1)-Elemente des X,. Ein Element (4,, A;) des X, definiert
eindeutig einen Kegel, dessen Spitzen-Sg; aus G,,; die Bildmenge aller
derjenigen X, ausschneidet, die entweder A, treffen oder Ay mindes-
tens in einer Ebene schneiden.

Bei den allgemcineren G,;; (n = 7) findet wieder nur eine Aufspal-
tung det Relationenraumes in 2 Teile statt ; sie lautet :

<Jn; 11—2,11—6) —_— (Gn;n—8> oder besser (Jnv; n—2,n—6> — (Jn; n,n-—S)

Beim Relationenraum der G,;, sind auch nur 2 Komponenten zu unter-
scheiden, und zwar :

(Jrn=8n=Ty __ (Jur=11-9% (n > 9)

Von hier aus crhiilt man schon einen Fingerzeig, wic die Zerlegung
im allgemeinsten Fall zu lauten hat. Wir formulieren dies im folgenden
lediglich ohne den Beweis (*) der uns hier zu weit fiithren wiirde.

Satz 25. Der Raum K der quadratischen Relationen einer G,

(h < g) wird im folgender Weise in Teilriume zerlegt, die bei der Dar-

stellung der projektiven Gruppe des Grundraumes X, je in sich trans-
formiert werden :

h ungerade : K = (Jmn—h+ln—h=-3) __ (Jrn=ht3m—h-sy _
- <Jn; ﬂ—2,n—2h> — (Jn; 7y 1;—21:—2)
h gerade: K = (Jun—htln—h=3% __ (Jun—hi3n-h—5) _

— (Jn; n-—3,n—2h+1> — <Jn;n—1,n—2h-1).

Die in Klammern geschriebenen Inzidenzmannigfaltigkeiten der einzel-
nen Teile werden durch die Gruppe je in sich transformiert.

28. QUADRATISCHE RELATIONEN DER M)-MANNIGFALTIGKEITEN

Wir haben jetzt die V2-Transformierten der im Teil IV ausfiihrlich
behandelten Mannigfaltigkeiten M, zu betrachten, die den Sﬁ einer
nicht entarteten Quadrik Q,; zugeordnet waren. Von V2 0 (k_,_])) kann

2
. - . () o
man nachweisen, dass sie mit dem Grassmannbild der oo\ 2 / S der

(*) s. W. Burau, Proj. Klassifikation der Grassmannrelationen, Ann. di Mat, IV,
34 (1953), 133-160,
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Qo zusammenfillt. Es erweist sich bei weiteren Untersuchungen als
zweckmiissig, grundsitzlich die G-Bilder aller S, auf der Q,, zu be-
trachten und sich dabei nicht nur auf den Fall h = k zu beschrinken.

Wir definieren daher : I'** sei bei 0 << h < k die Menge der G-Bild-
punkte aller auf Q,, gelegenen S, ; bei h = k seien mit I'* und I'i*
je die G-Bildmengen der S;ﬁ und Sff der @, bezeichnet. Dann gilt
folgender :

Satz 26. Die G-Bildmenge I'** aller auf Q,; gelegenen S, (0 <h < k)
spannt den ganzen Raum {Gy.q;,) auf. Bei k = h spannen die Men-
gen I't* und I'iy* zusammen den Raum (Gory1;5y auf.

Beweis : Bei beliebigem k und h = 0 ist I'»? = Q,, ; hierfiir stimmt
die Behauptung ; ferner ist aus der gewoéhnlichen Liniengeometrie des
S; bekannt, dass I't'! und I'};' zwei Kegelschnitte sind, die zusammen
den ganzen Raum {Gj;,) aufspanncn. Wir kénnen daher annehmen,
bis k— 1 wire alles gezeigt. Gegeben sei dann die Qy, auf der die S,
betrachtet werden sollen (0 << i < k). Wir wissen, dass alle durch
den Punkt P, gehenden S, der Qu durch Verbinden von P, mit den
Sj—1 einer im Tangential-Ty, in P, unabhéngig von P, liegenden Q,_;)
erhilt. Nach Induktionsvoraussetzung spannen die G-Bilder der S,_,;
auf Q,(:_;) ihren Grassmannraum auf. Daraus folgt zunéichst, dass ein
beliebiger, durch P, gehender und in T4 (Py) liegender S, im Sinne der
G-Bilder durch die P, enthaltenden S, der Q, «aufgespannt» wird.
Durch Veridnderung von P, crfasst man so alle S, des <Qy), die Qu
berithren, d. h. ausgeartet schneiden. A, sei dann ein Raum, der Q.
nicht beriihrt ; durch A, lege man den A,,,, der auch nicht beriihren,
sondern mit Qy; die nicht entartete Quadrik Q, gemein haben mag. Ist
ferner A,_, in A, allgemein gewahlt, so gibt es durch A,_; in A,
zwei berithrende S,. Das Biischel aller S, durch 4,_; in 4,,,, wozu
auch A, gehort, hat als G-Bild eine Gerade, von der 2 Punkte, also auch
jeder andere, durch Punkte der Menge I'®* (bei h < k), bzw. durch I'¥'*
und I'h* (bei h = k) aufgespannt wird. Damit ist aber alles gezeigt.

Wir bezeichnen mit @ jetzt die kontinuierliche Gruppe aller Pro-
jektivitdten der Q,; in sich, die die Si und damit natiirlich auch die Sff
wieder in Réume derselben Sorte iiberfithren. Durch Ubertragung auf
die Grassmannrdume ergeben sich dann wichtige Darstellungen der
Gruppe ®, deren Irreduzibilitit wir auf die iibliche Weise zeigen wollen.
Dazu benétigen wir zuvor folgenden wichtigen :

Satz 27. g sei diejenige Untergruppe der kontinuierlichen Gruppe ®
aller Projektivititen der Q. in sich, wobei 2 gegebene, nicht konju-
gierte Punkte A und B der Qu fest bleiben. Dann spaltet sich bei
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0 < h< k—1 der Grassmannraum {Gy,;z), der nach Satz 26 mit
dem Raum {(I'®"*) zusammenfillt, in folgender Weise beziiglich g in
Teilrdume auf :

(IHPy = (TG — (T Ty — (Tt hy — (It hes)
bei h = k— 1 lautet diese Aufspaltung :
<Pk’k—1> = (1-15——1,]?—2)__(FZ—LIZ—Z)_(F,;—LI!—l) (Pk 1, k— 1) . (Fk_llk_:‘)

Hierbei transformiert g diese invarianten Teilriume jeweis so dass die
darin liegenden I'-Mannigfaltigkeiten, die cine leicht ersichtliche Be-
deutung haben, je in sich iibergehen Bei b = — 1 ist unter I'*? ein
Punkt und bei b << — 1 die leere Menge zu verstehen. Im Falle h = k
spaltet sich der Raum der I'}'* in folgender Weise auf :

(ka k> —_ (Fk 1,k— 1,) (Pk 1, k— 1)_(1-1;-—1,!6——2)

Eine analoge Aufspaltung besitzt {I'i*y; I''"" und I'};* liegen wind-
schief zueinander. :

Beweis : Zur Geraden A B sei der Raum der Quadrik Qb o beziig-
lich der sz polar. Dann besagt der Satz fir h =0 die einfache
Tatsache, dass der Raum ((Q,;) durch die Punkte A, B und Qg,f}_2
aufgespannt wird, die ersichtlich bei g invariant bleiben. Wir wissen
ferner, dass I'7’' und I'l;' Kegelschnitte sind, die (Gg;;) aufspannen.
Den Geraden der Scharen I und II auf Q, durch 4 und B mégen dabei
die Punkte Ao, Ao, Bo, BO entsprechen. Mit AO, BO und dem Kegel-
schnitt I't'' bleibt auch der Tangentenschnittpunkt Cg bei der Un-
tergruppe g invariant, sodass wir gewunschte Aufspaltung der Ebene
(I’l' » erhalten. Ao wére gleich I’A Is Bé gleich I’%’,OI und Cé gleich
1! setzen ; Entsprechendes gilt fiir die Ebene(]"}}l) (s. Bild 32).
Wir nehmen jetzt induktiv an, dass bis k— 1 alles bewiesen sei.
Gegeben sei dann eine Qy mit den Punkten A und B ; beziiglich der
auf A, B begriindeten Untergruppe g sind dann folgende Teilmengen
aus der Gesamtheit aller S, auf Q,; zu betrachten (h > 0):

1) Alle S, durch A, abzubilden innerhalb I'»* bei h < k auf Iy “*!,
bzw. bei h = k auf I'y**! und I 2%

2) Alle S, durch B, abzubilden innerhalb I'** bei h < k auf Iy »*~!
bzw. bei h = k auf I's**~! und I p*?
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3) Alle S, auf Q32 5 bei h < k— 1 abzubilden auf I'*-1% bzw. bei
h=k—1 auf I'7"* " und I'j7 ™ *; bei h = k ist dieser Be-
standteil nicht vorhanden.

g 7

Bild 32

Nun hatten wir in Abschnitt 16 gelernt, dass die Gesamtheit aller S,
des Sy, beziiglich des windschiefen Paares g¢;, Gy, im Sinne der
G-Bilder durch folgende Teilmengen aufgespannt werden kann :

a) Alle S, = g, U G,_,, abzubilden auf eine Gy;_;;;_o»

b) Alle S, = gy U G,_,, abzubilden auf eine Produktmannigfaltikeit
Gor_1;5-1 X G1»

c) Alle S, auf G,,_,, abzubilden auf ecine Gy_q;;-
Lassen wir g; mit AB und Gy_; mit {(Q,_,> zusammenfallen, so se-
hen wir, dass von unseren obigen Gesamtheiten 1) und 2) zu b) und 3)

zu c) gehoren, wihrend zu a) kein S, auf Q,; gehort, da die Gerade AB

26 — Collectanea Mathematica.
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nicht auf Q,, liegt. Es sei zuerst h << k angenommen. Zufolge Satz 26
wissen wir dann, dass c) durch 3), sowie b) durch 1) und 2) aufgespannt
werden ( 1) und 2) spannen zwei unabhangig liegende Gys_;;_, d. h. das
ganze Produkt Go;_y;;_; X ¢; auf). Schliesslich wissen wir noch, dass
die Bildpunkte aller Rdume S, = A U B U §,_,, wobei S,_, beliebig
aus Q‘;f_g entnommen ist, auf die Punkte einer den Grassmannraum
{Ggr_1;4—2» zu a) aufspannenden I'*—1.%-2 abgebildet werden ; die-
Punkte dieser I'*~1%~2 gehoren nicht zu I'** werden jedoch aus geo-
metrischen Griinden bei der Untergruppe g auch in sich transformiert.
Damit ist aber fiir h < k alles gezeigt. Einige besondere Uberlegungen
erfordert noch der Fall h = k. Wir betrachten gleichzeitig die Mannig-
faltigkeiten I}’ * und I'y;* und kennen davon bereits folgende Teilgebilde
beziiglich g: I’f{ll'k_l, I’Z,‘}I’k"l, I’kj;,_}'k"l, I’f;,‘;ll’k"l. Ausserdem sei
't "*7? die Bildmenge aller S; = A U B U S,_, mit cinem beliebigen
Si_p aus Q;;;B_Q. Dann wissen wir nach Induklionsannahme und aus
unserer Kenntnis von der Gysyq;z dass diese 5 Mengen windschief
zueinander liegen. Dem festem Raum A U B U E;_, mit E;_, aus
Q.:_o entspreche der Punkt E auf I't “*~2 Durch E;_, gehen je oo?
S,ﬁ und Sff, die sich wie die beiden Geradenscharen einer Q, verhalten
und auf die Punkte je eines C? und C%4 aus I'** und it abgebildet
werden mogen. Diese beiden Kegelschnitte spannen den Raum einer Gil
auf, in der ausserdem der Punkt E liegt. Die Treffgerade von E an
die Kegelschnittebenen schneide dicse in den Punkten Cy und C{
(s. Bild 32). Die Berithrungspunkte der Tangenten von Cj und CY aus
seien Aé, Bf, und A{, BY. Lisst man jetzt E,_, uber alle S,_, der
Q;kB_z variieren, so beschreibt E, wie wir wissen, die I's **~2, C? und c
mégen dabei die Mannigfaltigkeiten ¥~ **~2 und Iy " *~2 durchlaufen.
I'; und I'y; spannen zusammen mit I"4,; und I'g,; bzw. I' 4,7y und I'p,;y
die Réume (Ff'k) und (I'i;*) auf, ferner enthilt {I'; U It den
Raum (I'¢ *7*y. Hatte {(I'y) mit dem Verbindungsraum {I"4 ;U I's ;>
etwas gemein, so miisste dasselbe auch fiir {[I';;) beziiglich
(I 4,11 U I's,;;) gelten; dann koénnte aber nicht I't *~% windschief
zur Verbindung der 4 Raume (I'4;), {I's,1)s {La), {I's,u)
liegen, wie es der Fall ist. Es bleibt somit nichts anderes iibrig als
dass diese 4 Rdume auch zusammen mit I"; und I';; unabhiingig liegen
und damit auch I'f’* und I'i;* zwei zueinander windschiefe Teilriume
von {Gysyq,zy aufspannen. Weiterhin folgt aber auch sofort, dass I,
und I';; mit I'¢”"* 72 projektiv iibereinstimmen miissen. Denn I'f; %72
entsteht z. B. durch Projektion der I't “*~* aus dem Auge I
auf den Raum (I’f}k). Das Auge und der Raum, der projiziert wird,
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haben nichts gemein, sodass in der Tat die projektiven Eigenschaften
bei der Projektion nicht verindert werden.

Nachdem die Zerlegung der Raume {(I'**) bzw. {(I'}'* beziiglich
der Untergruppe g bekannt ist, lidsst sich die Irreduzibilitit der Dar-
stellungen der Gesamtgruppe ® in diesen Raumen auf die iibliche Weise
leicht einsehen, sodass wir ohne Beweis formulieren :

Satz 28. Die Drehgruppe ® wird in den Raumen {(I'*"), bzw.
(I’?’k), die durch die G-Bildmengen aller S,, bzw. S! der Qo auf-
gespannt werden, irreduzibel dargestellt.

Wir haben jetzt nur noch den Zusammenhang zwischen dem G-Bild
I'P* der Sj und der im Teil IV ausfithrlich beschriebenen, auch den
Si zugeordneten Mannigfaltigkeit M (*+1) zu finden. Fir k=1 ist M,

2

ein Gerade S; und I'7'"' ein Kegelschnitt, also das V2-Bild von S,.
Ebenso weiss man schon seit langem, dass I'y'® eine V%, also das V*Bild
der M; = S, ist. Dicse Beziehung gilt allgemein :

Satz 29. Das G-Bild I'7'* der Menge aller S; auf der Q. ist das
V2-Bild der M(’Hz'l)' .

Beweis : Wir wollen den Beweis dieser Tatsache, den man auf ver-
schiedene Weise fithren kann, nur andeuten. Einmal sieht man die Be-
hauptung durch Ausrechnung der Grassmannschen Koordinaten der S7
der Q, aus der im Abschnitt 20 angegebenen Matrix ein. Man kann
anderseits aber auch leicht eine auf Satz 27 beruhende, projektive Erzeu-

B+1

gung fiir die Mannigfaltigkeit I'** angeben durch oo( 2')- Kegel-

schmitte anstelle der Geraden, durch die im Abschnitt 18 die M (k+1)
. 2

erzeugt wurde. Eine gleichartige Erzeugung findet man anderseits aber
auch fiir die V(M (k+1))~ sodass man eine direkte projektive Abbildung
2

unter Benutzung einer zuldssigen Induktion nach k zwischen I'** und
\%& (M(k+1)) herstellen kann.
2

Hieraus ergibt sich zusammen mit Satz 27 sofort die Dimensionszahl
des durch V(M (k+1)) = I'* aufgespannten Raumes und damit auch
2

die Anzahl der linear unabhéngigen, durch M (*Y) gehenden Quadriken:
2
Satz 30. Durch die M (k+1) gehen Quadriken die ein von
2
Qk+ 1))
k

— 1 Parametern abhingiges Linearsystem

925—1 (2b + 1) —_— (
bilden.
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Wir wollen jetzt die einfachsten Fille der M(k+1) und die hin-

durchgehenden Quadrikensysteme gesondert betrachten. Fir k=3 ist
die M, selber eine Quadrik, sodass der erste interessante Fall bei k = 4
eintritt. Durch die M, des S,; gehen oo® Quadriken. Hierunter findet
man sofort ein ausgezeichnetes Teilsystem spezieller Kegel, wenn man
an die Erzeugung M,, = M§ — Mg denkt. Aus dem Raum einer solchen
M{ wird die M, ersichtlich in die Quadrik Mg projiziert. Derartige M
gibt es aber auf der M, ebensoviele, wie es Punkte auf der Grund-
quadrik Qg gibt, also oo® Es gilt dann:

Satz 31. Durch die M;, gehen oo® spezielle Kegel, denen nach
Dualisierung die Punkte einer den Relationenraum R, aufspannenden
Quadrik entsprechen.

Beweis : Die in Abschnitt 20 angegebenen 10 Quadriken, die dort
als Basis fiir das Linearsystem aller dienten, sind bereits von der be-
haupteten Art. Denn z. B.

ToYo + 1Yy + ToYs + T3Y3 =0
hat als Spitzenraum gerade den Raum der durch
To=2;=..=T3=Y3=0
gekennzeichneten Mg, die in den iibrigen Koordinaten die Gleichung
TgYo + T1Yy + %2Ys + T3¥z=0

bestzt. Nach Dualisierung entsprechen diesen Kegeln also gewiss eo®
Punkte, die den ganzen Relationenraum R, aufspannen. Man hat sich
nur noch davon zu iiberzeugen, dass sie auch wirklich eine 68 bilden.
Dazu betrachte man die beiden Kegel:

Ty + Ty Yy + T2 Yo+ 23Y3 =0 und ToYo + T1 Y1+ T2 Yo + T3 Y3 =0,

die solchen Punkten A und A’ der Grundquadrik zugeordnet sind, die
beziiglich dieser Qg konjugiert sind. Den Punkten der Geraden A A’
entsprechen dann die Quadriken des Biischels

a(TyYy + 2,4y + Tal¥y + T3¥s) + b(XoYo + T1Y1 + T2Ye + r3y3) = 0,

die ersichtlich samtlich Kegel des gleichen Typs sind. Die Punkte der
Qs werden also im Ry so abgebildet, dass den Punkten einer Geraden
der Qg wieder die Punkte einer Geraden zugeordnet sind. Hieraus folgt
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weiterhin, dass auch Ebenen und S; der Qg wieder solche Raume
zugeordnet sind, d. h. aber die fraghche Punktmenge im R9 kann nichts
anderes als wieder eine Quadrik Qg scin.

Wir gehen jetzt zur M,; des S; iiber. Im Abschnitt 20 war ein
System von 66 linear unabhingigen Quadriken durch M,;; angegeben
worden, wovon 60 von einem 4-gliedrigen und 6 von einem 6-gliedrigen
Typ waren. Die viergliedrigen Relationen, die Kegel vom Rang 8 sind,
cntsprechen dann den Geraden der Grundquadrik @y, derart dass der
Spitzenraum eines solchen Kegels gerade durch die Bildmenge aller
dergenigen Si aufgespannt wird, die eine feste Gerade der Q,, schneiden.
Dies crgibt sich ebenso wie die entsprechende Tatsache fiir die M.
Es gibt o017 derartige Kegel; die ihnen nach Dualisierung im Relatio-
nenraum entsprechende Punktmenge findet man auch folgendermassen :

Es entsprechen sich zwischen der Q;, und der M,;:

Gesamtheit der oo® S durch g l co® Punkte einer Mg auf M5,

Die M¢ rechts ist eine Q4 ; in der V2-Abbildung wird aus dem Raum
(M, einer solchen M§ eine V3, deren Raum sich wiederum in
{V2(M§)) und einen Punkt R§ des Relationenraumes Rg; aufspaltet.
Die Gesamtheit der so erhaltenen oo!” Punkte R§ bilden eine ausge-
zeichnete Mannigfaltigkeit, von der man sich zu iiberzecugen hat, dass
es eine den Rg; aufspannende I'>! ist. Dazu betrachten wir die von
den o7 (M§), erzeugte Mannigfaltigkeit D,, des Sz. Diesse Dy,
besitzt tatsichlich 24 Dimensionen ; denn man iiberzeugt sich sofort,
dass zwei ¢(ME) entweder cinen Punkt, einen S; oder S; der M§ oder
nichts gemein haben, je nach der gegenseitigen Lage der zugeordneten
Geraden auf der Q. Die D,, enthdlt ferner M, als singulire Punkt-
menge, und die durch einen Punkt P, der M,  gehenden {M§), spannen
die P, in der Fundamentalkorrelation zugeordnete Hyperebene Py auf.
Wiirde nun D,, in einer der durch M,; gehenden Quadriken liegen, so
miisste diese in einem allgemeinen Punkt P, der M,; durch die P,
zugeordnctc P;;O beriihrt werden. Dies ist jedoch unmdéglich, da wir im
Abschnitt 19 gesehen haben, dass die Beziehung zwischen den Punkten
P, und den Hyperebenen P3o cine Nullkorrelation und keine Polaritiit
ist. Daraus ergibt sich aber weiterhin die fiir uns hier wichtige, Tatsache,
dass die von den o1 Punkten R beschriebene Mannigfaltigkeit den; Ry
aufspannt. Durch weitere Uberlegungen, die auf Kennzeichnung der
I's:1 durch gewisse innere Eigenschaften hinauslaufen, folgt dann
leicht der
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Satz 32. Die Kegel vom niedrigsten Rang durch die M,; des S,
sind den oo? Geraden der Grundquadrik Q,, zugeordnet; sie werden
nach Dualisierung auf die Punkte einer den Relationenraum Ry auf-
spannenden I™ ! abgebildet. Nach Satz 28 wird somit der Ry durch die
Gruppe der Q,, in sich irreduzibel transformiert.

Wir iibergehen die interessante Frage nach der Bedeutung der 6-glie-
drigen Relationen der M,;.. Man wiirde finden, dass sic den Paaren
Afl, BI' allgemeiner Lage der Q10 zugeordnet sind. Beim Studium des
Relationenraumes Rggy der My, des Sg; wiirde man auf dieselbe Weise
finden, dass er durch die vorliegende Gruppe irreduzibel in sich trans-
formiert wird, und zwar so dass die Punkte einer darin liegenden I'6:2
dabei in sich transformiert werden. Erst bei der M,; des S,,,, bei der
ein Relationenraum R, g, vorliegt, haben wir eine Aufspaltung dieses
Rig90 in eine durch eine I'":3 aufgespannte Hyperebene R4 4 und einen
Punkt. Denn bei der M, hat man jetzt die von o038 (M), aufge-
spannte Mannigfaltigkeit D,; zu betrachten, wobei dic Punkte von
einer dieser Mg die S; durch eine der o038 S; auf Q,, abbilden. Derselbe
Schluss, der oben bei der M;; zu der Einsicht fiihrte, dass die mit der
M, 5 verkniipfte D,, in keiner Quadrik liegt, ergibt jetzt die Tatsache,
dass Dy in der zu My, gehorigen Fundamentalquadrik Q,,4 enthalten ist.

Allgemein gilt folgender Satz, den wir jedoch an dieser Stelle nicht
beweisen kénnen : '

Satz 33. Der Relationenraum R der M(k‘z“) spaltet sich beziiglich

der kontinuierlichen Gruppe aller Transformationen der Grundquadrik
Q. in folgender Weise auf :

R = (Ihh=ty — (Th+=8y — . ([hetsy _ ([hey,

wobei k = g (mod 4) mit — 1 < ¢ < 2 ist unt unter I"»—1 ein Punkt
verstanden wird.

29. GESAMTSCHAU ALLER MANNIGFALTIGKEITEN, BESONDERS
HINSICHTLICH IHRER STEREOGRAPHISCHEN PROJEKTION

In diesem Schlussabschnitt wollen wir nochmals simtliche Grund-
mannigfaltigkeiten zusammenfassend betrachten und insbesondere ihre
birationale Abbildung auf die entsprechenden linearen Riume.

Lassen wir die Normkurven und V-Mannigfaltigkeiten beiseite, so
ergibt es sich, dass alle iibrigen Grundmannigfaltigkeiten lineare Riume
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besitzen, derart dass die durch einen Punkt der Mannigfaltigkeit gehenden
Riume einen Kegel iiber einer anderen Grundmannigfaltigkeit bilden. Der
Vollstindigkeit halber wollen wir voriibergehend die Figur von s linearen
Riumen der Dimensionen m;, m,, ..., m;, die zueinander unabhingig
liegen, d. h. einen Raum der Dimension m; + my 4 ... +m; + s—1
aufspannen, mit hinzunehmen und mit (P,, U p,, U ..U P,) bezeich-
nen ; ferner wollen wir der Kiirze halber sagen : eine Mannigfaltigkeit
F,, deren Tangentialriume T, aus ihr Kegel iiber einer anderen Mannig-
faltigkeit F' ausschneiden, verhilt sich im kleinen wie F'. Dann stellen
wir folgendes fest :

Die Segremannigfaltigkeit S, ,,;..;» verhalt sich im kleinen wie
Pu~1 UP,,_1 U..UP, ).

Die Grassmannschen G,;; verhalten sich im kleinen wie die Segreschen
Spmk=1;ke

Die My-Mannigfaltigkeiten M (1) verhalten sich im kleinen wie die
Grassmannschen Gy;,.

Die N-Mannigfaltigkeiten N (k_;g) verhalten sich im kleinen wie die
Veroneseschen V.

Eine nicht entartete Quadrik Q,, verhilt sich im kleinen wie eine Q,,_,
Hieraus kann man dann folgende bemerkenswerte Kette von Ge-

bilden herstellen, von denen jede folgende sich im kleinen so wie die
vorhergehende verhilt :

(Py_y U Py) — Sk — Gk+2;1_ M(k;s)-
Dieselbe Kette, fiir allgemecinere Indexpaare gebildet, endet bereits bei

den G,,,, wihrend sie, mit (P,—3 U ..U P,,_4) begonnen, bereits
bei S,,;.;n endet. Eine weitere, nur zweigliedrige Kette ist :

Vi—Nisg,
Nur dic Ketten der Quadriken, von denen man 2 Bilden kann, némlich

Q—Q—Qs— .. und Q;— Q3— Q5 — ...

sind unbegrenzt.
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Hieran fillt nun auf, dass die allgemeineren V; mit s > 2 zu keiner
Kette Veranlassung geben, d. h. es kam unter unseren Grundmannig-
faltigkeiten keine vor, die sich im kleinen etwa wie eine C3, V3 usw.
verhielt. Das Abbrechen der Ketten bedeutet sonst auch, dass wir z. B.
keine Grundmannigfaltigkeit gefunden hatten, die sich im kleinen wie
eine M(k;q) (k = 4), eine Gy, usw. verhalten. Es sei auf das interes-

sante Problem hingewiesen, solche Mannigfaltigkeiten zu suchen, bzw.
zu beweisen, das es sie nicht gibt; dies diirfte richtig sein, wenn man
an die Mannigfaltigkeiten noch die weiterec Forderung der transitiven
Transformierbarkeit in sich durch Projektivititen des umgebenden
Raumes stellt.

Weitere Klarheit in allen diesen Dingen gewinnt man, wenn man
sich die birationale Abbildung aller unserer Grundmannigfaltigkeiten auf
die linearen Réume ihrer Dimension vor Augen hilt. Es stellt sich
heraus, dass sie alle in derselben, nur sinngemiss verallgemeinerten
Weise wie die Quadriken stereographisch auf einen linearen Raum ihrer
Dimension projiziert werden konnen. Wir erinnern zunichst daran, wie
die stereographische Projektion bei einer Q,, zustande kommt : Ein fester
Punkt S, der Q,, wird herausgegriffen, und alle anderen Punkte der Q,,
mit S; verbunden, darauf alle diese oo™ Geraden mit eincm feslen,
nicht S, enthaltenden S,,_; geschnitten. Wenden wir diese Konstruktion
ins Duale, so bedeutet dies, alle oo™ Tangential-T', der Q,, durch Schnitt
mit einem festen Tangentialraum T,, auf die Hyperebenen in 7T, bi-
rational zu beziehen. Nun war aber, wie wir uns erinnern, bei allen
Grundmannigfaltigkeiten F, ein damit verkniipftes duales Gebilde ﬁ‘d
erkldrt worden, sodass wir in der dualen Gestalt die stereographische
Projektion von den Q,, auf alle F; unmittelbar iibertragen koénnen, was
folgendermassen formuliert werde :

Satz 34. Jede unserer Grundmannigfaltigkeiten F, lisst sich auf
den §; aus einem gewissen Raum Z im allgemeinen eineindeutig pro-
jizicren. Die hierbei als Projektionszentren in Frage kommenden Riume
Z sind dual zu den Tangentialraumen T; der Fj, sodass die Projektion
in der dualisierten Fassung auch folgendermassen beschrieben werden
kann : Man nehme einen festen Tangentialraum T—d und schneide alle
co? Hyperebenen des mit F,; verkniipften dualen Gebildes mit T,. Bei
der Projektion aus Z geht das System der hyperebenen Schnitte von
F, in ein bestimmtes Linearsystem von Hyperflichen eines bestimmten
Grades h = 2 iiber; das bedeutet aber dasselbe wie die Aussage : es
ist moglich, die Vi im allgemeinen eineindeutig auf die F, zu projizieren.
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Der Beweis dieses Satzes wird im wesentlichen die noch folgenden
Seiten fiillen. Es wird sich also darum handeln, bei jeder einzelnen
Mannigfaltigkeitsklasse, soweit es nicht schon frither geschehen ist, die
behauptete stereographische Projektion nachzuweisen, gleichzeitig die
obige Zahl h anzugeben und die Art des Linearsystems von Hyperfla-
chen h-ten Grades zu beschreiben, die die Abbildung vermitteln.

a) Stercographische Projektion der V.

Dieser Fall ist ganz besonders einfach; es sei auf die Behandlung
der Sonderfille in den Abschnitten 3 bis 5 verwiesen. Wir haben uns
beim allgemeinen Fall nur zu iiberlegen, was einem Tangential-T,, der
V! qual entspricht. Wir erinnern uns daran, dass bei der Zuordnung
der Punkte des Raumes {V.) zu den Hyperflichen h-ter Klasse sich
folgendes entspricht :

o” Punkte eines Tangential-T, | System aller " Hyperflichen
der V! h-ter Klasse, die in einen festen,
h—1-fachen und einen beliebi-

gen Punkt zerfallen.

Gehen wir rechts durch irgendeine Korrelation zu dem entsprechenden
System von Hyperflichen h-ter Ordnung iiber, bilden den Durchschnitt
aller diesen Hyperflichen zugeordneten Hyperebenen, so erhalten wir
den Raum, der links dem T, dual entspricht. Es ist dies ein Raum

Z(n?_,,)_"_z, der einer festen h— 1-fach ziéhlenden Hyperebene des

Grundraumes X, zugeordnet ist. Wenn diese Hyperebene in den Pa-
rametern (%y, Ty, ..., T,) der V. durch Z, = 0 beschrieben ist und die
Parameterdarstellung der V,

Tiyoin = T XY v T (fg 4 &y + oo + iy = B)
lautet, so wird Z (n+;,)_”_° durch
h =

Th0..0 = Tp—110..0 = oo = Tj—19..1 = 0
definiert ; die aus Z projizierte Mannigfaltigkeit ist dann:
h—1

13 h~1
Tho..0 = Los Tp—110..0 = Lo Lys eees Tp—10...1 = Lo ~ Ty

27 — Collectanea Mathematica.



214 W. Burau

d. h. wir haben den projektiven S,, wie nach Wegstreichen des Faktors
h—

x5! folgt. Das abbildende Linearsystem aller hyperebenen Schnitte der
Vs ist natiirlich das aller Hyperflichen h-ten Grades des S,.

b) Stereographische Projektion der Segremannigtaltigkeiten.

Die Segremannigfaltigkeiten sind bereits durch eine rationale Para-
meterdarstellung definiert worden. Schreibt man die rechten Seiten
dieser Parameterdarstellungen in nicht homogener Form und fasst ihre
Linearkombinationen als System von Hyperflichen k-ter Ordnung des
Sus+ ..+ m auf, die man dann natiirlich auch wieder homogen schreiben
kann, so ergibt sich folgender :

Satz 35. Die Gesamtheit der hyperebenen Schnitte der Segreschen
Sis;..;m 18sst sich auf das folgendermassen definierte System des S,,, , ..
birational abbilden : Gesamtheit derjenigen Hyperfldchen k-ten Grades,
die k unabhiingig liegende und daher eine Hyperebene aufspannende
Réume der Dimensionen n; — 1, ny—1,..,n3— 1 je k— 1-fach
enthalten.

Wir haben jetzt nur noch zu zeigen dass diese birationale Abbildung
durch Projektion aus dem Dualen zu einem Tangentialraum vollzogen
wird. Wir beschrinken uns dabei auf die Fille k = 2 und 3 woran
man schon alles Wesentliche erkennt. Bei k = 2 haben wir im Ab-
schnitt 10 gesehen, dass dual zu den Tangential-T,,,, der S, die
Rédume der Teilgebilde S,,_;;,_; sind. Definiert man einen solchen
Sp—1;n—1 durch die Parameterbezichungen :

Ty =17 =0,
so wird der Raum (S,,_;;,_;) durch
Tgi =Xjp=0(@{=0,1,..,m; j=0,1,..,n)

beschrieben. Die Projektion der S,;, aus S,_,;,_; wird dann in nicht
homogenen Parametern durch

Ty = 1, Xyg = Ty eery Lpyg = T, Toy = Yps oo Loy = Yy

definiert, woraus man alles ersehen kann. °

Bei der S,,;,;, dualisiert man Tangential-T,, ., auf folgende Weise :
Der T, 444, ist als Verbindungraum von irgendwelchen 3 erzeugenden
Raumen S,I,,, S,I,I, S zu erkliren. Diese erzeugenden Réume dualisieren
sich nach folgender Tabelle :
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4 .

S Verbindungsraum {Sy;ur—1 U Sugn—1;r)
II

Sn » (Sm—i;n;r U Sm;n;r—l)
II7

S, » (Sm—i;n; » U Sm;n.—l;r)

Die T, .., dualisieren sich also zu einem Schnittraum der 3 rechts
stehenden R#ume. Das ergibt einen Raum Z, der eindeutig einen
{Sm—1;n—1;,—1) enthilt, jedoch damit nicht zusammenfallt. Legt man
die hierbei in Frage kommenden Unterrdumec der Parameterriume durch

Zg=0, Yoy=0 und z, =0
fest, so wird der soeben definierte Raum Z durch
Togo = Too1 = +++ = Logr = Tg1g = +++ = Loy = Tygp = o+ = Lypppg = 0

beschrieben. Die eindeutige Projektion der S,,;,;, ist dann formelmissig
sofort ersichtlich.

c) Stereographische Projektion der Grassmannmannigfaltigkeiten.

Es sei auf Abschnitt 16, Satz 17 verwiesen, in dem wir bereits die
eineindeutige Projektion der G,;; aus einem zu den Tangential-T,—z) (x4 1)
dualen Raum bewiesen haben sowie auf Satz 18 desselben Abschnitts,
in dem das zugehorige System von Hyperflichen k -+ 1-ten Grades,
das beziiglich einer Sy, ,_; des Sy _p sy definiert ist, ausfiihrlich
beschrieben wurde.

d) Stereographische Projektion der My-Mannigfaltigkeiten.

Um die Existenz der stereographischen Projektion zu beweisen,
erweist es sich hier, ebenso wie frither bei den G,;;, als zweckméssig,
im dualen Bilde zu bleiben und demnach alle Hyperebenen der M (*+1)

mit einem festen Tangentialraum T(k+1) der M (k+1) zu schneiden. Es
2 2
moge folgendes in der Abbildung zwischen der Grundquadrik Q,; und
der M (k“) einander zugeordnet sein :
2

T(k+1)-5chnitt der M (k+1) Gesamtheit der S auf Q,: die den
2 2 festen Raum Aj; mindestens
k — 2-dimensional treffen

Hyperebene Uy von M Bt Gesamtheit der S;, die den festen
(") B;, (bei ungeradem k), bzw. By’
(bei geradem k) treffen
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Die Hyperebene Ug_, links sei so allgemein gewahlt, dass rechts A
und B} (bzw. Bj) windschief sind. Dann entspricht sich weiter fol-
gentes :

Schnittraum T(k,.ri)_1 von T(m) Gesamtheit aller S; = A,_, U B,
2l 2 mit A,_, C A} und B, C B

und Ug_, (bzw. BY)

Der Raum links hat mit der M () eine Gy, gemein ; dies ist Klar,
2
da der Tangentialraum mit der M (*4) einen Gj,;-Kegel gemein hat

und die Voraussetzung besagt, dass Ug_ , die Spitze dieses Kegels nicht
enthilt. Wir haben, um die Eineindeutigkeit der durch den Schnitt

hergestellten Beziehungen 7wischen den Spx_, von M(k+1) und den
2

Hyperebenen von T(k+1) zu zeigen, uns nur zu iberlegen, ob mnoch
2

eine weitere Hyperebene Va_, denselben Raum T(k+1)_1 aus T(k-gl)
2

ausschneidet. Wire dies der Fall, so miisste jeder St = As_p U B auch
noch Cj (bzw. Cff) treffen, wo dieser C, ein weiterer Raum der betref-
fenden Schar auf Q,; ist. Das heisst aber, in versténdlicher Sprechwei-
se, jeder Sp = A, , U B, ist auch ein A;_, U C;. Dann vermittelt
ein System von erzeugenden S,Ic zwischen den A;_, von A, und den
Geraden von B, aber auch denen von C, eine Kkorrelative, d. h.
zwischen den Geraden aus B, und Cj eine projektive Beziehung. Dies
hat wiederum zur Folge, dass diejenigen co?72S;, die projektiv ent-
sprechende Geraden aus B, und C, verbinden, ganz zur Q. gehoren.
Falls B, und C; windschief zueinander sind, erfiillen diese 00735,
aber den ganzen Raum {Q,.), wie die Abzihlung sofort ergibt; falls
B und C; nicht windschief liegen, so erfiillen die S; nach einer analogen
Abzshlung wenigstens den von B, und C; aufgespannten Raum, der
eine Dimension > k hat. Auf der Q,; liegen jedoch keine Réume von
héherer Dimension als k. ‘
Wir haben uns jetzt noch mit dem System von Hyperflichen des
S(kgi) zu beschiftigen, das bei der stereographischen Projektion aus

den hyperebenen Schnitten der M (*1Y) entsteht und wollen dies in den
2

Fillen k = 4 und 5 explizit hinschreiben, (die Falle k < 4 sind trivial).

k = 4. Wir beziehen uns auf das im Abschnitt 20 aufgestellte
System von 10 Relationen der M,, und iibernehmen auch die Koordi-
natenbezeichnungen von dort. Dual zu den Tangential-T,, der M, sind,
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wie wir wissen, die auf der M,, liegenden Rédume Sﬁ. Ein solcher Sﬁ
wird durch

1) Yo=Y, =Y, =Y, =X, =X, = X3 = Xj = X =X;=0

beschrieben. Wir projizieren die M;, aus dem Raum (1) in den durch
Nullsetzen der iibrigen definierten Raum. Bezeichnet man die durch Y,
dividierten Y;, X; und X;’ durch die entsprechenden kleinen Buchsta-
ben, so crhalten wir folgende rationale Parameterdarstellung der My, :

! ’ ! 7 ! ’

Xo=—%Y1— T Yo— T3 Y3, Xo=—%1Y1— T2 Yos— T3Y3 Yo=Y
’ ’ ! ! ’ ’ [P ’
Yi= 33— 23T+110p Ys= T3T—T1%+Yalp

Yy= ;%— %32+ Y3 Yo Xi=a, X;=2;, Y;=0y; ((=1,23)

wodurch gleichzeitig die stereographische Projektion der M, beschrie-
ben wird. Den hyperebenen Schnitten der M, entsprechen dann die
Hyperflichen des folgenden Systems im Sy, :

2 ay(— %1 Y1 — T2 Yo — T3Ys) + ag(— Ty Yy — T3 Y2 — T3 Us)
+ b1 (Y Yo — Ta g + T33) + by (Yo Yo + Ty Tz — T3 1)
+ by (UsYo + TaTy— T; T3)
+ ;% + @y Ty + agT3 - by Yy + bo s+ bgYs +- by = 0.

Dies System (2) kann folgendermassen beschrieben werden: Samtliche
Quadriken des Sy, die eine in einer Hyperebene Sy des Sy gelegene
G,;; enthalten; denn die ersten 5 Klammern ergeben, fiir sich gleich
Null gesetzt, gerade die Relationen einer Gg;;, wie wir von Abschnitt
14 her wissen.

k = 5. Bei der M, des Sy wissen wir aus Abschnitt 19, dass die
Tangential-T} sich selbst dual gegeniiberstehen. Wir haben daher die M,;
aus einem solchen T, zu projizieren. Unter Benutzung der Bezeichnun-
gen des Abschnitts 20 wihlen wir dazu denjenigen Ti5, der im Punkte
mit den Koordinaten: (Y, =1, sonst 0) beriihrt. Dieser T;; wird durch

@) Xo=Xj=X|=X3=Xs=Uy=U,=Uy=Uy=Uj=U;=U;
=Vyg=V,=Vy=V;=0.
definiert.
Wir fithren wieder fiir die durch Y, dividierten Koordinaten die ent-
sprechenden kleinen Buchstaben ein und erhalten dann folgende mit der
stereographischen Projektion zusammenhéingende Parameterdarstellung :
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1 ’ ’ ’
Xo=—21Y; — Ty — 237, Xo=—21y; — T Yy — T3,
1 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
U= @00+ goui—aivg, Vi= 1y 0,—aiu5 + x50,
’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
Up= 200 + yous — z, v, Vo= Y0 — 231y + 7104

’ ’
Us= 30y 4 yous— x50, Vs
Yi= pyo— 2,25+ za/, Vi

I

’ ’ ’ ’

Us Vg — Ty Uy + Zlly
’ ’ r

Yy Vo + ZpUuy — T3u,

y’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
Yo=  YlYo— 275+ 2375, V;= Y Vo + 2y Uz — T3,
’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ 1
Y= Y1Yo— o3 + X35, Vy=  y, 05+ Tyu; — zqu,
’ ’ 7 ’
Ug =—Ul1U— YUy — Y Uus

Uy =— 0o (@141 + Ta¥2 + T3Y5) + vg(x1y, + Tp Yy + T3Ys) —
uy (Y1Yo— To 3 + T3%p) — Uy (Yo Yo + Ty Ty — T3 T7) —
us (Y3 Yo + T, 77 — T, 27)

Xi=2z, Xi=uw, YVi=y, U =u(=1,23),

Yo=1Yp Vo=10p Vy=nu,

Auf den rechten Seiten dieser Parameterdarstellung kommen nun aber
alle 15 Quadriken vor, die gleich Null gesetzt, eine Gs;, definieren, sowie
die zu diesem (Gj;;);, gehorige Ranghyperfliche D,; oder Pfaffiana
(in der vorletzten Zeile). Dies sieht man am besten ein, wenn man
die 15 Parameter in folgender Weise in Gestalt einer schiefsymmetri-
schen Matrix schreibt :

0 Y3 — Y. Zy 2 uy
—UYs 0 hh —T T3 uy
) b9 —U 0 T3 — Ty ug
— Ty — X3 0 Yo — Vo
—z —x Ty — U 0 Vo
L —u —uy —u, Vg — Uy 0 |

und fiir diese Matrix die Rangbedingungen aufstellt. Den hyperebenen
Schnitten der M,; entspricht demnach das folgendermassen definierte
Linearsystem des S,;: Gesamtheit aller Hyperfliichen 3. Grades des
Si5, die die zu einer Gy, gehérige D,; cinfach und die G;;; doppelt
enthalten, wobei dei Gy;; und zugehorige Dy5 in einer Hyperebene des
S;5 vorgegeben sind.

Von hier aus sei das Entsprechende fiir die allgemeine M (1) ohne

Beweis folgendermassen formuliert :
Satz 36. Gegeben sei ein S(k+1) und darin innerhalb einer Hyper-
2
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ebene eine Gg;; mit simtlichen damit verkniipten Ranggebilden (s. Ab-

schnitt 14). Dann entspricht bei der stereographischen Projektion der

M (k+1) auf den S(k+1) den hyperebenen Schnitten der M (,,H) folgen-
2 2 2

k ;— 1]-ten Grades des

S (k+1), die die hochste Rangmannigfaltigkeit der G;,; einfach, die nichste

des Linearsystem : Gesamtheit aller Hyperflichen [

doppelt usw. und schliesslich die Gj;;; selber als niederste Rangman-
k+1

nigfaltigkeit [—2—]— 1-fach enthalten.

e) Stereographische Projektion der N-Mannigfaltigkeilen.

Die stereographische Projektion der N(k+2) werde wieder in der
2

dualen Fassung behandelt. Es ist somit ein fester Tangential-T(kH)
2
der N(k+2) mit allen Hyperebenen des dualen Gebildes N(k+2) zu
2 2
schneiden. Nach den Ergebnissen von Teil V hat man dazu im Grund-
raum die Durchschnitte folgender S;-Systeme zu bilden :

1) Gesamtheit der autopolaren S;, die einen festen autopolaren A,
mindestens k — 1-dimensional schneiden,

2) Gesamtheit der autopolaren S;, die einen festen autopolaren B,
schneiden.

Der Durchschnitt besteht dann, wenn A; und B; keinen Punkt gemein
haben, aus der Menge aller autopolaren S; = A4;_, U By mit 4;_; C A,
und B, C B;. Dann ist weiterhin A, festzuhalten und B, zu verdn-
dern. Unsere stereographische Projection ist danach gesichert, wenn es
feststeht, dass alle autopolaren S, = 4;_; U B, nicht gleichzeitig einen
dritten autopolaren Raum C; treffen. Dies wird durch folgenden
besonderen Hilfssatz sichergestellt :

Hivrssatz: A und B; seien 2 zueinander windschiefe, autopolare
Réume einer Nullkorrelation des Sy;,,. Dann treffen alle oo autopo-
laren Réume S; = A;_, U B, nicht gleichzeitig noch einen weiteren
autopolaren Raum C;.

Beweis : Fiir k'=1 ist der Satz richtig. Denn wenn alle Geraden
eines regulus einem linearen Komplex angehdren, so enthélt der Kom-
plex nicht mehr als 2 Geraden des konjugierten regulus. Wir nehmen
an, bis k— 1 sei schon alles bewiesen, und es mégen die Voraussetzun-
gen fir k vorliegen. Die autopolaren S; = 4;_; U B, erzeugen dann
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eine Q,, und es gibt weitere Scharen autopolarer S, = A;_; U B;_;,
die durch die Korrelation zwischen A, und B; definiert sind und eben-
falls zu Q,; gehoren. Nehmen wir an, es giabe entgegen der Behauptung
einen von allen S; = A;_; U B, getroffenen, autopolaren Raum G,
so muss C; auch zu Q,; gehoren, und es besteht zwischen A, und C;
ebenfalls eine Korrelation, sodass diejenigen S;, die korrelativ Entspre-
chendes verbinden, ebenfalls autopolar sind. Dem Punkt A auf A,
entspreche nun in den Korrelationen je By_ 4 und Ck , auf Bk und C;.
Dann sind die Rsume Ay U Bp_, und Ay U GCy_ _, ebenfalls auto-
polar und gewiss bei allgemeiner Lage des Punktes A auch voneinan-
der verschieden. Bei allen autopolaren S = A;_, U B, C,, U wobei
A;_; durch Ao geht, liegt B, in B;_, und C, in Cr_ ;- Nun weiss man,
dass die durch einen Punkt des S,,, gehenden autopolaren S; sich
so verhalten wie die autopolaren S;_; einer Nullkorrelation des Sg_;.
Die soeben festgestellten Sachverhalte zeigen dann, dass fiir die durch
1;, gehenden, autopolaren S; eine Situation vorliegen wiirde, dic der
Induktionsvoraussetzung fiir k— 1 widerspricht. Der Raum C; darf
also gar nicht existieren.

Im Falle k = 1 ist Ny die Quadrik @, bei der man natiirlich von
stereographischer Projektion im iiblichen Sinne sprechen kann. Das
abbildende Linearsystem besteht dann aus allen Quadriken des S, die
einen Kegelschnitt C? enthalten: Beim, néichsten Fall besteht dies System
aus allen Quadriken des Sz die eine in einer Hyperebene des Sg
gegebene V% doppelt und die zugehorige Diskriminantenhyperfliche D,
einfach enthalten. Allgemein sei ohne Beweis formuliert »

Satz 37. Gegeben sei innerhalb eines S(k;g) eine durch eine V;

aufgespannte Hyperebene. Zur V; gehore die Kette der Rangmannig-
faltigkeiten :

Dfdz_, D DD .. DO = V.

Folgendes Linearsystem ist dann das mit der stereographischen Pro-
jektion der N (k+2) verkniipfte Bildsystem der hyperebenen Schnitte :
2

Gesamtheit derjenigen Hyperflachen k - 1-ten Grades des S(k+2), die
2

D® einfach, D*~1 doppelt, usw., V2 schliesslich k-fach enthalten.
Man beachte das bemerkenswerte Wechselspiel zwischen Satz 36 und

37: Die Rollen, die die Riume der symmetrischen und schiefsymme-

trischen Matrizen in beiden Fiallen spielen, sind miteinander vertauscht.



