NOTA SOBRE CURVAS EN SUPERFICIES
DE CURVATURA CONSTANTE

POR

E. VipaL AeascaL Y E. G. Ropeja F.

Dada una curva de clase C® cerrada y que limita un 4rea sobre una
superficic de curvatura constante, el objeto principal de esta nota, es
deducir la férmula (2.11) para el arca limitada por la curva descrita por
el vértice de un tridngulo geodésico micntras los dos vértices restantes
se apoyan constantemente en la curva dada.

De esta formula y como casos particulares de la misma, se obtie-
nen las generalizaciones de las formulas de Steiner y del teorema de
Holditch en superficies de curvatura constante.

1. Dada una curva E de clase C3, sobre una superficie diferenciable
de clase C3, consideremos sobre ella coordenadas curvilineas, de modo que
E eslé representada por la ecuacidn v' = 0, y sean v* = ¢, (constanle),
las geodésicas tangentes a esla linea en el sentido crecienle del arco ; siendo
ademds v? la longitud del arco sobre E y v! la longitud del arco sobre cada
geodésica. Si tomamos sobre eslas geodésicas a parlir de su punio de tan-
gencia con E una dislancia 1 variable (funcién de v®), se obliene una curva
C, verificdndose entonces :

/ cos ads = Lg + [114
c
en donde o representa el dngulo que forma C con cada una de las geodési-
cas v2 = ¢ ; ds el elemenio de arco de C y Lg la longitud de E enlre los
punlos que corresponden a v? = v} y v* = v}

Demiostracién. En virtud de las hipétesis hechas, la primera for-
mula fundamental es (*)

(1.2) ds® = (dvY)? + 2do dv® + gy, (dv?)?

a‘ (*) E. VIDAL ABASCAL. Area engendrada ..., Rev. Mat. Hisp. Amer., T. VII, 1947,
pag. 132-142.

35 — Collectanea Mathematica.
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y las ecuaciones paramétricas de la curva C sobre la superficie son:

v =10%»
(1.3) . N
v¥=v

De la formula que determina el angulo de dos curvas: (*)

ir dv* Sv%
A/ Gix AP dV* A/ g, 80° O0*

se obtiene para la curva C y las geodésicas »? == ¢:

(1.4) cos o =

(1.5) cos o == Q'_i—dsLdlﬁ

siendo ds como ya hemos dicho el clemento de arco de C.
Se obtiene, por lo tanto :

(1.6) f cos ads = f @+ 1yd® = [1% + Uz

Si las curvas E y C son cerradas y efectuamos la integracién a lo
largo de toda la E, sc deduce :

1.7) f cos ads = U
siendo Ug la longitud de E.

De la formula (1.6), puede también deducirse como caso particular,

. . 44
cuando C es una trayectoria ortogonal de las geodésicas a = 5

fcosocds =0

(1.8) Up = 1(0§) — 1 (D

que constituye cl tcorema de la curva envolvente : En un haz de lineas
geodésicas que cortan perpendicularmente a una curva C y envuelven
a una curva E, el incremento de la distancia geodésica es igual al arco
correspondiente de la envolvente (**).

(*) EiseENHART. Differential Geometry. Princeton, 1947. (pag. 130).
(**) W. BrascuHke. Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I. Berlin, 1930
(féormula (86), pag. 167).
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2. Sobre las superficies de curvatura constante K, la férmula para
el area F limitada por la curva paralela a otra dada C, (cerrada y que
limita un area F), segun la distancia constante [ y el angulo variable,
(Funcion del punto de la curva), es: (*¥)

S K —cos [IV/K A
@.1) F*—F ie_“\[;_;_{/lﬂ senﬁds+1——°°‘T[‘-/£] 2n— KF)

Dado un triangulo A; A, P (fig. 1) formado por geodésicas, cuando
los puntos A; y A, permancciendo constantemente sobre la curva ce-
rrada € recorren esta, el punto P describe una curva paralela a la misma,
segun la distancia I, constante y cl angulo B, variable.

P

Fig. 1

Para el calculo de sen B4, obsérvese que llamando /fl al angulo co-
rrespondiente al mismo vértice del triangulo, y «; al angulo formado
por la cuerda A; A, con la tangente, es: f; = ;1\1 — .

Siendo PM la altura del triangulo, de longitud h y a; la longitud
de A; M, en ¢l tridngulo rectangulo PMA,, se deduce :

sen [k VK] ~ tg[a, \/T{]

(2.2) sen 4; = ——————= cos A; = 2—F—=

sen [1;4/K]’
sen [h 4/K] tg [0/ K]

(2.3) sen f; = ——————= cOs o; — ————= sen o,

sen [, VK] tg [, VK]

Para hallar el valor de f sen f,ds, hemos de calcularfcos a;ds'y

fsen o, ds.

(**) E. VipavL ABascaL, (Loc. cit. formula (6.3)).

y por tanto:
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Para la primcra de estas integrales empleamos la féormula (1.7), y
se obtiene :

(2-9) f cos at; ds = Uy,

en donde indicamos con Uy, la longitud de la curva que envuelven las
cuerdas de C de longitud constante 2« igual al lado A; A, del triangulo.

Para la segunda de cstas integrales empleamos la misma férmula (2.1),
considerando que la curva paralela a la C segun la distancia constante
2a y el angulo (— «) variable, es la misma curva €, por lo tanto,
se obtiene

- S 2 K 1—cos[2a;4/K
(2.5) F=F—-L\;‘I_{\/—1 sen oy ds -+ ‘E{ 1V ](27z—KF)

de donde

: 1 1—cos [2(1,\/—12]
2.6 . ds = — = 2n —KF
@) fsen e Ak sen[2a,4/%] @ )

A partir de la formula (2.1) y utilizando las relaciones (2.3), (2.4)
y (2.6) se deduce para el arca I, limitada por la curva descrita por el
punto P:

. .. 2r—KF — — tg [0/ K] 1 cos [2 a\/R]]
27) Fy=F+—/—"—]1—cos|l\/K|—sen|hy/K = - L=
S [ cos [1y/ K]—sen [/ K] tg[l,A/K] sen[2a+/K]

sen [h \/T(] Us,

VK
en donde, teniendo en cuenta la relacion

2.8) cos [1; \/I_{] = cos [a;4/K] cos [hA/K]

podemos escribir la expresién que figura entre corchetes en la forma :

2 — cos [a, /K] — sen [a, /K] == [2aV/K]
I I e Zay/E] |+

+ (1-=cos [R4/K]) [cos [a, /K] + sen[a, /K 1--cos [2 a\/I_(]]

sen [Za\/I_{
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e introduciendo en esta la longitud a, = 2a— @; y efectuando opera-
ciones puede transformarse en

_2 sen [-lz—al\/l_{]sen B ag\/RJ
cos [ay/K
4 (1 cos [h \/'Iﬂ) [seu [a1 \/R] - sen [(12\/K]]

sen [2a4/K

(2.10) +

que sustituido en (2.7) da lugar a la principal formula de este trabajo,
obteniéndose que :

El drea limitada por la curva descrilo por el vérlice de un iridngulo
geodésico, mieniras los dos vértices reslantes se apoyan conslanlemente
sobre una curva reqular cerrada, en una superficie de curvalura constante,
viene dada por la formula :

1 — 1 —
om— KF —2sen[§a1\/K]sen[§az\/K]
K cos [ay/K]

— sen [a; A/ K] + sen [a, /K| sen [h\/K]
+ (1—cos [h/K]) son [2ar/K }+ i

@.11) F, = F + +

l]2u

Cuande K es negativo (2.11) puede escribirse de manera maés apro-
piada en la forma

+

1 — 1 -
( — — — —
 9m KF 2 senh [2 a;/ K] senh [2 a1/ K]
@.12) F,— F+

K cosh [ay/— K]
1 (1— cosh[a4/—K)) Senh [ vV/=-K] + seuh [a,4/— K] ]
- (1 h[a4/—K]) sonh [2a v/ K] J +

senh [h4/— K]
——\/T_K_

+ LrQa-

3. A partir de las dos férmulas anteriores (2.11) y (2.12) pueden
deducirse las correspondientes a diversos casos particulares. Indicare-
mos aqui, en especial, las siguientes : Si el punto P pertenece a la misma
cuerda A; A, de longitud constante 2a dividiendo a esta en dos seg-
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mentos fijos @, y a,, se obtiene entonces que en la formula (2.11) debemos
hacer simplemente h = 0, obteniéndose :

1 = 1 —
om—KFIl 2 sen [i a, \/K] sen [5 az\/K]

3.0) F*=F+
B1) F*=F+ = : o FVE]

y de aqui se deduce que la expresion

I %

3.2 -
(32) 2 — KF

es independiente de la curva C de la que hemos partido, e igual a

I 2 sen E ay \/R’] sen E)— ay \/I?]
k cos [ay/K]

(3.3)

Este resultado, constituye la generalizacion del teorema de Hol-
ditch (*) en las superficies de curvatura constante (*¥).

También en el caso general y a partir de la férmula (2.11) se encuen-
tra la expresion :

' ‘i— —_—
(3.4) VK
27— FK

que es independiente de la curva C.

Como segundo caso particular, cuando los puntos A; y 4, coincidan
y la geodésica secante A; A, a la curva C se convierte, por lo tanto,
en la tangente. La curva descrita por el punto P serd en este caso la
curva geodésicamente paralela a la C a la distancia h, curva que se ob-
tiene trazando geodésicas ortogonales a C y tomando sobre ellas a par-
tir de la curva la distancia constante h.

La formula correspondiente, se obtiene de la fundamental (2.11)
cuando hacemos a — 0, y por tanto también a; — 0, ay— 0, conser-

(*) «Lady’s and Gentleman’s». Diary, 1858.
(**) E. Vipav AsascaL (Loc. cit. pag. 142).
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vandose siempre la relacion: a, + a, =2a; tendremos también en
cuenta que la curva envuelta por las cuerdas se convierte ahora en la
misma curva C, a cuya longitud Hamaremos U, obteniéndose:

(35) F,=F & 2a — KF (1— cos [h4/K]) + sen [h4/K] U

| K \/-I—(

Esta formula constituye la generalizacién de la de Steiner en el plano
para las superficies de curvatura constante.
Seccion Matematica

OBSERVATORIO DE LA UNIVERSIDAD
DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






