ENSAYO DE UN ALGEBRA LINEAL INFINITA
EN EL CAMPO DE LAS MATRICES ACOTADAS

POR

Antonio PLans Sanz pe Bremonp

RESUME

Je commence définissant la dépendance linéaire des formes linéaires dans le
domaine des suites au carré sommables, en sens restreint (c’est a dire, les combi-
naisons lindaires ont des coefficients au carré sommables) et généralisé (coefficients
quelconques), portant cette dépendance a les lignes ¢t colonnes des matrices bor-
nées diagonales et des matrices bornées du cas 1 — € (v. ma mémoire intitulée « Al-
gunas propiedades lincales de las matrices acoladas»).

En appliquant le théoréme que j’appelle « fondamental de 1’algébre infinie»,
nous trouvons comme condition nécessaire et suffisante de compatibilité d'un sys-
teme d’équations linéaires que les relations lindaires (en sens généralisé) qu’ont lieu
entre les premiers membres soient vérifiées par les scconds.

Nous finissons ce mémoire en établissant un déterminant infini dont I’annula-
tion est la condition nécessaire de dépendance linéaire (en sens généralisé) d’une
suite d’éléments A1, ..., A%, ... dans ¥. En particulier j’applique ce determinant
a la dépendance des lignes el des colonnes d’une matrice bornée.

Pour le présent article est d’importance fondamentale la classification que j’ai
fait des matrices bornées dans ma mémoire déja mentionnée « Algunas propiedades
lineales de las matrices acotadas ».
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INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones lineales con infinitas incognitas han sido
objeto de estudio desde hace muchos aifios, pues aparte de su interés
intrinseco son de gran aplicacion en el campo de las ecuaciones inte-
grales. Una monografia completa sobre dicho tema es la memoria de
Riesz titulada «Systémes d’équations linéaires a4 une infinité d’incon-
nues » (Coll. Borel) y ya dentro del Espacio de Hilbert exclusivamente
tenemos el estudio sistematico que hace G. Julia en su « Introduction
mathématique aux théories quantiques», 2iéme partie, p. 165 -215.
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El presente trabajo estudia principalmente los sistemas de ecuaciones
lineales con infinitas incognitas en el campo de las sucesiones su-
mables al cuadrado (¥), muchas veces bajo la forma de dependencia
lineal. Aplicamos fundamentalmente la clasificacion que hacemos de
las matrices acotadas en la memoria « Algunas propiedades lineales de
las matrices acotadas ».

Como resultado interesante hallado hacemos resaltar la condicion
necesaria y suficiente de compatibilidad de un sistema lineal no homo-
géneo, que viene a ser la extension natural de la de los sistemas finitos.

Terminamos el presente trabajo definiendo un determinante infinito
cuya anulacién es condicion necesaria de dependencia lineal de una su-
cesion de elementos A%, ..., A%, ... de 7.

Toda la exposicion esta limitada al campo real.

1. FoRMA LINEAL EN ¥

o0
Se trata de la expresién Y a;x;, ha de converger absolutamente
ie1

para todo (x;) € ¥, luego por cl tecorema de Landau («;) € 3. Reciproca-
mente, si (¢;) €3 la forma cs en ¥ pues

a, |

=]
Ya;x; = ||| |, T, .. ||
o1 .

Considerar una forma 3 a;x; en ¥ cquivale a considerar las solu-

00
ciones en ¥ de la ecuacion lineal ) a; x; = 0. Pues
1:=1

3 ;0 = 0,2, + Faiw, =0, )

7:=1

por ejemplo @ + 0, dado (x,, %3 ..) €%, ¥ = — 1 f} a;; y

1y v
(%y, Xy ...) €3 Y reciprocamente, dada una solucion de (1) de X,
(g, 5, ...) € XH.
La idea de la convergencia de formas lineales en ¥ es exactamente
la convergencia débil. Pues podemos decir que f® —f si el valor

n —00
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numérico que adopta f para todo X & ¥ converge al de f para X:

)
1=

(n) 2
a;” T, — 3 a;%;,
i=1

1 t=
0 sea asi
AMY L A X, n —» oo

para todo X € X y esto no es mas que A — A.

2. DEPENDENCIA LINEAL DE FORMAS LINEALES EN ¥

1. Decpendencia lineal en . Queremos decir con esto que los
coeficientes A; que aparecen en la combinacion lineal constituyen un
sistema (4, 4, ...) €. Se comprende que entonces las formas consi-
deradas

fi=Sdv, (=12 ®)
k-1

scan de matriz
lf] € @.

Diremos que las formas f; son linealmente dependientes (o simple-
mente dependientes) si existe un sistema de cocficientes (Z»;) e no
todos nulos para los que se tenga idénticamente para todo (x5) e %

MhA dofot o+ Afid o= lim 3 Af; = 0. ®)

#—>001=1

Esta definicion equivale a decir que una de ellas f» (de coeficiente
A, + 0) es combinacién lineal de las restantes, con coeficientes de .
Basta despejarla.

Cuando no tengan lugar las circunstancias anteriores, diremos que
las formas consideradas son linealmente independientes (o simplemente
independientes).

Diremos que las ecuaciones homogéneas

é}laf:ck —0 (i=12.) (4)

son dependientes o independientes segin lo scan respectivamente las
formas de sus primeros miembros.
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Veamos la repercusion que todo esto tiene en los coeficientes ai.
Llamaremos idénticamente nula una forma f, y se escribe f =0, si toma
el valor cero para todo (x3) € #, y decir que las formas f; son lineal-
mente dependientes equivale a decir que existe una forma combinacién
lineal de ellas con coeficientes no todos nulos que es idénticamente nula.

TeoremMa 1. La condicién necesaria y suficiente para que una

forma f sea idénticamente nula: = ﬁaix,- =0 c¢s que todos sus
i=1

coeficientes sean nulos ¢; =0 (i =1, 2, ...).

Pues si asi ocurre desde luego f es idénticamente nula. Y si f es idén-
ticamente nula en particular, se anulara para

e,(1,0,0,..), ¢,(0,1,0,..), ..., ¢,(0,0, ...,0,1,0, .., ...

o sea sustituyendo :
a;=0 i=12,..) : s. q. d.

(3) se puede poner en la forma :

i A; i df T = (5)
i1==1 k=1
o también :
i x, ( f] at 2,-) =0. (6)
k=1 \i=1

Por lo anterior, al ser idénticamente nula (6) se habran de anular todos
sus coeficientes : ‘

Said=0 (k=1,2,..). (7

Luego el sistema lineal homogéneo (7) ha de tener soluciones
=+ 0(4;) € %. De otra manera :

«Las filas formadas por los coeficientes a¥ de las formas f; son li-
nealmente dependientes con los mismos coeficientes que los que multi-
plican cada forma f;».

Reciprocamente, si las filas formadas por los coeficientes de las formas
fi= f‘,a’fxb son dependientes (o sea si se tiene (7) para 4; = 0), son

E=1
dependientes las formas, con los mismos coeficientes.
Pues de (7) se deduce, multiplicando la ecuacion k-ésima por
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Z; ((x) € ¥) y sumando (6), que equivale a (3). Y (5) e¢s lo mismo que
poner X 4;f; = 0 que se ha de verificar para todo (x;) £ .
i=1

« Al agregar o suprimir de una matriz |af| una linea combinacién lineal
de las paralelas, la dependencia de las lineas perpendiculares no altera ».

Esta proposicion puede enunciarse de otra manera, por lo visto so-
bre las formas:

« Al agregar o suprimir a un sistema de ecuaciones

Sdia,=0, [djsa (=12.) (8)
k=1

una ecuacién combinacion lincal de las del sistema, la solucion del sis-
tema no ha alterado». Llamando como en cl algebra corriente sistemas
equivalentes aquéllos que tienen las mismas soluciones (toda solucién del
primer sistema lo es del segundo y toda solucién del segundo lo es del
primero), cabe este otro enunciado: « Si en un sistema lineal homogé-
neo (8) sc agrega o suprime una ecuacion combinacion lineal de las res-
tantes, cl sistema resultante es cquivalente al dado ».

Probemos la agregacion. Afiadamos por ejemplo la fila (b*), teniéndose

V=3 Ad (k=12 (9)
i=1

con 4; no todas nulas. Hemos de probar la equivalencia de los sistemas

z a? xk = 0
atz,=0 (I II 10
Sdm=0 O Gt @ (10)
Evidentemente toda solucién de (II) es de (I) (al agregar ecuaciones
o permanccen las soluciones primitivas o suprimo algunas). Para ver
que toda solucion de (I) es de (II) basta considerar una cualquiera z,
y ver si verifica la ecuaciéon anadida :

Z0E =0 a1

Para ello sustituyamos en la ecuacion f} b*x, =0 los b* por sus
k=1
expresiones (9) y tendremos

i(f_‘,zia{i‘>xk=0, B4 (Zatm)=0, como Tat¥=0 (=12.)
2 k k

k=1 \i=1

* por hipdtesis, X 4; (Z ak .m—',,) = 0 luego (11) se verifica.
T \&
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Queda demostrado el teorema también para la supresién de una
ecuacion, pues si al suprimir una ecuaciéon alterara la solucién (z) al
afiadirla, como no altera, tendriamos que en definitiva habria cambiado
la solucién de un sistema que no se ha modificado lo que es absurdo.

Este teorema puede aplicarse a la agregacién o supresién de una
infinidad de ccuaciones (de matriz ¢ &) combinacién lineal de las res-
tantes, siempre que las relaciones lineales existentes, reiteradas un nu-
mero finito de veces, nos conduzcan a expresar cada una de las infini-
tas ecuaciones agregadas o suprimidas como combinacion lineal de las
restantes.

2.0 Dependencia lineal en general. Sean las formas

oo
fi=Xadlx,
k=1

en general |af| e &. (%)
Diremos que son dependientes si alguna de ellas es limite de com-
binaciones lineales finitas de las restantes, asi por ejemplo:

h=1lim X A"f,.
2

7 =>00 1=

Precisando, si el valor numérico que toma f, para todo (x;) & ¥ es
limite de los valores numéricos que toman las formas en % :

2 A0,

=2

para el mismo elemento (w;).
Caso contrario seran las f, independientes.

Obscrvacién 1.8 La definicién dada comprende la dependencia en &
como caso particular, pues alli si por ejemplo 4, + 0,

h=tim % (— ).

n—>00 {=2

Los coeficientes (— %) g I cen este caso y no dependen de n.
1

Observaciéon 2.2 La dependencia lineal de un numero finito de for-
mas estd incluida en la definicién anterior.

() @ significa «no pertenece a».

30 — Collectanea Mathematica.
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Veamos cn que se traduce la dependencia lineal que acabamos de
definir. Se tiene, si f = A X = 3} a;7; depende linealmente de las for-
mas f; = X a} z,

[ =lim % A7 ..

n~00i=1

n o n . .
Pero X A" f, =3 (Z A af).’ck es una forma que tiene por coefi-
i1 k=1 \i=1

n

cientes las coordenadas 3 A" ¢* de un elemento V* luego por lo dicho
i=1 (k=1,2,...)

en pag. 287. V" — A.

7 —=00

Llegamos a la conclusién de que los coeficientes de la forma limite f
constituyen un elemento A de 3 limite débil de los elementos V* cuyas
coordenadas son los coeficientes de las formas combinacion lineal que
convergen a la dada.

Pero vamos a ver que la dependencia lineal que acabamos de ver
se traduce en la convergencia débil cquivale a la dependencia lineal
correspondiente por asi decirlo a la convergencia fuerte. Es decir, sea
la sucesion A?, A2, ..., A%, ... (A% son los elementos que tienen por coor-
denadas los coeficientes ¢ # de las formas f%). Sea A = limite débil
de combinaciones lineales finitas suyas. Como una m.l.c. es también
cerrada en el sentido débil resulta que A £ m.l. c. determinada por
Al A2 . A% ... luego A es limite fuerte de combinaciones lineales
finitas suyas.

Por consiguiente la convergencia débil no dice nada nuecvo en el
sentido algebraico lineal. Esta es la causa de que no haya desempe-
fiado ningun papel en la representacion analitica del E,, proyectivo (%).

En el algebra finita como toda relaciéon lincal entre elementos

es finita :
ﬂlAl + “es + ﬂ.”An = O

forzosamente se traduce en ser uno de ellos combinacién lineal de los
demés, por ejemplo, si 4, + 0:

1 j’n
Al =—iA2—...—2; A,L.

En el algebra infinita que estamos considerando no siempre ocurre asi,
y este fenomeno es inherente al paso al limite.

7

() V. «Espacio proyectivo con base dada por una infinidad numerable». Es-
tudio Analitico.
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Sea la combinacion lineal finita convergente a cero :

3 AY A, —0. (12)

i=1 n—00

Supongamos que siempre por ejemplo 2% + 0. La condicién necesaria

y suficiente para que sc pueda resolver en la forma A; =lim 3 Iutln) A;

# —>00 1=2

es que A” — A+ 0 (en particular =2 n=1,2.). Si no, no

7l — 00
puede ser. Y entonces (12) sera, o una relacion lineal aparente (por ejem-
plo, como veremos, en una matriz diagonal del caso 1— &) o una re-
lacién lineal propiamente tal, es decir, que no se satisface idénticamente
(como en una matriz diagonal del caso 1— €).

3. DEPENDENCIA LINEAL ENTRE LAS LiNEAS DE UNA MATRIZ
DIAGONAL ACOTADA

Sea una matriz acotada diagonal

la; 6% (13)
en ella
011
2
Af=|l0] :
a; || i
0 :

Una combinacion lineal de las n primeras columnas sera de la forma

hY
A a;

Ag’) ay

” .
(fz) i
1’§1 At A - z-/(tn) a,

0
0
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”
Para que ¥ A" A% — 0 es necesario y- suficiente que

t=1 # —00

B 2080 @; I a—0 @

# — 00

Sea s > 0 un sistema
S
(< P
7 —co
(" =12 ) i fijo cualquiera
s st s

tal que Z”} (s™)? — 0.

1=1 # — 00
Entonces (14, b) se verificara si

(n)
e <A < 2

|a;

Si (13) es regular :

(14)

(15)

y siempre se puede encontrar A" verificando (15), luego (14,b) y tam-
bién (14, a). Por tanto aparenicmente las lincas de (13) son dependien-
tes, pero no es asi. Esta dependencia lincal sélo cs aparente. Basta
ver que la verifica cualquiecr X e . Pues scan los sﬁ") considerados

anteriormente. Tendremos

n 2 n
Tse| < T(s)Ta—0
i=1 =1 i=1 n->oco
”n ()\2 "
pues SE)'—0 y  Za—|X[2+o0.
=1 7 — 00 =1 # —co

extremo inf. |[a,]

Veamos (13) del caso 1— €. Entonces 1
extremo sup. la_l

— oo

y el segundo miembro de (15) toma la forma para . 0-

Il — oo

=0,
=+°0

oo,

Ya se advierte la posibilidad de la existencia de relaciones lineales

propiamente tales de la forma X A" A% — 0. Véamoslo en un ejemplo.

1=1 7 —co
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Sea la matriz

DNl =
~ o

Tomemos A = I—: Comprobemos que se verifica (14,2) y (14, D).

En efecto
_i —0 { i fijo
n n — oo,
n i21 7 1 1 1 1 n 1
Zep=Zp ptpt - tTe=p=n )

n

El elemento V(l, 1, vy =y
2 i

del dominio de valores de A pues procede unicamente de (1, 1, 1,...) &1 .

Y vamos a comprobar que, en efecto, no wverifica la relacion
n 1 1

S, —x; — 0. Pues haciendo x; = + resulta

i=1 n 1 —>00 4

= 1
> e puesiz‘,1 a2 converge, sin embargo no es

12 1
e b tn=n=1 =140

n n n n oo

n

i
i=11

4. DETERMINANTE DE GRAM DE UN NUMERO FINITO DE ELEMENTOS
Al A2 ., A" DE X

Como sabemos, es el determinante simétrico (%)

AV A AT AT

A=\ oo, (16)

A7 A AT AT

(*) V. Julia, G. « Introduction mathématique aux Théories Quantiques», 11, p. 31,
En adelante indicaremos abreviadamente esta memoria poniendo T. Q. IL
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14

que es mayor o igual a cero segiin que respectivamente Al, A2, ..., A
sean independientes o dependientes. A continuacion vamos a dar una
demostraciéon nuestra de que la condicion nccesaria y suficiente para
que Al, A% ..., A” sean dependientes es que su determinante de Gram
sea nulo.

Pues sea

AF =

l
=
o
I
L)
N
N

ak

12

=l oo
DX el XY aldd

=1 t=1 =1
o0 =

4 Yatal......... X aid}
y — | i=1 i=1

o0 ’ 1 00 oc 2
Ydia} Y aia?... X ()

i=1 i=1 j=

La anulaciéon de este determinante equivale a tener
w(Satet)+m(Eaa)t .t m(Faw)=0 =129
i=1 i—t i=1

para u, s, ..., #, no todos nulos. Pero esto equivale a poner

S (@4 ppa? -+ opa)at =0, (k=1,2, .71
i==1

lo que indica que el elemento puy A+ p, A2 ...+ u, A" del espacio
determinado por A1, .., A" es ortogonal al mismo tiempo a A1, .. A’
lo que exige su anulacién :

AN pp A%+, AT =0
para uy, g, ..., 4, no todos nulos. Por consiguiente A1, A2, ..., A” son

linealmente dependientes.
El reciproco se demuestra invirtiendo el proceso.
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5. ORTONORMALIZACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES HOMOGENEAS

Vamos a encontrar el conocido proceso de ortogonalizacion de Schmidt
en forma algebraica.
Un sistema de clementos de

B, B2 ..
se dice ortonormal si
B" Bl = ¢,
en forma matricial :

|BYB2...|"-|B*B%...| = L.
«Sea un sistema de ecuaciones homogéneas

A;X =0, esdecir Nabm,=0 (i=1,2..) (17)
k=1

Sea 7, una solucién no nula (supuesta existente), (%) € .
La ecuacion

3

Ty T, = 0 (18)
k=1

no es consecuencia del sislema .

Como en el algebra corriente una ecuacién sera consecuencia de otras
si se verifica para tedas sus soluciones comunes. Si (18) fuera consccucn-
cia de (17) en particular se verificaria para ¥, o sea X, (%) =0, 1, = 0,
lo que es absurdo. *

Una tal ecuacién independiente de las (17) la llamaremos «inde-
pendiente ortogonal » (%).

Observemos que esta definicion cs reciproca, f; =3 af v, = 0 (i fijo)

k

es independiente ortogonal de X x; x, = 0 (pues una solucién de esta
k

) 1 2 k
CCuaCiON €S @; , Uiy veey Ai s oou).
Consideremos el sistema homogéneo

(=4,X=0 (19)

(') Empleamos estos términos geométricos por comodidad.
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TEoREMA 2. Si se quita o afade al sistema (19) una ecuacion
f=AX=0 (20)

tal que f sea limite de combinaciones lineales finitas de las f;:

f=lim 3 A f,, (21)

7 —s00 1=1

el sistema resultante es equivalente al primitivo.
En particular queda incluida la simple combinacién lineal finita

[ = g‘l}*i [

El enunciado del teorema equivale a decir que la ecuacién (20) qui-
tada o anadida es consecuencia de las restantes.
Basta ver la agregacién. Tenemos los dos sistemas

[i=A;X=0

" m (22

n—s00 =1

cuya cquivalencia se trata de establecer.

Toda solucion de (I) Io es de (II) pues satisfara la ecuacion anadida
f = 0. Reciprocamente, toda solucion de (II) es de (I) pues en par-
ticular satisfara f; =0 (i =1, 2,...).

Definicion. Diremos que cl sistema de ecuaciones homogéneas

/,-EAiXEgai-‘xk=o(i=1,2,...>f,- e da (23)

es ortogonal si cada ecuacion es independiente ortogonal de las restan-
tes. Esto significa que

AiA; =0  (@i+)). (24)
O sea que A; es una base ortogonal de

V=[A4, A4, ..].

Sera cl sistema (23) ortogonal normalizado u ortonormal si {Ai}
es ortonormal, o sea abreviadamente

AiA; =8 o A 4=
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Evidentemente el sistema resultante de la normalizacién

(ReH]|

es equivalente al primitivo.
Reduccidn de la resolucién de un sistema de ecuaciones homogéneas

[i=A;X=0 (fie Q)i=1,9., (25)

no ortogonal a la de un sistema ortogonal equivalente.
Los sistemas -

fl = O /1 = O
fz =0 fz =0
@< ... A< .....
f, =0 (r) Uy Agfy A o Ay [y 1 =0 ()

son equivalentes, cualquiera que sea el sistema de valores atribuidos
ad, Ay s A_qe

Toda solucion de (I,) satisface (II;) pues anula las r—1 primeras
y satisface también (r,) pues anula las formas f,, f;, ..., f,_;. Reciproca-
mente, toda solucion de (II;) lo es de (I;) pues satisface desde luego
las r—1 primeras, y la tltima también, pues puede obtenerse restando
miembro a miembro de (1)) 4, f; =0, 4,f,=0, ..., 4,_,f,_; =0.

Evidentemente el sistema total

.....

.....

...........................

...........................

seran equivalentes.
Si la ccuacién f, = 0 es combinacién lineal de f; =0, ..., f,_; =0
lo mismo le sucede a f,+ 4, f; + ... +4,_; f,—y =0 para todo sistema

31 — Collectanea Mathematica.
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de valores atribuidos a 4y, 4y, ..., 4,_; y reciprocamente, luego (r,) y (1)
son simultaneamente dependientes o no de las f; =0, ..., f,_; = 0.

Tratemos de fijar los coeficientes 4,, ..., 4,_; con la condicién de que
(ry) sea independicnte ortogonal de f, =0, .., f,_;= 0. Observemos
que si f, = 0 depende de f; =0, ..., f,_;, =0:

/rEzl/J_}""'+ir—l/r—1 ”” fr_z_lfl_—'“_}:r—lir—lzo (26)

(como veremos més adelante), tenia que ser asi, puesto que por lo dicho
mas arriba (26) tiene que depender de f, =0, ...,f,_, =0, y como al
mismo tiempo tienc que ser independiente esto sc concilia con que sea
una forma =0 (todos los coeficientes son nulos).

Escribamos el sistema (I;) desarrollado :

—_ 1 2 P
X2a G=ay 4 atht...o+d x4 =0
— 1 k
Za,_ixk=a,_1x1+ ...... —l—a,__lx,,—l— =0
k
k — 1 &
%a, Tp=a,T;+ ... +a; x4+ ...=0

Escribiendo que (r,) sea independiente ortogonal de las r — 1 pri-
meras tendremos :

;af (@ +Aai+ ...+ 4 _,d_)=0
...................................... 27
gaf_l(a’:+llai’+ cei A _ydt_)=0

0 sea

AY@y +...4+24_,3dd_=—3d o
% % %

E k Ek
h¥a,_jai+ ...+ /1r—12k1(ar_1)2=~—2a,_1ar
k k

Se trata de un sistema de r—1 ccuaciones con r— 1 incégnitas:
Ay «os A,_y, no homogénco, de determinante

...................
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no nulo si suponemos f;, f,, ..., f,_; 0 sea los elementos A4, (), ...,
A,_, (a%_,) independientes, ya que dicho determinante es su determi-
nante de Gram. Evidentemente suprimiendo la forma f; combinacién li-
neal de las anteriores, cualquiera que sea r podemos suponer la indepen-
dencia en cuestion y entonces habra una solucion # 0 y una sola. Si el de-
terminante de Gram es nulo las formas de los primeros miembros son
dependientes. Si gy, ..., #,_; son los coeficientes no todos nulos de una
rclacion lineal entre cllas, se tienc que estos coeficientes lo son de:

141 a; + 223 (l’é + e + My_1 (l’:—l =0 ”
S(natt ot g =0
sy (— Ea a} db) + .. + py_y (— kz as_,a}) =0,

o sea que los segundos miembros verifican toda relacion lineal entre los
primeros. Suprimidas las ecuaciones combinacion lincal de las restan-
tes, siguiendo el camino clasico tendremos infinitas soluciones (4, ...,
A,_1). Lucgo cl problema que perseguimos de buscar f, -+ 4, f; + ... +
+ 4,_1/,_1 =0 indecpendiente ortogonal de fi, ..., f,_; ticne soluciéon
unica si f;, ..., f,_;, son indcpendientes, y admite infinitas soluciones
si son dependientes.

Puesto que los sistemas (I;) y (II;) son equivalentes cualquiera que
sca r y cualquiera que sea el numero de veces que sc¢ sustituya una
ecuacion (ry) por (r,) aplicaremos esta sustitucién reitcradamente, con
la condicion siempre de independencia ortogonal. Por tanto partiremos
de f; =0 y la dejaremos igual, o sea la sustituiremos por f; =0,
fi=/;. A continuacién sustituimos f, = 0 por la f,=f,+ A®J,=0 in-
dependiente ortogonal de f; = 0. Tendremos

’

L - - ) AjA, - AlA, —
A=A, Ay A, +2PA) =0, AP =—20220 4 a4, 12
— i IA [ 140
2
Resulta el sistema equivalente
[=A4,X=0
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En vez de f; pondremos

A3

(

B ’ (3) (3) .
/;Efa"l' ;*(13\f_1+1§3)f2, {[if Ag+ A A -+ 23 l) 0
L

s(Ag+ 1A+ 2P A) =0

pero esto se simplifica :

Ajag+ AP =0 o Aidy o Aid,
Ag Ay + XA, = 14, 4.1

luego
— AjA, - AJA, -
Ag=Ay— 24 224,
IAq] I A4,

Y reiteramos indefinidamente con lo que obtenemos un sistema equi-
valente :

fi=A,X=0]
fr=A4,X=0 l
............. t (29)
li=A; X =0 |
............. J

que por construcciéon es ortogonal. La ley de formacion de los A;
viene dada por el sistema recurrente :

[(A,=A4,
- AlA, -
Ay=A,——=2 4,
) Ay
................... (30)
- AjA; - Aj_J A, -
i=A— A A
(REHY A sl

Es el proceso de orfogonalizacién de Schmidt pasando de la base A;
de V=[A,,A,, ..] a una base ortogonal A,, A,, ..., [Al, 25 oo
En efecto, A; se puede despejar como combinacién lineal d(, AL A, .., A,
¥y A, es combinacion lineal de A; y A, ..., A;_, y partiendo de A, = A,
se ve que A es combinacion lineal de A;, A;_,, ..., A;. Luego una com-

binacién lineal finita de los A; lo es de los A; y reciprocamente.
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El sistema ortogonal equivalente (29) obtenido es facil de normali-
zar, obteniéndose

||j_'=|

i=AX =0, Al =

>

A0

«Dadaunam.l.c. Vy X ¢ ¥ siempre de una manera tnica se puede
descomponer X como suma de un elemento £ ¢ Vyotron ¥V
(v. Julia, G., T. Q. IL p. 53).

Traduccion algcbraica: «Dado un sistema A; X =0 (i =1,2,..),
toda ecuacién A X = 0 puede cxpresarsc de manera unica como suma
dec una ecuacion limite de combinaciones lineales finitas de las ecua-
ciones A; X = 0 del sistema y dc una ecuacién independiente ortogonal
del sistema ».

6. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA INFINITA

Esta proposicion en el fondo consiste en la idea de multiplicidades
lineales ortogonales complementarias, pero precisamente la repercusion
de este concepto en los sistemas de ecuaciones lincales es lo que des-

taca el teorema cn cuestion.
«La condicion nccesaria y suficiente para que una eccuacion

[=AX=0 (31)
sea consccuencia del sistema
[(=A4;X=0 (32)
es que f sea el limite de combinaciones lineales finitas de las f; o seca que
A=lim 3 A" 4,
W —>00 t=1

La condicién es suficiente. (Teorema 2).

Es necesaria. Sea V la m. L c. determinada por A;(i=1,2,..).
Decir que A X =0 es consccuencia de A; X = 0; —1, o..) significa que
para cualquier X: A; X =0 se verifica A X = 0. O sea quc A es or-
togonal a la m. l. c. ortogonal complementaria de V, luecgo forzosa-
mente (v. Julia G., T.Q.II, p. 52) A ¢ V y por tanto

A=Im X A" 4, s. q. d.

i —>00 i=1
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Corolario. Sea el sistema 4;X =0 y supongamos que sea equi-
valente al obtenido afiadiendo ecuaciones B;X=0:

IliX:‘—O

A; X = O} equivalente a { B, X =0,

Cada B; X =0 cs limite de combinaciones lineales finitas de las
141: X = 0-

Pues 4; X =0 es equivalente a

(A, X =0
i BioX = O.
rAi X = O .
Toda solucion de 4; X =0 lo es de { ) y como estas tltimas

son las de A; X =0 que satisfacen B;, X =0, resulta que todas las

satisface, luego B; X =0 cs consccuencia de A; X =0 y aplicando

el teorema fundamental queda probado lo que pretendiamos.
Conviene tener en cuenta que si 3 &Y y; =0 ([ =1,2,..) son las

relaciones lineales en & que veriﬁcaltl las filas de
A=|d]ea,

la m.1. 4, es densa en la m.l.c. dada por estas relaciones. Luego
cuando 4, es cerrada, coincide con ella.

Obscrvemos que ||a? A tienc la misma [4,] que A puesto que
las relaciones lineales en ¥ entre las filas no han variado.

Una m.1. que no verifica ninguna relacién sera densa en .

«Si A es bicontinua (A ¢ 8) 4, es cerrada y reciprocamente ». Lue-
go por lo anterior coincidira con la m.l.c. dada por las relaciones en
# que verifican las filas de A.

TeoreMA 3. Sca B*(b%) un sistema o.n., la matriz | B*] es de
la clase & (bicontinua). (1)

Pucs el dominio de valores viene dado precisamente por las relacio-
nes lincales en  entre sus filas, ya que si un clemento Y las verifica,

(*) Por consiguiente, al pasar de un sistema lineal homogéneo al equivalente
ortonormal pasamos a un sistema cquivalente cuya matriz de coeficientes perte-
nece a la clase 3.
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puesto que {B"} es una base ortonormal, vendrd dado como sabemos
por la serie Y = i (Y 'B¥) B,
1

TeorEmMA 4. Una matriz A = |A*| del caso 3— & es tal que
ninguna sucesién 4, 13 puede hacer converger la serie f A, AR,
1
Pues admitamos que i A, A®* =Y. Entonces como por otra parte
1

Y ¢ A4, tendremos Y = f: &, Ak &, c K. Pero esto lleva consigo
1

2” (Ar— &) A* =0 lo que indica que los A* son dependientes, lo cual
els absurdo puesto que habiamos admitido implicitamente que los ele-
mentos A* eran independientes al suponer que el sistema i Ak 2 =0
no tenia solucién =+ o en . 1

En particular la matriz anteriormente considerada | B*|| por estar
en cste caso le ocurrira lo que acabamos de demostrar. Podemos ver

o0
esto directamente. Si admitiéramos ] 4; B* convergente, sea Y =
1

= :‘_‘, Ay B* =1im ¥ 2, B¥, multiplicando por Bk :
1

n—=00 1

BWY = BW [lim 3 A, BY] = lim 3 4, (BY BF) — Ak,

n—>00 1 n—>00 1
- por consiguiente haciendo variar k, = 1,2, ... tendriamos que

(Zk) € %'

7. INVARIANCIA DE LAS CLASES MATRICIALES & Y € POR SUPRESION
O AGREGACION DE LINEAS QUE CONSTITUYEN UNA MATRIZ DE LA CLASE &

La supresion o agregacion de un numero finito de lineas paralelas
a una matriz € & no altera su clase (%6 Q).

Més general : Si suprimimos o agregamos a una matriz de & una
sucesion de lineas (filas o columnas) formando una matriz € &, la matriz
resultado sigue siendo de la misma clase que la primitiva (%6 @).

Pues si la matriz dada cra de & al agregar una de & resulta una
de # y lo mismo al suprimir, pues queda un menor suyo (%).

(1) V. «Algunas propiedades lineales de las matrices acotadas», § 8.
En adelante, este trabajo lo indicaremos abreviadamente con A. P.
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Si la matriz dada era de la clase @, al agregar esas lineas no puede

resultar de & pues entre los menores de la matriz resultado esta la dada.
Y al suprimir no puede resultar de & pues entonces, por agregacion,

la matriz dada seria de &B.

8. Paso pE UNA MATRIZ A = ||A*| DEL cAso 1— & A UNA MATRIZ
DEL CASO 1— @ POR MULTIPLICACION DE LAS COLUMNAS A?

POR 4; (k=1,2,...) Y VICEVERSA.
Lo mismo se puede decir de las filas, puesto que la matriz transpuer-

ta pertenece al mismo caso.
TeorEMA 5. La condicion necesaria y suficiente para que |4, A

e1-—Ces que
| & |[<m y extremo inf. || =0.

Observemos que B = |1, A% =A A

siendo
M

Veamos primero que A ha de ser de &, o sea que |4 |p=1,2..)
esta acotada superiormente. En efecto, al ser B ¢ & sera
k

3 @y
=1

S (@Ehr<k X<
i=1

pero por la regularidad de A

O<p<S(@Pk=102.)
i=1

luego 13 < ;-; (k=1,2,..).
Probemos ahora que extremo inf. |4, | =0. Esto equivale a pro-

bar que 4 ¢ 1—¢C. En efecto, se tiene AAd=B, A=A"1 B,
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como A~ es regular con A resultara que 4 y B seran del mismo caso
(v. A. P., § 7, Teorema 7). Luego si Be1—@, 4 81—¢€ y reci-

procamente. s. q. d.
Corolario. La condicién necesaria y suficiente para que por pro-
ducto por la sucesién o) de las columnas B* de una matriz B = | B¥|

del caso 1 — @ resulte una matriz regular es que | o, | no admita cota
superior y que | g, | >m >0.

Pues si
|Bto;|=Be1—8,  B=BZX
siendo
1
— 0
Glo'o O 0'1 *
Z = °. s 2_1 = 1
0 o 0o —
Ok

Luego B= BY !y la condicién necesaria y suficiente para que
esto se dé es que

1 .
extremo inf. m =0, equivalentc a |o;| no acotada superiormente
k

y

. 1
m < m equivalente a |0y >};1- >0 s. q. d.

9. DEPENDENCIA LINEAL ENTRE LAS LINEAS PARALELAS DE UNA MATRIZ
DEL CASO 1 —@.

Sea A = AL ..., A% ...] del caso 1— @. Supongamos que se ha
conscguido mediante una cierta sucesion Ar que

B =|A AL,..., A, A, .|

sca regular. Entonces nunca podrd darse una dependencia del tipo

Al =lim Z,uk

n—>00 2

entre los A%, pues se puede poncr esto en la forma

1 ;45;”
A Al = hmZ( )(1 AB)

fn—+=00 2

92 — Collectanea Mathematica.
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lo que cs absurdo que ocurra entre las columnas de una matriz regular
puesto que implica la existencia de una relacién lineal en & entre las
filas. Luego

TEOREMA 6. Dada una matriz del caso 1—@, si se puede conse-
guir pasar al caso 1— B mediante el producto por columnas por una
sucesion numérica, forzosamente no puede ser una columna limite de
combinaciones lineales finitas de las demé&s. Por consiguiente tnica-

. n
mente habra relaciones lineales del tipo lim 3 A% A% =0 en que no

n—>00 1

se puede despejar ningun A% fijo.

Ejemplo : matriz diagonal del caso 1 —C.

En contraposicion, si nunca se puede conseguir asi que la matriz
resultado sea regular, lo inico que podemos asegurar e¢s que puede ser
alguna columna limite de combinaciones lineales finitas de las restantes.

Ejemplo: En A. P. § 6 se vio esta imposibilidad en la matriz
simétrica

01000 ......
10100 ......
01071¢g ......

e e s s s e e e et

Y efectivamente, en esta matriz se observa que por ejemplo la pri-
mera columna es limite de combinaciones lineales finitas de las restantes.

10. DIFERENCIA ALGEBRAICA ENTRE LAS CLASES C v &

Si una matriz
A= |ATA% .. A% .|
es de la clase 83 y

X =1lim 3 A} A% (33)

n—>00 k=1

X & A4,, por consiguiente

X =3y, 4k (34)
1
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con y, € ¥. En cambio, si A ¢ @, de (33) no se sigue en general la exis-
tgncia de (34) pues 4, no es cerrada, si bien densa en las relaciones
lineales en ¥ entre las filas.

11. CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE DE COMPATIBILIDAD
DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Sea el sistema
=S da=c, (=12.) (35)
las formas lineales f; de los primeros miembros son en & y se trata de
hallar las soluciones en &. Lo podemos expresar en la forma

A; X =¢ . (36)
A;(a} a2, ..., ak ) e &, X (), Tgy ooy Tpy -..) € K.

_ Observemos que decir soluciéon en & de (35) (1) es decir solucion
X en @ del sistema homogéneo auxiliar

_q%+§d%=a (i=12..) (37)

X (Zgs Ty oy oeey iy ...) con la coordenada
Zo + 0. (38)
Las filas de la nueva matriz
A (—chal, ., ab.)el  (i=12.).
Consideremos pues el sistema homogéneo auxiliar
A; X =0.
Si designamos por e, el elemento

(«,0,0,...,0,..) con o + 0,
T N

la condicion (38) puede expresarse en la forma
e X +0. (39)

() Silla®ll e A es intercsante observar que admitir solucién en A de (35) exi-
ge automaticamente que (¢g) € .
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Vemos asi que decir solucion del sistema (35) se traduce en la veri-
ficacion simultanea de las relaciones

Aé);%;g} i=12.) (40)

Estas condiciones, por equivaler al sistema planteado (35), scran

necesarias y suficientes para la compatibilidad del mismo. El sistcma

A; X = 0 por ser homogéneo siempre es compatible, y lo que se requiere

como condicién necesaria y suficiente es que alguna de sus soluciones X
no satisfaga la ecuacion

X =0. (41)

Pero esto es lo mismo que decir que esta ccuacién no es consecuencia
del sistema A; X = 0.

Luego la condicion necesaria y suficiente para la compatibilidad del
sistema (35), en virtud del teorema fundamental del Algebra infinita,
sera que

& +lim 34" 4, (42)

n —>00 t=1

es decir, que no pucda obtenerse como limite de combinaciones lineales
finitas de las A;. Como no hay mas posibilidad que se verifique (42)
o0 que no se verifique y respectivamente que cl sistema (35) sea compatible
0 que no lo sea, resulta que sera condicidn necesaria ¥ suficienle de in-
compatibilidad que

& =lim 3 4" A, (43)

n—>00 i=1
Para ver mejor lo que esto significa formemos la matriz

€ « 00 ...0
1
Al —e;ata} ... &% ...

D R R R N ]
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(43) equivale a que se verifiquen simultdneamente las relaciones :

im 3 A™ A, =0 (D)
n—-00 =1

(44)
lim 3 A% ¢, +0, (11)

n—->00 i=1

ya que « es arbitrario distinfo de 0.
Designemos 3 A" A; por V™, y por p, = S A" ¢;. En estas formu-
1 1

las implicitamente suponemos que si V(® — V (V es nulo), el elemento

7 —20
V(™ obtenido anadiendo la coordenada p, (— p) a V(™ converge al
elemento V obtenido afiadiendo la coordenada p a V. Y reciprocamente.
La validez de ambas afirmaciones es facil de deducir.

Las formulas (44) expresan precisamente que las relaciones lincales
(limites de combinaciones lineales finitas) cxistentes entre los primeros
miembros de (35) no son verificadas por los segundos. Y como (44, I)
y (44, II) son la traduccién de (43) y puesto que (43) es la condicién
necesaria y suficiente de incompatibilidad de (35), resultara que

TeorEMA 7. La condicién necesaria y suficiente para que el sis-
tema propuesto (35) sca compalible es que las relaciones lineales exis-
tentes entre los primeros miembros sean verificadas por los segundos.

Notese que la condicion hallada es exactamente el paso al limite
de la del algebra finita.

Corolario 1.2 Todo sistema lincal homogénco es compatible. En efcc-
to, posee siempre la solucion trivial (0,0, ...,0,0...).

Corolario 2.0 Si la matriz de (39):
Al

la] =} - (45)

es acotada y de la clase 8, entonces las relaciones lineales son del tipo
3 A4;A; =0 con (4,) ¢ #. El algcbra de la clase & es como la finita
(v. A. P. al final).
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Corolario 3. En particular si nunca es

lim l"{n) A,; = 0
1

# 00 =

significando realmente una relacién lineal (o sea no idénticamente sa-
tisfecha), o de otra manera, si los primeros miembros de (35) no veri-
fican ninguna relacién lineal entonces el sistema (35) es siempre com-
patible. Si | a*| e & previamente ha de ser (c;) € ¥. La condicién
hallada es también condicion necesaria ademas de suficiente para que
se tenga compatibilidad cualesquiera que sean los segundos miem-
bros. En efecto, supongamos que el sistema (35) sea siempre compatible,

es decir, que admite solucién en ¥ cualesquiera que sean los segundos
miembros :

¢  (i=1,23,..).

Entonces los primeros miembros no pueden admitir ninguna relacién
lineal, pues si asi fuese ésta seria idénticamente satisfecha.

Si la matriz (45) del sistema es de la clase & bastara que el sistema
homogéneo traspuesto

A;y; =0

s

no tenga ninguna solucién distinta de cero en ¥. Precisamente sabe-
mos que esto significa que

A, =7

Si la matriz A = |q;#|| del sistema (35) es acotada de la clase @
entonces, puesto que 4, es una m.1l. no cerrada densa en la m. 1. c.
dada por las relaciones lineales en ¥ de las A;, de acuerdo con el cri-
terio establecido, resultara que necesariamente existiran relaciones li-
neales del tipo

lim 3 4™ A, =0

% —-00 t=1

no reducibles a i A;A; =0, () ¢ Xy por tanto 4, acaba de estar
1

determinado por eslas relaciones :

lim Z Z,-(") C; = 0.

% =00 $=1
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Paso de un sistema de ecuaciones lineales

A X=F etz =¢; (=12..)
k=1

a un sistema de matriz acotada.
Nos ocuparemos del sistema general no homogéneo

S
2 a;” Ty = c’ia
k=1

quedando incluido el homogéneo para c¢; =0. Por otra parte la reso-
lucion de este tltimo equivale como sabemos a la consideracién de m. 1.
ortogonales complementarias (v. Julia G., T.Q. II, p. 171-172).
Hemos visto anteriormente un criterio necesario y suficiente de re-
solubilidad. Su resoluciéon efectiva puede verse en la memoria tantas
veces citada de G. Julia, T. Q. II, p. 171 a 206.
" La matriz del sistema ampliada con los segundos miembros

1,2
caiai ... ak ...

cpajat ... dk ...
c;ata? ... ab .

®sesce s e s s s e

es de filas sumables al cuadrado y aplicando un resultado ya demos-
trado (v. A. P. § 6) si multiplicamos estas filas por adecuadas sucesio-
nes p;, P -» P;» ... la matriz resultante

1 k
P16 P14y -.. P10y ...

—_ DRI RS ses ce e e e .

A= .. A
, D C; p,-a}...p,-a,...

se consigue que sea acotada. Como también lo sera cualquier menor
suyo tendremos que el sistema obtenido multiplicando la i - ésima ecua-
cion miembro a miembro por p; (i=1,2, ...):

piA; X =p;¢c
es de matriz

pi4;fle a
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La equivalencia con el sistema dado es manifiesta. Obsérvese que
los nuevos segundos miembros

constituyen un elemento de J€.
Resulta por consiguiente que siempre podremos referirnos a un sis-
tema de matriz acotada:

A, X=X atz, =¢ i=12.)
A=la*| e @ C)e %

Si el sistema admite una solucién (x;) ¢ 3 la hipétesis hecha im-
plica que, ademéis de hacer absolutamente convergentes los primeros
miembros a los secgundos :

n
Z a,-k X, — C; (l = 1, 2, ...),
k=1 #n—0Q
se tiene:

2

— o0
a1 — Xtk
1 7 —00 1=1

I’ M3

(
1=1 &k

Resumimos a continuacién las condiciones de compatibilidad ya
conocidas distinguiendo los dos casos posibles :

1.0 A g &. La dependencia lincal es en &. Condicién necesaria y
suficiente de compatibilidad es que (¢;) verifique las relaciones lineales
en & existentes entre los primeros miembros. Se trata del caso analogo
al del algebra lineal finita.

2.0 A g @ La dépendencia lincal trasciende de &. La condicién
necesaria (no suficienfe) de compatibilidad es que verifique las rela-
ciones lineales en & entre los primeros miembros. La condicion nece-
saria y suficiente (que incluye la necesaria anterior como caso particu-
lar) de compatibilidad es que los segundos miembros verifiquen las re-
laciones lineales cxistentes entre los primeros.
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12. DETERMINANTE INFINITO ASOCIADO A UNA SUCESION
DE ELEMENTOS A1, A2 .., A% ... DE X

Sea la sucesion de elementos de #
a}

AL A2, .., Ak .5 AR = (46)

En lo que sigue entenderemos por dependencia lineal entre ellos la
que permite despejar uno como limite de combinaciones lineales finitas
de los demaés, por ejemplo

Al =1lim 3 2, A®. 47)

n-—>00 2

Esta dependencia no altera si multiplicamos cada A* por un numero
e (k=1,2,..) pues hasta escribir (47) en la forma

k(”

n Z )
p At =1lim 3 (1 AF).

n—00 2 Ur
Consideremos la matriz

AV ALY LAV AR LAV AT L
A% AY AT AR LAY AT L

...............................

(48)

...............................

...............................

...............................

y llamaremos reducida n -ésima suya la matriz cuadrada siguiente :

AV AL AV AP
6”= . ..
A™ AL, A" A

33 — Collectanea Mathematica.
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Su determinante A4, es precisamente el determinante de Gram de
los n primeros elementos de (46) : AL, ..., A"

No hay que confundir la reducida 6, que acabamos de definir con
la matriz |B1, ..., B*| n-ésima reducida de la |B1, B? .., B% ..|
como compuesta de sus n primeras columnas.

4, es siempre = 0, siendo >0 6 =0 segun quc A%, ..., A” sean res-
pectivamente independientes o dependicntes. 'Y para saber esta depen-
dencia o independencia ¢s mucho maés sencillo calcular 4, que los de-
terminantes de orden n o determinante de orden n general de la matriz
de n columnas e¢ infinitas filas ||A1 A%, ..., A"|.

En la sucesién

Ay Agy ooy Ay o (49)

si A-es el primero = 0 resultard que A™ sera el primer elemento de
(46) dependiente de los anteriores. Los sucesivos 4, nulos a partir de
4- indicaran la presencia de A7 dependiente de los anteriores. En de-
finitiva, el simple examen de (49) nos proporciona las combinaciones
lineales finitas que puede haber entre los A* y los A’ que hay
que suprimir en (46) a fin de obtener la limpicza de combinaciones
lineales finitas. Lo que vamos a conseguir es precisamente un criterio
necesario de dependencia lineal infinita mediante el paso al limite de 4,
para n — oo,

Interpretando los A% como vectores en el Espacio de Hilbert, 4,
es el cuadrado del volumen V,, del paralelepipedo de aristas A%, ..., A”:
4, = V2.

Normalicemos los A%, esto equivale a multiplicar A% por el escalar

1

Tk Sean

Ar—

[AF” [A%] =1, (k=1,2,..)

designando por A4, el determinante de Gram dec Al ..., A" tendremos

- 4
4, = —~~"——. (50)
AR AR
Observemos que el nuevo volumen en valor absoluto | V,| es igual
a |V,_;| («base») multiplicado por la «altura» correspondiente
Q,P,= |AX|, siendo A} la componente de A, ortogonal a la m. L.

o, _, = [AL, ..., A1), (51)



Ensayo de un dlgebra lincal infinita en el campo de las matrices acotadas 317

Por ser los A* de longitud 1,

[A¥] <1 (52)
luego
Vel =V,] (=23,..) (53)
y ademas _
|V, <1.

Fig. 1

Elevando al cuadrado A_,,_l > A—,,, 4,<1 y resulta la sucesiéon mo-
noétona decreciente acotada por cero :

N=>Ay=..> 4, >4,

\%
v
=

(54)

(S

En consecuencia

A, —A=0. (55)

7 —0Q

La dependencia cntre los A* es la misma que entre los elementos
dados A% Nos conviene referirnos a los normalizados.

Supongamos para fijar ideas que A?! sea limite de combinaciones
lineales finitas de los demas :

Al=1lim 3 A} 4%,

# —00 k=2
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Designemos por 9 la m. 1. determinada por A2
Si A' = OP;, la minima distancia de P; a OR es |4, si

-

!
A5 g or?

=

— »
L T rA,: ortogonal a R\’
e ”JL

(v. Julia G., T. Q. II p. 40).

— L _ . -— —_
A, =32 Ak g MY y como [Al— Al —0
2

n — o0

con mayor razon

4. —o.

n — oo

vy A,

(56)

Fig. 2

(£
/A

Si A1 no fucra limite de combinaciones lineales finitas de los res-
tantes A* no podria verificarse (56) ya que de lo contrario A} — A1

y Aj & on.

i — OO

El volumen del paralelepipedo de aristas Al ..., A" considerando
como «base» el de aristas A2, ..., A" de volumen V{” se puede poner

en la forma _ _ _
[Val =145V,

elevando al cuadrado
jn = " Et; "2'4—_;(»2),
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donde con A4Y designamos el determinante de Gram de los vectores
A2, .., A". En general 4P designara el determinante de Gram de
A?, ..., A", Evidentemente aplicando lo demostrado a la sucesién par-
cial normalizada

AP, APHL A" L (57)
tendremos que
4P . AP =o. (58)

En particular
A=A, A=1"
n no - .

Segtin hemos visto, la condicion necesaria y suficiente para que A?l
sea limite de combinaciones lineales finitas de los siguientes es que
A, — 0. Supongamos que se dé esta dependencia. Tendremos

# — 00
lim 4 = lim |4, [*lim 4® = 0.4%=0,
# — 00 7 —00 7 —oc
A=A"=0. (59)
Si hubiera sido A” dependicnte de los siguicntes A¥*' .. hubié-
ramos encontrado también 4 = 0 por reiteracion hasta llegar
a lim 47 =0.
n - 00

Si un A™ ¢s limite de combinaciones lincales finitas de los anteriores
y posteriores, lo llevamos por ejemplo delante de todos, con lo que pa-
sard a depender lincalmente de los siguientes. Con ecsta permutacion

- —2 -
no habran alterado los 4% = V) a partir de n=» y el limitc 4

tampoco habra cambiado y tendra que ser nulo.
En definitiva :

TeoreMA 8. Una condicion necesaria de dependencia lincal entre
los elementos de una sucesion

AL L AR, L
es que B
4=0,

siendo A4 el limite para n — co del determinante de Gram de los n pri-
meros clementos A_l, e A" de la sucesion normalizada.

Se desprende que 4+ 0 cs una condicién suficienie para que los
A® sean linealmente independientes.
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Vamos a ver a continuacién por qué 4 =0 sélo es condicién ne-
cesaria de dependencia. Consideraremos unicamente el caso de ser un
elemento dependiente linealmente de los siguientes. Si A, — A’, A’

n —> 00
es la proyeccion ortogonal a ON® = [A2A3, .., A" ..] de AL En ge-
neral, sea A, la proyeccién ortogonal a 9N+ = [A?+1, ] del cle-
mento A?, la condicién necesaria y suficiente para que A? dependa de
los siguientes es que Aj =0 6 sea

|45 =0 (60)
(En particular A; = A").
Por reiteracion facil se tiene

A= Af2-| Az |2 ... | A; 2.4+ v (61)
Como

|Ai2<1, A%<t P<1 (i=1,2..)
luego tendremos
0<A< A< .. <A< A" < <1,

Por tanto
4% — 4* <1.
i — 00
Se verificara

A =1lim IT | A;Plim A%+,
p =00 =1 p->00

4= 11 |4 p-2v.

1=

—

Puede ocurrir que 17 | A/ ]2=0, con lo que 4 =0, sin ser nulo
=1

ninguno de los factores | Al [% lo que implica la independencia de cada
A? de los siguientes.

Condicién necesaria para que A+0es que ﬁ" A! [+ 0. Y la con-
1
dicion necesaria y suficiente para que 4 +0 cs que ﬁ" A-i,ﬂz +0
1
y 4%+ 0, esto ultimo equivalente a ser algun A + 0.

Excluido el caso 4* =0, 4 y ﬁU/i,-’]]z son simultineamente nulos
1

0 no.
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Si 4* =0 todos los 4” son nulos, cn particular A. i [A][® es
1
nulo o no.

Si todos los || A;[2 son distintos de cero (17 |4/]|2nulo o no)y 4 =0,
1

por (6;) APV =0 (p=1,2,3,..) y

A% =0.
L) e (b 1) — 4%
Observaciones. Se tiene 47 = |A, 247"V, 4,2 = ==—
4 4 A’P + 1)
A® — lim Zif,#), A2 Y — lim A"';ﬁ +1)
7 —» OO (n —o0)
luego
Tt
A7

| 4,17 = lim

7+

n

ez’ . .y . s =
IT|A; |? no cambia por una permutacién finita de los A, pues 4
1

no altera y A* tampoco ya que a partir de un cierto indice los A*
son los mismos. Esta propiedad se verificara al menos cuando 4* sca

distinto de cero.
De lo visto hasta ahora se deduce que conviene distinguir el caso

I |A/|2=0 con todos los IA; |2 + 0 (independencia de cada A” de
1
los siguientes) del I | A; [*=0 con algtn |A,|?=0 (A” dependiente
1
de los siguientes). En este segundo caso si hacemos IT | A/ 2= pu» P»=
1

=Ppyt+1=-..=0 y esto seguird ocurriendo si multiplicamos cada
— . . =7
|A; |2 por un cierto numero a?, con lo que pasamos a [a; A; [% Por el

contrario, en el primer caso de IT I A; |2 =0 (con todos los || A, |2 + 0)
1

podra conseguirse que I7 | A;|? resulte distinto de cero. Basta que
1

_ i
| A2

G |A/12=0b, M }=B+0. d
1

red 3 .
Aunque los A; no los conocemos, por lo indicado en la figura 3 se
observa que la operacién equivale a multiplicar A* por a,.
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13. DETERMINANTES INFINITOS ASOCIADOS A TUNA MATRIZ ACOTADA
Si A=|ALA2 A% . |cQ, (62)

se obtiene un determinante limite 4 como el hallado mas arriba sin

mas que multiplicar A* por]‘—lz siendo M la cota de A. Pues como

Ak : .
AR <A, i ’< 1 (k=1,2,..). Tenemos la ventaja de que la matriz
oA
A
At
3
Y
a, A

0

Fig. 3

resultante sigue siendo acotada y ademaés sigue perteneciendo al mismo
caso, ya que lo hecho equivale a multiplicar A por la matriz diagonal

regular

1 o
a %

Si normalizamos los A* ya no sucede lo mismo en general. Sin em-
bargo, damos a continuacién un teorema del que se desprende que la
normalizacién de las columnas de una matriz del caso 1 — 8 6 3— &
da como resultado una matriz del mismo caso.

TeorEMA 9. Sea la matriz
A= AT A2 AR .|

de la clase # y de columnas independientes (o sea perteneciente al caso
1—& o al 3— &). Como en toda matriz de &

A% <M
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si M es la cota de A. Pero ahora este teorema afirma
0 < m<|A¥| (k=1,2,..). (63)
En efecto, lo contrario seria.

extremo inf. [A*] =0

lo que equivale a la existencia de una sucesion parcial A% tal que

|Ak] — 0.
ky =0

Pero ARt = A ¢, €, (0,0, ..., 0, 1,0, ...) y como ¢ — 0, ¢, — 0.
&
Como hay biunivocidad la sucesion A*s sélo procede de la ey, y como
A & B deberia converger (en el sentido fuerte, se entiende) y no con-
verge.

Corolario. Si normalizamos las columnas de una matriz A del caso
1—&8 6 3— 8, sigue perteneciendo al misma caso.
Pues esto equivale a multiplicar A a la derecha por la matriz diagonal

1 o
i 0i ||
HI!A”KI
y
, 11 _1_g

indica que es regular.
Como en la clase € el ser, por ejemplo,

n
Al =lim 3 A" Ak

n—>00 2

no lleva consigo que sca Al = 3, A, A* con (4;) € ¥, asi como en la
2

clase & si, tendremos que A = 0 sera condiciéon necesaria de dependen-
cia lineal en & cuando la matriz sea de la clase &. Si pertenece a la
clase @, lo sera de existir ciertas columnas limites de combinaciones
lineales finitas cualesquiera de las demas.

34 — Collectanea Mathematica.
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Si una matriz es simplemente de filas y columnas sumables al cua-
drado (matriz «Q», v. Julia, G., T. Q. II, p. 131) se podra hablar del
determinante A’ de sus columnas y del determinante 4" de sus filas,
relacionados respectivamente con la dependencia de columnas y
filas. Puesto que estas matrices comprenden las acotadas, éstas tendran
ambos determinantes. Comod = A" =0 puede considerarse como deter-
minante de la matriz (48) que es precisamente A’ A (A" lo sera de AA D,
se podria convenir en asignar como determinantes a A sus raices cua-
dradas :

Va' v V7.

correspondiendo a sus columnas y filas respectivamente.

14. REGLA PRACTICA PARA CALCULAR A

Sea
A= AT A% ... AE ..

Designaremos por A; la matriz
Ay=]AL. Af.,  Af=2, ab

obtenida multiplicando la k - ésima columna A® de A por 4, (k = 1, 2, ).
Formando la matriz (48) es facil observar que el determinante de Gram
4, de AL, ..., A" pasa a ser

A = (41, 4, ey A 4,

Si las columnas A* son tales que los nimeros A’ A% (i, k = 1,2, )
resultan sencillos, en lo posible sc considera directamente A. Si no,
se pasa a A; eligiendo la sucesién 4, de forma que A’ A} resulten lo
mas simples posible.

Si al mismo tiempo se consigue | A5 [2<1 sc tiene asegurada la
convergencia de los (4,)r. De lo contrario quizd resulte mas practico

e . ) )
= M Ak, y calcular 4 =lim 4,,.

. . Y k .
Puede ocurrir que ya, sin la condiciéon | A2 <<1 se consiga la con-

. Tk
normalizar, pasando dec A* a A
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vergencia de los (4,);. Existe la posibilidad que su limite sca > 0

il —=00
pero que sca obtenido como limite de la forma simbolica 0-co, por
ejemplo, si Ay =0y AP = o. Sin embargo muchas veces por ad-
vertirsc una ley de formacion es facil calcular los (4®),. Entonces,
segun lo visto en pag. 321:

e e (AP
AL P =1lim 222
” f’/,l 7 - 00 (A,(f+1))/\
Ejemplo 1.6 Sc trata de una matriz de 4 =0y |A/[2 +0 (por
(i=1,2,..)

tanto tendra que ser 4% =0, § = 0). Dicha matriz cs

1 1
1 1
5. 0 5. O
A=A"= " , AA'=A'A=A%=
1 1
0 —l;' O i_z'
o ] ) 1 1
B T
1 A/|P4+0 4, =A°
3= A/ P+0 (47 = 4%
a =1 Lo
i=p 1

Ejemplo 2.9 Sea la matriz del caso 2— & :

a 1 0 0
aa 0 1 0
A= a 0 0 1

.................

.................

con (a;) € ¥. La dependencia entre sus lineas cae dentro de &. Veamos
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1.0 Dependencia entre las columnas. Formemos la matriz

2
Ya? a a a, ...

, aa 1 0 O
A’A = a, 1 0
az 0 0 1

.....................

....................

Por cumplirse la condicién necesaria de dependencia podran ser las
columnas de A dependientes. Y en efecto, la primera columna depende
linealmente de las demas.

2.0 Dependencia entre las filas. Interesa la matriz

a+1 aqa, a, ag 4, =1+ a}
aya, a3+1 aya 4y, =1+ a} +a}
, a3 01 as az a§ °F 1 A | R ; ........
A= ' A,=1+3a—
1 7 — co
--------------------------- 1+§a'2>0

Las filas de A son de médulo = 1 pero es facil cerciorarnos de que
que no estamos en ninglin caso dudoso. Pues se advierte que 4P =

1+3a 1+5 e
P _ 14

=1+§ a? con lo que [A;}? = lim = =
. TT1+3¥a 1+XYa
. p+1 P+1
Las filas son asi independientes ain cuando (a;) =0, a;=0. Y
efectivamente, al plantear su dependencia con los coeficientes A; se ob-
tiene 4, =0 (i=12,..).

+ 0.
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Ejemplo 3.0 Sea la matriz del caso 1— @:

Al A? A3 A4,
0100
1 0.1 0
. . (64)

...............

14*] 14/24/34/2 ...

Es hermitica, la dependencia de sus filas es la misma que la de sus co-
lumnas. Como pertencce a la clase @, dicha dependencia se sale de &.
Como siempre, hay que considerar la matriz

A'A

Por la simetria de A, A’A = AA’ = A2

Se halla
4P =1 4P =2
AV =2 4D —it1 AP =4
A =2  Mh=itr AP=6 | a0
.............. A9 e
S B Pt oo
7 — 00 # —00
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luego A; =0 y la primera columna es limite de combinaciones linea-
les finitas de las restantes sin que sea Al = “2 A; A* con (4;) sumable

al cuadrado. Tenia que ser asi pues
|AZ A3, .., AF |

es también del caso 1—-C.
(9

En cambio —=— converge para n — oo a un numero + 0. Esto
A(P +1)
n—1
dice que A* (i>2) no esta en la m. L. c. [A™1, A%+2 ], En cfecto,
A? por ejemplo no verifica la relacion lineal en # y, =0 que verifi-
) 1
can A3, A4, ...

4, = 4+ o aparece como limite de la forma

Si normalizdramos las columnas de la matriz dada (64) tendriamos
. 1

} 1 1_—.1 _ 14 + . 0,

WER T

lo que indica la posibilidad de que haya dependencia lineal y realmente
la hay. '

Nola final. A lo largo del presente trabajo se advierte una vez mas
la analogia entre las matrices de la clase $ y las matrices finitas. La
clase & viene a ser como la prolongacion natural del campo de las matri-
ces finitas a las infinitas en su aspecto algcbraico lineal.
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