ALGUNOS TEOREMAS SOBRE DERIVACION
DE SERIES ASINTOTICAS POTENCIALES

POR

Ricarbo San Juan

Es sabido desde Poincaré (III, 301) (Y) que la derivacion de series
asintoticas potenciales no es legitima cuando el campo es solamente un
intervalo finito o infinito del eje real. Vale, sin embargo, cuando la
aproximacion asintética se verifica en ciertos campos del plano com-
plejo donde la funcion es holomorfa (IV, a y b), (II, 7-9), (VII, 646),
(VI, 3-18): Aqui vamos a cstudiar sistematicamente esta propiedad
determinando cuidadosamente las cotas del desarrollo derivado mediante
las del dado, las cuales desempenan segun es bicn sabido un impor-
tante papel fundamental en la determinacion de la funcion por su
desarrollo asintético (%).

I. Si una funcién f(z) de z = ge®’ holomorfa en un seclor circular
abierto 6; < ¢ < 8,, 0 < p < r, admilte en éste un desarrollo asinidtico

f(z)~§a,,z7’
y=0

con cotas m,, esto es:

|z|~"<m,

[f O — 3 4,7
y=0

para todo z del sector, entonces su derivada [’ (2) liene como desarrollo asin-

3 . . ol
{dtico la serie derivada 3 v a, z7—1:
»=0
7 sl y_i
[ (@)~ 20""‘17 z
ym

() Véase la bibliografia recopilada al final. El primer nimero romano indica
el autor, la letra si figura la memoria del mismo, y el ultimo o los ultimos numeros
4rabes las paginas.

(?) La conservacién de las cotas k"nl! fué estudiada con método especifico
del caso en nota al pie por F. Nevanlinna.
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en cualquier seclor cerrado 6, < 6,' <@ <48, < dy, 0 < p<r'<r in-
terior a aqueél, con las cotas

’ 1 r "
Ma = (sen - r’> 2 My
siendo & el menor de los dos dngulos 6;— 6, y 6,— J,’ (Tcorema de
Ritt precisado).
Puesto que el n.o resto:

n—1
Rn (Z) = f(Z)——— Z a, 7
y=0

de la serie dada, ticne por derivada,
, u—I1
R, (2) =f () — Zov a, 2V,
el resto (n — 1)° de la derivada, podemos expresar éste mediante aquél,
utilizando la integral de Cauchy :

R, () = o / B0 4

27t Jow(l— 2)°

Sobre una circunferencia C (z) de centro z y radio r(z) suficientcmente
pequeilo para que quede dentro del sector; y tendremos :

R @ < e [ i dp < Tz 4 ro =

SO T

Pero si z pertenece al sector cerrado interior, podemos tomar r(z)
igual al menor de los tres numeros

’

|z| sen (0, —4)), |z|sen (8,—8,)) y r—r,

es decir:

izl____l o bien ﬂ——————l bi |Z| = M
r(z)  sen (6, — 6y) r(z) sen (8,— ;) oM Ty T r— 7

de donde seguramente

[EE R
r(z)<sen6+r——r”



Algunos teoremas sobre derivacién de series asint6ticas potenciales 271

y como por otra parte es siempre :

r|_£z|_)< sen (6, —o)<1 ¢ rl(zzl) <sen (§,— 0,) 1,
resulta :
Rn’ (7) "—1( 1 r
' | ST 2 sen 0 T r— r’)

para todo z del sector interior.

Nota. Eligiendo el sector interior convenicntemente se logra que
incluya cualquier punto del sector dado, pero esto no permite asegurar
que sea valido el desarrollo en todo este sector, pues cada cota crece
infinitamente para r —r’ y 4 — 0. Es, pues, esencial la reduccién si-
multanea del radio y de amplitud. La primera no constituye incon-
veniente para la conservacion de las condiciones de unicidad, que son
independientes de aquél, segun es bien sabido; pero si, la scgunda (%).
La ingeniosa formula de Carleman (I, 26):

“

f (o) exp {a (l:— fo)il

o Jygy,

-0
[(z) = lim &
o i

o0 2T AB 1—z

que permite expresar el valor en un punto z de la hisectriz de un sector
CAB de vértice f, y amplitud #« mediante los valores sobre el arco de
Jordan rectificable A B (arco dec circunferencia en nucstro caso) de una
funcién f(z) holomorfa cn OADB, sin intervenciéon de los valores sobre
los lados rectilineos QA y 0B, parcce que podria permitir la conserva-
cion de la amplitud por la no intervencion de dichos lados 0A y OB.
Esta da, en efecto, para la derivada

/'(z>=1im‘i°ﬁ 1—(2[—1— "l]expfa(‘—’°>ﬂ;dz;

6002l Japl—z|t—2z az z— 2,

pero desgraciadamente la cxponencial del integrando tiene parametro
superior a la otra, por ser |l—fy|>|z—z)| 0 sea r>p; y si toma-
semos I =TI (¢) — @ para ¢ — oo, de modo que resultase finito el
limite de las exponenciales, entonces tenderian a cero los denomina-

1) El mismo inconvenicnte se presenta en los recintos estudiados en la am-
plisima teoria de H. Schmidt (VII).
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2
dores 1—(:—)) que aparecen al calcular las integrales mediante el

teorema de los residuos aplicados al sector.

Renunciaremos, pues, a conservar la amplitud del sector circular y
vamos a cstudiar en cambio, la derivaciéon de los desarrollos definidos
en otros campos, que desempeiian analogo papel en la conservaciéon de
las condiciones de unicidad, porque en los campos resultantes para los
desarrollos derivados valen las mismas condiciones que en aquellos para
la determinacién de la funcion por su desarrollo asintético. Conviene
emplear para esto los desarrollos en 1/z, porque en los campos mas am-
plios de éstos, se acota mejor la integral de Cauchy que en los recintos
reciprocos mas estrechos. Daremos ademas los resultados para las cotas
de odrdenes sucesivos mff’ (» =0,1,2..), que fueron introducidas (VI,
b y c) precisamente con este objeto y como generalizacion natural de las
cotas de orden cero de Poincaré m, = m,(,o).

1
II. Si en la region R (z“) >a >0 de una o mds hojas, que limila

1
una curva C(a) represeniada por la ecuacién g* cos (2) > a para —
o

‘_“g< @ <“‘7§z Yy «>0 (fig. 1.2y 2.2), la funcidn holomorfa f (z)

tiene el desarrollo asintélico
oy
Z —_—
1@ ~v§0 o
con cotds m, 6 mff), su derivada f' (2) liene el desarrollo

r@~%—v

v=0

en cualquier region cerrada inferior del mismo lipo ;

1
R(z&)>a'>a

con cotas de orden p = [1 - i (parle entera de 1 4 (1»

1 (p)
9

my,yy =Ck"m, paran=p—1,p, p+1, p+2,..,
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Y en general

mP = CK ™ m) para n=p+p'—1, p+p’, p+p +1,.

cualquiera que sea p’ >0, siendo C y k independientes de n y p’
El n.° resto

n—1 a,
R =[0)—%
de la serie dada tiene ahora como derivada

! ’ n! a‘y
R,(®=f"(2) ——VEO— Yo

el resto (n + 1)° de la serie derivada ; el cual expresaremos en funcién
de aquél mediante la integral de Cauchy :

1 R, ()

2mi)c(t— z)zdt

R, (2) =

sobre la consabida circunferencia C (z) de centro z contenido en
1
R(z“)> a’' y radio r(2) < |z| suficientemente pequefio para que toda
1
la circunferencia resulte interior a la region R (z“) > a. Asi resulta :

25 m, 1 n
m”“%m/pﬂmwfﬁﬁhmﬁ

Estudiemos ahora los valores que podemos tomar para r(z) aco-

tando inferiormente la distancia al contorno C(a) de los puntos z

1
de R (z“) =d.
La ecuacién de la tangente a C(a) en el punto A (g, @) e5:

1 1 d(it)
—=—1c0S (p— @y + |\ — | sen(p — =
s (¢ — @0 ag 20 (¢ — o)

. —a o—1 ﬂ) _ Po
a ~cos . cos ((q; @+ “),
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cuya distancia al origen o sea el valor minimo del médulo alcanzado

para ¢ = (po—%) es:

ol
L(po, @) =
cos“—i ?l)
24

La tangente a C(d) en el punto A’(p,), homélogo del A en la ho-
g,

motecia de razén — que liga ambas curvas, es paralela a la anterior,
aO(

y la distancia entre ambas vale exactamente :

10¢ oL
—a

(@, @) — (@ 1) = .
cos%—1 Po
o

Esta no es, naturalmente, la distancia a la
curva C(a) de un punto variable de la curva
C (a'), pero, si una cota inferior. En efecto,
para 0 < a <1, estas dos curvas son con-
vexas respecto del polo; luego la tangente a
C (') en A’ (py) deja toda esta curva a dis-
tinto lado del polo; mientras que el punto
A (@) queda al mismo lado que éste, por tener
menor médulo que el A’ (fig. 1.2). La semi-
normal a C(a) en A (p,) dirigida hacia C (a’)
corta, pues, a dicha tangente antes que a la

Fig. 1.8 curva C(a); y, por consiguiente, la distancia

entre ambas tangentes paralelas en A y A’ es

menor que el segmento AB’ de normal en A a C (a) comprendido entre
las dos curvas ; el cual mide la distancia d (B’) a C (a) del punto B’ de
C (a’) en que corta a esta curva dicha normal en A ala C (a); es decir :

% ad alG( . aa 1— é

7 a —
d(B') = = 2

o—1
co SG(—-l ﬂ) a
o

Pero aqui aparece el modulo gy del pie de la normal en A (po) y no
el modulo g del punto B’ (g, g) de C (a’) cuya distancia d (B’) a C(a)
hemos acotado. Sin embargo, como esta distancia no supera a la cuerda
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del arco B’ C; de la circunferencia de radio g interceptada entre las
dos curvas, sera:

d<B'C, =4/0*+ 0®*—2cos (p; — @) =2 C_en?P—% __o
! ! cos® @ 2
para ¢ — 4« ‘E; pues el argumento ¢; del punto C; de C(a) tiene
i
2
— 8 <9< gyt 6 <pgy+ epara |g| >ocg—6 o sea para 8 > H (¢);

por ser || <|g;|< a2 . Es pues gy — &< gg—

también |@;|— « 5

es decir, p ~ g, para g — oo ; y re-
sulta, por tanto, para cada punto B’ !
de C(a’) con moddulo g una distan-
cia a C(a):

1
1—-

d(e)= ko a,

siendo k independiente de p.

Siendo esta cota infinitésima para
@ — oo, no podemos tomar un radio
constante r(z) para todos los pun-
tos z de la region, como acontece en
el caso o > 1, segin veremos. Pero
si para todos los puntos del arco
B’ B’ de circunferencia de radio ) Fig. 2.8
y centro O contenidos en la region
(fig. 2.2) ; pues cualquiera de éstos dista seguramente de C (a) mas que
los extremos B’ y B’. Esto resulta facilmente de la convexidad del
recinto limitado por dicho arco B’ B’ de circunferencia, ¢l AA de C (a)
comprendido entre A (pg) ¥y A(— @o) ¥ las dos normales extremas A B’
y AB’; pues la distancia P’ P dc¢ un punto P’ de B’ B’ al arco AA
supera, por dicha convexidad al B’ A; (6 B’A,) interceptado por el
recinto sobre la paralela a PP’ por B’ (6 B'); y éste a su vez al B’ A
(6 B'A) que mide la distancia de B’ (6 B’) a C (a).

1
Podemos, pues, tomar r(z)=Kgl_°—‘ para todos los puntos de

1
Rz* > a’ con modulo |z| =¢; y si ademas disminuimos esta cons-
1 1
tante, eligiéndola K << a’ para que al ser g* = Rz* = d’ > K, exista

28 — Collectanea Mathematica.
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1
0* a .
seguramente el max = - =k, en la regién, tendremos
! a' —K ’
01 J—
1_ 1 " I_l . ]!
1 "3 3 2
|Ri@) < —= L\t (@) e
n =L 1 Kot | 1 TK Yttt
Ko *\p—Kpg * % — K

para g = 1; luego sirve como cota (17 -+ 1)* de orden p = [ ! +1 '
“ -

1
en toda la region Rz* =a’, la

mff’.)H =C, kim, para 0<a<1

Para 1 < o < 2, las curvas son convexas respecto al origen ; y que-
dando, por tanto, la C(a) al mismo lado que éste de su tangente en
A (pg), mientras que el homo-
logo A’ (¢g) de C (a’) queda
al otro (por tener mayor mo-
dulo), resulta que la seminor-
mal cn este punto A’ (@) de
C(a") dirigida hacia C(a) corta
antes que a esta curva C (a)
a su tangente en @,; es, pues,
también el segmento A’B de
normal en A’ a C(a’) com-
prendido cntre cl piec A’ y
la interseccion B con la otra
curva C (a), superior a la
distancia de ambas tangentes
paralelas (figura 3.2); el cual
mide la distancia d(B) del
punto B de C(a) a la curva
C (a’); y resulta :

oo g
/| ap s L=

cos*—1! #o
Fig. 3.» o

Pero la distancia buscada es la de cada punto de C(«’) a la curva
C (a). Ahora bien, siendo cn este caso:

d(B) = a«'*—d?,
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la distancia d entre dos puntos arbitrarios de C(«) y C(a’) es segura-
mente d = a’*— a*, incluso para « = 1 en que resulta la igualdad.
Podemos, por tanto, para 1 <« <2, tomar un radio constante
1 1
r(z) =r<a'*—a* Pero siendo g* = Rz* = a’,luegop=a'* = a'*—
1

— a* >, existe scguramente cn la region Rz* > «’ el max s - =
Q [R—
7,
a}O(
= ————=1k,; y resulta:
a/,o_ r 2 y
1
m " k% 1 -
|R, (2)] <— ) — <"im, N en Rz* >a'.
r\p--r} pn r 0
[/
\
\
AN
\» e
V) )
- LA ’:‘\, - -
N\
N\ >
\ /
/ \
i i
TFig. 4.2

Valé, pues, como cota (n 4 1)* de primer orden :

) N - ¢
m | = Cy, kKsm, para 1 <a <2

1
Esta cota sirve también para o > 2. Entonces la region Rz* > a

. . . of . -
ticne mas de una hoja, exactamente [—) hojas, limitadas por otras tan-
- @ . 7 7
tas ramas de la curva g* cos — = a definida en — « 5 <P<ag,
o &

las cuales corresponden a los pares de intervalos [—#,0] y [0, 7] ;

T UM R
5= <3

istas son todas cerradas cn puntos del eje recal, por la paridad de

la funcién coseno, excepto las tltimas que son parabélicas y también
concavas respecto de 0 (fig. 4.2). Se conscrvaran pucs, a distancias po-
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sitivas de las correspondientes ramas de la otra curva C (a’), que limi-
1

tan la parte de la region Rz* > «’ situada en cada hoja de la superfi-

cie de Riemann ; y para la ultima vale el mismo razonamiento que para

el caso parabolico 1 < a < 2, estudiado con todo detalle.
Analogamente, se ticne :

m?) /‘ m?) I
R’: " d '——'_) ’
ROl <mrm )y T r(z)ew|"~ e (9-’(2)

y resulta, para 0 < a < 1:

1

’ m? 1 n—p’ mf,’” Qi w—p’ or <
|Rn (Z)I < l—i ( 1_1) K ( 1__ ) gn+1—p'
Ko *\p—Kp * p*—K
, L
m‘(tﬁ ) n—p’ Qm
K 1 Qn+1—/>' ’

es decir: m?*?) < ¢, ky—* m?)

1
con p=[o—c-{—l]
Para o« <1 es:

(») n—p’ (»") ’.
my 0 1 m,, , p? 1
]{ ( ) g k —’ s
I (@ )l r( ) —r () 0" < r(7) o +1

0 sea
mﬁf M C, an—P mff ),

es decir, con p = 1.

CoroLAr1O. La conolusion del teorema anterior subsiste sin modifi-

cacién para las regiones deducidas mediante un giro.
1

Volvamos ahora a los desarrollos en el origen. Elcampo Rz *>a>0,
1

reciproco de la region R z* > a, se compone de uno o mas recintos
finitos limitados por las ramas de la curva cerrada y simétrica
1
@

cos — =a g%, concava respecto al origen y con un punto anguloso de
o

amplitud e« en éste. Pero siendo el circulo |z——a! < a de centro y ra-
dio a > 0 reciproco del semiplano Rz > a~1, y éste a su vez transformado
1 1
de la regién Rz %> a~! por z*, nuestros recintos seran transformados
1
de dicho circulo por esta funcién, es decir, |z¢— a| < a. Esta trans-
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formacion explica que desempefian en la determinaciéon de la funcion
por su desarrollo asintoético analogo papel a los sectores circulares de
amplitud & (V, 204); y lo mismo acontcce a los recintos mas generales

1
A
o4
"

O

2%| 2,1

Fig. 5.8 Fig. 6.8
1 1 1
| 2% — zg%| < |7|% con z, complejo de argumento g, los cuales se de-
1 1 1
ducen de los |z%—z%| < |7p|* (fig. 5.2) por el giro de amplitud @, que

2% Zol

Fig. 7.» Fig. 8.2

transforma el eje de simetria o bisectriz 0 —2% |zy| de éstos en
el 0— 2%z, de aquéllos.
Por tal analogia llamaremos seclores curvos S («, 2%, z,) de amplitud
1 1 1
« y bisectriz 0 — 2%z, a estos recintos |z# — zg%|<| zo|%, de una o més

0
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hojas (figs. 6.2-10.2) con diamctro o cucrda maxima 2% |Zo|, transfor-
1 1 1 1
madas del cireulo |z— z|<<|z|* de centro z,* y radio |76|* median-

Fig. 9.0

1
te una cualquicra de las ramas de la funcién z% Cada uno de estos
queda efectivamente determinado salvo un giro, por la amplitud « del
angulo de las semitangentes en 0 a su contorno mas cl vector 0 — 2 Zp
situado sobre la biscctriz de cste angulo.

Fig. 10.2
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1
III. Si en un seclor curvo |z°‘ -— (1| < a de amplitud o, admile la

. 2" con cotas

funcion holomorfa f(z) un desarrollo asintdtico f (z) ~ ia
n:=0

90
de Poincaré m,, su derivada [’ (z) tiene el desarrollo j' (z) ~ X na, 271
i)

Rlm

en cualquier seclor homolélico inferior |z%— a’'|< a'| < a de igual am-

plitud o con colas de orden p = [1 -+ IJ

’ 20
m," = Ca’™ K+t m,, paran=p, p-41,..;

y en general de orden p -+ p’, cualquiera que sea p':

mt) = Ca® KT M) paran=p+p,pL+p +1, ..
siendo C y k independientes de n.

1
En efecto, cambiando z por o resulta

i1 w 1
j(:)~2 @ en RsA>q?

con las mismas cotas m,y m? ’s luego eos:
1 1 ) a !
flll—=)~X—v == e Rz>d71>a™?
z z zvi
V()
con cotas
Mfffl = CKk"m,
MPH) = K" mP
1 1

y como es |z|°‘ >Rz <a'"'o sea |z|71 < a’ resulla:

v 1
/(2 f‘. 2 en RiA=qg'!
/ z Y o =7
< =0 <
con cotas
m/flp) — 1'\45{’_)}2 a’2%= C k"t+1 2 My
m}zP-FI)) = MS,[).:-f) @' = C k1= "2 m’(ll’_l_)l
0 Sea

f () ~ v, 2!

v=0
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con cotas

/(P) ’
m’, = Ca'2® rt+1 m, .,

m'$H — Carm 1= m),

1 1 1
El teorema subsiste para cualquier sector |7# —2,* | <| 25|% con

bisectriz 0— 2% z, deducido del anterior por el giro @y; y podemos
enunciarle asi:
! 1 1
IV. Si en un sector curvo |z°‘—zo°‘|<|zol°‘ de amplitud o« y bi-
seclriz 0 — 2%z, admite la funcién holomorfa f (z) un desarrollo asinltético

<«
f(c) ~ X a, z" con cotas de Poincaré m,, su derivada tiene el desarrollo
n==()
1 1

=) X -
j'(z)~Xna, "1 en cualquier sector homotélico inferior | 2% —z4%| <
n=0
1 1

<|z|* <]20|°_‘ de la misma amplitud « y biseciriz 0 — 2%z, conienida

1
en 0— 2% z,, | zg| <|zy, con cotas de orden p = [o—c + 1] :

m,P = C|zj|®* k"+1m, , paran =p, p+ 1, ...
Y en general de orden p 4 p’, cualquiera que sea p’:
mf ) = C [zg|2% ko +1=#mf), paran = p+p’, p4p’ 4 1,...

siendo C y k independientes de n y p’.
En particular, si la sucesién m, es monétona creciente, resulta

my <MLy (4 1) [t + (0 2) ] A v+ (04 P) @y it <
<@+1) myy +(n+2) lzol| Myto+ ... +(n+ p) IZ(;|?—1 m, ., +

_}_ C 126l2a krto+1 mn+1>+l < k" mn+1>—1

El mismo resultado sirve naturalmente para otros recintos ; por ejem-
1

plo, para la region R(z—b)* = a’ > a >0 con b >0, resultan cotas

de primer orden m'ﬁfﬁ)q = Ck"m,; y para el campo reciproco

lasm'{")| = Ca™k" m,.
Prescindimos, sin embargo, de la aplicacién a recintos de forma
cualquiera, iniciada en (VI, a ), porque el campo de validez del des-

arrollo derivado viene caracterizado por condiciones relativas al con-
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torno del recinto dado que solo se consiguen con probar cuando este re-
cinto contiene alguno de los tipos aqui estudiados y cntonces resulta
mas sencillo aplicar ¢l tcorema correspondiente a éste. Asi, por ejemplo,
la conservacién de las cotas de Poincaré en la derivacion, que nos pro-
pusimos en dicho articulo (VI, a), conduce a la condicion |z| =0 |d (2)]
siendo d (z) la distancia de z al contorno, y ésta solo es facil comprobar
cuando el recinto contiene un sector circular de vértice 0; tal acontece,
en particular, segin demostramos alli detalladamente, cuando en un
entorno de O el contorno es una curva de Jordan con el punto 0 ordina-
rio o anguloso con semitangentes que formen un 4ngulo no nulo;y si
todo el contorno es una curva de Jordan con semirayos tangentes en
0, la condicién necesaria y suficiente para que el recinto contenga dicho
sector circular, es que el argumento del vector Oz proyectante desde O
de un punto z variable sobre la curva, experimente un incremento
positivo al recorrer z toda ella a partir de O.

La conservacion de las cotas de ordenes sucesivos m,‘f ) que no ha-
bian sido estudiadas hasta ahora y son fundamentales para la derivacion
de la aproximacion 6ptima en recintos curvos (VI, b), conducirian en
los recintos generales a condiciones del tipo |z|? = O[d (2)], que se
verifican en particular si el recinto contiene un sector curvo limitado

1

por una curva del tipo 95a = cosg =scn E <oc ;—z— (p)] , pero no va-
mos a insistir ahora. En otra ocasién estudiaremos la derivaciéon en
recintos cuyo contorno tenga en el origen un dngulo conforme de am-
plitud o, con la denominacion de Ostrowski (V, 234) esto es, que re-
sultan por representacién conforme del circulo |z— 1| <1 mediante
una funcion holomorfa /i (z) cuyo cociente por z* se conserve compren-
dido en valor absoluto entre dos constantes en un entorno del origen.
Puede aplicarse el método a los resultados generales de H. Schmidt
(VII, 644 - 650).

Instituto «Jorge Juan» - Madrid, noviembre de 1952

29 — Collectanea Mathematica.
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