MATRIZENDARSTELLUNGEN IN DER
LINIENGEOMETRIE DES P,

Von Horst HERRMANN IN BRAUNSCHWEIG

Eine von W. Brascuke stammende Matrizen - Identitéit erméglicht
das Herleiten einer Fiille weiterer Matrizen - Identitéten, welche in
ihrer Gesamtheit zu einer formal und inhaltlich besonders iibersicht-
lichen Darstellung der Liniengeometrie fithren. Dics wird an einigen
Beispiclen gezeigt (%).

1. ALGEBRAISCHE DEFINITIONEN UND IDENTITATEN

Fiir Sechservektoren A = («y;, dges (o3 og, A3y, @5) ist das PLGCKER-
Produkt (AoB)y — gelesen A Kreis B — erklirt durch

oy Do + gp by + gz b1z +

) (AoB) = + boy oy + Doy gy + Doz @y

= (BoA).

Dem Sechservektor A werden die beiden schicfen Matrizen A, A zu-
geordnet, letztere gelescn A quer,

{0 Qo1 Qgg 003] [0 Aoz Qg "121
@ A a0 ap ag LA = | % 0 ap3 ay
Ay A5 0 ay U3 a3 0 ay
(03 a3 d3 0 (dor Ugs @ O
Wegen der Voraussetzung fiir dic Transponiertc A’ = — A ist nach (2)
3) A'=—A4A, A=A,

(*) Die Matrizen - Identitit findet sich in W. BLascuke, Projeklive Geometrie,

Wolfenbiittel 1948, S. 93, weitere Anwendungen in « Ubungen zur projekliven Geo-
metrie», Basel, 1952,
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ferner folgen aus (2)

@) 2AA=—(AcA)-E=2AA, 4 det A= (AdoA)?
sowie
) 2 A = (AoA) A, det A — det 4,

wenn mit A dic zu A gehorige Adjunktenmatrix bezecichnet wird, mit

deren Transponierter im Falle det A + 0 die Beziehung A’ = det A.A™1
besteht.

Fiir cine beliebige, nicht notwendig schiefe Matrix K, det K + 0,
werde K definiert durch

(6) K=4+/[dt K| K,

wobei das Vorzeichen fiir schiefe Matrizen durch (5), fiir nicht schiefe
Matrizen durch sgn det K festgelegt werde. Dann gilt fiir die (nor-
mierte) Duale K

(7) det K = det K.

Sind A und B zwei schiefe vierreihige Matrizen, so folgt aus (4) durch
Anwenden auf A + B mit A + B = A }- B die Idenlitit von BLASCHKE

) AB + BA =— (AoB)-E = AB + BA.

Diese Identitiat gestattet zunichst unmittelbar, dem Paar schiefer
Matrizen A, B wertere Matrizen mit bemerkenswerten Eigenschaften
zuzuordnen ; insbesondere

9) C=AB—AB=BA— BA = C/,
(10) D=AB— BA=AB— BA =—D’,
(11) F=AB+ BA=F', G=ADB+ BA =G/,

(12) H=AB—BA, K=AB—DBA, H'=—K, K'==—H, H*=K?=hE.

Aus (8) ergeben sich zahlreiche weitere Identitdten, von denen
mit Abkiirzungen wie (A0A) = 4,1, (AoB) = 4;, = 4, fiir zugcordnete
Matrizempaare die folgenden hervorgehoben seicn :
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(13) (@AB+ BBA)(yAB+ 8 BA)=— A, (ty AB + B8 BA)—

— i1 2y ———(“_ﬂ)4(7_6)-E’

insbesondere fiir 6 = « und y= f also

(1) (AB+ pBA) (BAB+ « BA) = (z$2a5+zn Aoy (““45)2).13

und hieraus mite =1, f =—1

(15) (AB — BA) (AB — BA) = (A2, — Ay Ay)-E.

Zum Nachweis solcher Identitéilen liefert (8) vier Relationen der Art
(16) BA=—1,E—AB,

und hieraus folgend beispielsweise

(17) A(BAYB=—1,AB—AABB.

Zum Beweis fiir (15) crhélt man so zunédchst (mit (4))

ABAB -+ BABA— BAAB— ABBA =— A, (AB-+ BA)—4 AABB,

und mit (8), (4) folgt (15). Die andercn Identititen erfordern nur etwas
mehr Schreibarbeit. Mit (15) ist die in (12) offen gelassene Zahl h gegeben.

Sind A, B, C drei schicfe vierrcihige Malrizen, so crhélt man aus
(und mit) ihnen 40 zugeordnete Matrizen, die sich nach vier Matrizen-
Konfigurationen auf DESARGUES - Figuren zusammenfassen lassen. Von
diesen sind die dreifach darstellbaren symmetrischen Matrizen beson-
ders bemerkenswert :

(18 K=ABC—CBA=BCA—ACB=CAB—BAC=K,

CBA=BCA—_ACB=CAB—BAC=K".

(199 K=ABC

Die Symmetric der hierdurch definierten Matrizen K, K crgibt sich aus
dem Beispiel

K' = CBA —A'BC =—CBA 1+ ABC=ABC—CBA =K,

die Gleichheit der verschiedenen Darstellungen folgt mit (8), (16), denn
danach. ist

ABC =— 2,,C— BAC, CBA =—1,,C— CAB,
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also ABC — CBA = CAB-— BAC. Reihumtausch fiir A, B, C ergibt
die iibrigen Behauptungen (18), entsprechend (19).
Fiir diese Matrizen K, K gelten Vertauschungsrelationen wie

(20) KA = AK, KAB = ABK, KABC = ABCK,

sowie die durch Reihumftausch von A, B, C oder durch Queren zu
erhaltenden Relationen. Der Beweis fiir die erste Beziehung crgibt sich
unter Verwenden der Vertauschbarkeit von AA mit anderen Faktoren
und der Kenntnis mehrerer Darstellungen fiir K und K aus der Rechnung

(ABC— CBA) A = A (BCA— ACB), also mit (18), (19) KA = AK.

Hieraus folgen nahezu unmittelbar dic anderen Beziehungen (20).
Mehrfaches Verwenden der Identitit von Brascure (8), (16) ergibt fiir
das Produkt KK — k E mit k gemiiss

(21) _— 2 KI_{ == (2%2 2-33 —I_ }-%3 111 + 13% 222— 2 112 123 131'— 2.11 122 133) E.
Hiermit erh#lt man
(22)  det K —dct K=+ k%, K =sgn k-sgn det K4/ det K| K,

womit dic in (19) vorweggenommene Bezeichnungeweise K in Einklang
mit der Definition (6) gerechtfertigt ist.

Ist D cinc vierte schiefe Matrix und sind (DoA) = pyy, (D0B) = piyy,
(DoC) = pyg, so gilt die Identitit

(23) KD+DK =— py (BC— CB)—ptyy (CA—AC) — py3 (AB—BA),

in der rechts Matrizen von der Art (12), (15) auftreten.
Ist insbesondere D eine Matrix des durch A, B, C crzeugten Biin-
dels von schicfen Matrizen, also D =a A + 8 By C, so gilt mit

r}-11 Aip 2-131- (o)
(l’ = (“’ ﬁ, 7)’ /\ - }'21 }‘22 123 , A= ﬂ
Ll3l 232 133) LyJ

dic Beziehung

(24) _2DD= (@ A a)-E, DD =4E,
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und mit (18), (19), 20) folgen
(25) KD = DK, DK = KD, DKD =68 K, KDK = k-D,
sowie fiir Dy, D, aus dem Biindel D
(26) D,D,K D,D,=3¢,6, K.

Die Bewcise fiir diese und zahlreiche weitere Matrizenrelationen fiir
Abkoémmlinge von schiefen vierreihigen Matrizen ergeben sich mit Hilfe
der Identitit von Brascuke (8), (16). Dabei crweist sich als angenchm,
dass man in (18), (19) iiber mchrere Darstellungen fiir die gleiche Ma-
trix verfiigt.

Ist A cine schiefe Matrix, T cine beliebige Matrix, so heisst die Ma-
trix C mit den Eigenschaften

~ o~

@7) C=TAT,C=TAT, C'=—C
ihre mit 7' Transformierte, und mit (5) folgt

28) (CoC) = + (AoA)-det K (3.
Daher ist fiir ein Paar A, B von schiefen Matrizen

).29

29) J=-2_
Ay Agy

eine absolute Invariante, die sich bereits in (15) angekiindigt hat. Mit

(2) fir A, C und (6) fiir T ergibt sich aus (27) die Darstcllung der

Transformierten

(30) C=+TAT.

Dabei ist das Vorzeichen so zu wihlen, dass C und C in der durch (2)
gegebenen Bezichung stchen.

Der an kennzcichnenden Beispielen dargestellte Formalismus fiir
Folgerungen aus der Identitit von BrascHKE gestattet zahlreiche An-
wendungen in allen Zusammenhéngen, in denen schicfe Matrizen auf-
treten. Ubertragungen auf andere Reihenzahlen werden durch dic mehr-

() R. SAuER, Projektive Liniengeometrie, Leipzig 1937, lasst (dort S. 26 f.)

dic Konstante in der relativen Invariante (29) unbestimmt, was zum Gewinnen
der absoluten Invariante (29) — bei SAUEr S. 51 — ausreicht.
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dimensionale Geometrie nahegelegt und erfordern in Hinblick auf die
Eigenschaft der Determinante schicfer Matrizen unterschiedliche Behand-
lungsweisen fiir gerade und ungerade Reihenzahlen entsprechend unge-
raden und geraden Dimensionen der Bezugsrdume.

2. VEREINIGTE LAGE 1M PROJEKTIVEN Raum P,

Die projektiven Koordinaten fiir den Punkt x und fiir dic Ebene
u werden zu einspaltigen Matrizen zusammengestellt. Mechrspaltige vier-
reihige Matrizen werden, soweit dies zweckmiissig ist, als Anordnungen
von Punkten oder Ebenen geschrieben oder gedeutet :

rmoﬁ [ HOW ramj
T u a;
M =" u=| ", A=(ap ap a5 a5), a;=| "
Ty u, ay;

(%3] LUs) (93]

Bei harmonischer Festlegung der Grundfiguren E = (e, €, €,, €5) fiir
die Punkte und H = (5, 1;, 7, 7) liir die Ebenen ist die Bedingung
fiir vercinigle Lage (Inzidenz) von Punkt z und Ebene u

2 Tu=ux =0.

Der durch zwei Punkte a, b bestimmten Geraden g wird die Gera-
denmalrix

3) 9="(90 91 92 93, 9i=Dbia—ab, ¢ =—9g

zugeordnet, dual entsprechend der durch zwei Ebenen u, v bestimm-
ten Geraden h die Matrix

4) E:(i_l;), hy, hy, hy), h; = v;u—u;v, B =—h.

Eine schiefe Matrix ¢ ist dann und nur dann cine Geradenmatrix,
wenn sie die Geradenbedingung

(5) g9=99=0, (gog) =0, g+0

erfiillt. Dabei sind ¢ und g zueinander duale Darstellungen der gleichen
Geraden, vorzugsweise ¢ in Punktkoordinaten, § in Ebenenkoordinaten,
so dass g; den Durchstosspunkt der Geraden durch die Ebene 7; von
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H und g; die Verbindungsebene der gleichen Geraden mit dem Punkt
e; von E darstellt. Dann vertritt ¢ die Punktreihe, § das Ebenenbii-
schel mit der gleichen Tragergeraden. Zum Beweis vergleicht man die
Elemente g¢;'g, der Produktmatrix in (5) mit (2).

Die Bedingungen fiir vereinigle Lage der Geraden g mit der Ebene
u bzw. dem Punkt p sind

(6) gu=0 bzw. gp =0,

denn gu =0 bedeutet g;/u =0, i =0, 1, 2, 3, also vereinigte Lage der
Punktgcihe g mit u, cntsprechend dual.

Licgt keinc vereinigte Lage vor, so sind Durchsiosspunkl p der
Geraden ¢ durch die Ebene u bzw. Verbindungsebene u der Geraden g
mit dem Punkt p

@) p=gu bzw. u=7yp,

denn wegen gp = ggu =0 ist p = gu nach (6) auf ¢, wegen u'p =
= u'gu =0, weil g schief ist, liegt p nach (2) in u, entsprechend dual.

Die PrLtckERSCHE Schniltbedingunyg fiir zwei Geraden g, hist (goh) = 0,
in Matrizenschreibweise wegen der Identitit von BrascHke (1.8) in
zweifacher Darstellung

® gh+hg=0, gh+hg=0.

Zwei einander schneidende Geraden g, h erzeugen einen Schnitlpunkt
p und eine Verbindungsebene u, dic — je viermal angeschrieben — die
nach (8) naheliegenden Darstellungen gestatten :

(9) p=gh=—hy u=gh=—hy,

denn wegen gp = ggh =0, I_zp = — hhg =0 liegt p nach (6) auf den
Punktreihen g, h, entsprechend dual (3).

Sind dic Geraden g, h windschief und liegt der Punkt p zu ihnen
allgemein, so gibt es eine durch p gehende Gerade, die g im Punkt a,
h im Punkt b trifft. Die Treffpunkie sind

(10) a=ghp, b=nhgp,

®) Dabei_kommt es vor, dass cine oder mehrere, nicht alle Spalten der Pro-
dukimatrix gh bzw. gh unbestimmt ausfallen, d. h. Nullspalten werden.
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denn wegen ga =g g hp =0 und (6) liegt a auf g, wegen (7) ist a der
Durchstosspunkt der Geraden g durch die Ebene u = hp, dic durch p
und h erzeugt wird, entsprechend fiir b.

Mit (10) ergibt sich nahezu unmittelbar : Die an dem windschiefen
Geradenpaar g, h gescharle Kollineation K x =y mit dem Doppelve-

rhéltnis { T, Y, a, b } = = kann durch
o

@1n K=agh+phyg K*=FkE,

dargestellt werden, wobei k in (1.14) gegeben ist, fiir die harmonische
Spiegelung an g, h mit dem Doppelverhiltnis — 1 in (1.15).

Dic folgenden Abschnitte geben cinige Beispicle fiir die Zweckmiés-
sigkeit dieser Darstellungsweise, in der dic Natur der Geraden als Punkt-
rcihe oder Ebenenbiischel stets klargestellt erscheint.

3. KOLLINEATIONEN, KORRELATIONEN, REGULUSSE, KOMPLEXE

Die Kollinealion K, dic den Ubergang von =, g, u in y, h, v bewirkt,
wird dargestellt durch

1) K=y, KgK =h, KgK =+ h, Ku=v,

wenn dic Bedeutung des Querstrichs fiir schiefe Matrizen durch (1.2),
allgemein durch (1.6) festgelegt und das Vorzeichen sgn det K gewéahlt
wird. Mit uriwesentlicher Beschrinkung kann det K = - 1 angesetzt
werden (Hauptprojektivitaten). Man erkennt sogleich, dass h nach (1)
wirklich dic Bildgerade von g ist, denn mit (2.6) folgt aus

hy=KgK Kz =Kgx, ho=KgK'Ku=Kgu,

dass auf h alle Bildpunkte von ¢ liegen und h dic Achse des Biischels
ist, in welches das zu g gehorige Biischel iibergeht.

Korrelationen K dualisieren die Grundgebilde. Wird das Erzeugen
von Punkten bevorzugt, so ist fiir den Ubergang von u, ¢, © in y, h,v
anzusetzen (mit det K > 0)

2) Ku=y, KgK'=h, KgK =h, Kx=n.

Dabei ist y der Pol der Ebene u, v die Polarebene des Pqutcs T,
h die Polargerade oder Polare zu g, und zwar h als Bild von g, halsBild
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von g dualisiert, Nachweis sinngemiss wie zu (1). Fiir die Polarenbe-
ziehung in der Korrelation K sind gleichwertig kennzcichnend

®) hRKg=0,hKg=0, gK'h=0, gK'h=0.

Konjugiert zur Ebene u sind alle Ebencn v, dic durch den Pol der Ebene
u gehen: v' Ku =0, u' K'v =0, konjugiert zum Punkt x sind alle
Punkte y der Polarebene von z: y' Kx =0, o' K'y = 0. Eine Gerade
f heisst zur Geraden g konjugicrt, wenn sie die Polare h von g trifft.
Mit (2) und (2.8) — (f statt g) — wird hiernach die Bedingung fir

Konjugiertsein
“) [KgK' + KgK' [=[KgK + KgK' [ =0,
gleichwertig kennzeichnend sind auch

(5) 1KGgK'[=0, [KgK'[=0,

und mit (4) folgt: Ist f zu g konjugiert in der Korrclation K, so ist ¢
zu f konjugiert in der Korrclation K’'. Konjugiertsein ist nur fir K’ =
= + K allgemein, d. h. von involutorischen Elementen abgesehen,
wechsclscitig. Nach (3) sind Sclbstpolaren h = ¢ in K zugleich Selbst-
polaren in K’, nach (5) gilt entsprechendes fiir selbstkonjugicrte Geraden
[=g9.

Fir symmetrische Korrelationen A’ = A, dct A > 0 gelten als Son-
derfall von (2) die Grundbeziehungen

6) Au=zx, AgA=h, AgA=h Az=u

Polaritit und Konjugiertsein sind wechselseitig. Pol und Polarcbene
sind in vereinigter Lage fiir das sclbstpolare Inzidenzgebilde, cine Quadrik

) u'Au=0. a' Az =0.

Selbslpolaren sind Erzcugende dicser Quadrik, ihre Gleichung in Erzeu-
genden lautet daher

® gAG=0, gAg=0,

denn (8) besagt g’ A g, =0, g/ A g, =0, i, k=0,1,2,3, also gehéren
vier Ebenen des Biischels g bzw. vier Punkte der Reihe g zur Quadrik

23 — Collectanea Mathematica
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(7), daher alle Ebenen bzw. Punkte. Polaren g, h in der Korrelation A,
die einander schneiden, sind sclbstkonjugiert und Tangenien der Qua-
drik (7). Zum Bewecis hat man aus (6), (2.8) und (2.9) die Beziehungen

h=AGA, hg+gh=0, p=hg=—gh u=hg=—Fh
sowie A /T=\/ det A E zur Verfiigung. Damit folgt sofort
wWAu=ghAhg=gAgAAgh=0,
pPAp=ghAgh=GAGAAgh=0,

also gchéren Verbindungsebene u und Schnittpunkt p von ¢ und h
zur Quadrik (7). Die Schnittbedingung liefert zugleich die Gleichung
der Quadrik in Tangenlen

©) gAgA+AgAg=0.
Gleichwertig hiermit ist kennzeichnend fiir Tangenten
(10) gAGAG=0, gAgAg=0.

Drei allgemein liegende Geraden ¢', ¢%, ¢3, bestimmen eine symmetri-
sche Korrelation (6) mit der Malrix

) A=g P P— @R =Pt— P Pr=g7 P—EPP=A,
A

=0 PP =Fr 7P =0" g =4,
und mit (g* og%) = A, ist dabei
(12) AA=AA=lyhyiy E.

Dic Eigenschaften (11) sind durch (1.18) gegeben, und (12) folgt aus (1.21)
wegen A; = (g°0g®) = 0. Dic Geraden ¢° sind Erzeugende der zuge-
horigen Quadrik (8), denn fiir ¢! ist

FAF=0GFP—PePNI =097~ g 9 =0

und fiir ¢%, ¢® sind cntsprechend diec andercn beiden Darstellungen von
A in (11) verfiighar. Die in der Linearschar ¢ =« g* + B ¢* + y ¢° ent-
haltenen Geraden ¢ g = 0 bilden den einen Regulus, die Treffgeraden von
g% 9% ¢® den anderen Regulus der Quadrik mil der Matrixz (11). Die
einfache Erginzung des Beweises werde iibergangen.
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Fiir schiefe Korrclationen A’ =—A, det A >0, gelten als Sonder-
fall von (2) die Grundbeziehungen
(13) Au=x, AGA=—h AgA=—h, Az =u,
wobei das Vorzeichen bei k und h (zugleich) gesindert werden darf. Solche
Korrclationen heissen Nullsysteme, weil Pol und Polarebenc stets in-
zident sind: v’ Au=0, 2’ A = 0. Die Selbslpolaren des Nullsystems
sind zugleich selbstkonjugicrl und bilden den zur Matrix A gehorigen
linearen Komplex. Dessen Geraden sind  gleichwertig gekennzeichnet
durch die Beziehungen

(14) §gAg=0, gAg=0,

(15  AGAG+gAgA=0, GAGAG=0, gAgAg=0

(16) AG+gA=0,GA+Ag=0, (Adog) =0.

Zum Nachweis der Gleichwertigkeit sei Aj 4 gA = Ag+gA =— A1 E

cntsprechend der Identitit von Brascke (1.8) mit (Aog) = A. Dann
wird gAg+gg A = JAg =-—21y, also sind (16) und (14) gleichwertig.
Ferner wird gAgA + AgAg=— 1 (gA + Ag) = 2E, also ist (15)
gleichwertig mit (16).

Fiir den Zusammenhang zwischen Nullsystem A und Komplex A
folgt mit (16) und (13)

A'gx—l-gA—rc:O, Agx+4gu=0,

daher gilt wegen (2.6) : Liegt x auf einer Komplexgeraden ¢, so gehort
die Nullebene von z zum Biischel § von g—und dual.

Ahnlich einfache Darstellungen und Beweisstrukturen ergeben sich
fir die Geometrie der Komplex - Biischel 2 A -+ u B, insbesondere auch
fiir die Imagindrgeometric der Geraden.

4. KoMPLEX - BUNDEL

Mit drei schiefen Matrizen A, B, C sind drei Nullsysteme (3.13) und
drei zugehérige lineare Komplexe (3.16) gegeben. Zugleich bestimmen
sic ein Biindel D =a A 4+ 8 B+ y C von Nullsystemen und Komple-
xen. Die in Abschnitt 1 bereitgestellten Identitéiten (1.18) bis (1.26) fiir
Biindel schiefer Matrizen fiithren auf zahlreiche S#tze, beispielsweise die
vier folgenden Erzeugungen von Regulussen auf Quadriken.
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Satz 1. Die in allen Komplexen des Biindels D =« A 4+ 8 B + yC
gemeinsam enthaltenen Geraden und die Trédger der speziellen Komplexe
dieses Biindels bilden dic beiden Regulusse der Quadrik

WKu=0, ©Kt=0 gKj=0, gKg=0
mit der Malrix
(1) K=ABC— CBA = BCA—ACB = CAB— BAC =K'

Zum Beweis sei ¢ eine Gerade, (A0g) = py, (B0g) = pgs, (Cog) =
= M43, dann ist ¢ dann und nur dann in allen Komplexen des Biindcls
cnthalten, venn py = pg = pgg =0 ist. Mit (1.23) folgt also Kg +
+ gK =0, hieraus §Kg+ §gK =0, also wegen gg =0 dic crste
Behauptung. Fiir alle Komplexe D des Biindels ist nach (1 24), (1.25)
DKD = DDK, also fiir die spezicllen Komplexe D K D =0 wegen
D D = 0. Die beiden Regulusse erkennt man leicht als verschieden von-
einander.

Satz 2. Sind A und B zwei Nullsysteme und ist g cine zu diesen
allgemeine Gerade, so sind die Polaren von ¢ an dem Biischel « A + § B
Erzeugende der Quadrik K mit der Malrix

2 K=A§jB—BjgA=gBA—ABg=BAg—gAB=K.
Zum Nachweis erhilt man mit einigen auf (1.8) beruhenden Umformungen
g@A+BB) (AjB—ByA) @A+ fB) g=0,

also hKh =0 fir h=@A+pB) g@A+ B B), was zu zeigen ist.
Statt dessen kann man h in der Form D = 4A + u B + v g darstellen
und sich auf Satz 1 berufen. Der zweite Regulus dieser Quadrik
besteht aus den Treffgeraden von ¢ und den Trigern der speziellen
Komplexe im Biischel « A 4 g8 B.

Ein Beispiel fiir eine Quadrik (2) ist dic Schmicgquadrik K =
=g ﬁg— g'g g einer Regelfliche ¢ ({). Die den Komplexen g, ¢, §
gemeinsamen Geraden im Tangentensystem der Flache g (/) sind
Haupttangenten. (Vgl. hierzu R. Saugr, 1. c¢. S. 67).

Satz 3. Isl A ein Komplex und sind ¢, h zwei zu dicsem sowie zu-
einander allgemeine Geraden, so sind alle Geraden, des Komplexes A, die
sowohl g wie h treffen, Erzeugende cines Requlus der Quadrik K

3 K=gAh—hAg=Ahg—ghA=hgA—Agh=K'.
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Der zweite Regulus besteht aus den Trdagern der speziellen Komplexe
im Biindel D =0 A+ g+ yh.
Zum Nachweis sci

JA+Af=0, fg+Gf=0, Th+Rhj=0, [f=0,
dann folgt durch « Schiebung»
TgAnT=—G/ARf=GATH =—FAR[T=0,

entsprechend fiir die anderen Dreier - Produkte in (3). Statt dessen
kann man Satz 1 heranziehen, da f gemcinsame Gerade der drei Kom-
plexe A, ¢, h ist. So folgt auch die zweitc Behauptung.

Satz 4. Sind f, ¢, h drei zueinander allgemeine Geraden, so bilden
ihre Treffgeraden und die in dem Biindel D = o f + f g+ y h enthalfenen
Geraden die beiden Regulusse der Quadrik K

@)  K=jgh—hgj=ghf—fhg=h[g—gfh=K.

Der Beweis ist mit anderer Bezeichnungsweise in Anschluss an (3.11)
vorweggenommen und [olgt auch sofort aus Satz 1.

Hierzu gehort das Anwendungsbeispiel : Sei f einc Gerade und R
cinc Kollineation Rx =y, RfR = ¢, det R =1. Dann crfiillen dic
Bilder von f in den Kollineationen A E -+ g R einen Regulus der Qua-
drik mit der Matrix

®) K=fRfRfR—RfRfR =K.

Zum Beweis zeigt man durch einfache Umformungen, dass je drei Ge-
raden f, g, h der genannten Auswahl {iir fgh— hgf Ausdriicke ergeben,
die sich von (5) nur durch cinecn Zahlfaktor unterscheiden.

Die ausgewihlten Sétze gehoren zum klassischen Bestand der Geo-
metrie der Komplexe in synthetischer Behandlungsweise ; die mit
Hilfe der Identitdt von Brascuke crhaltenen analylischen Darstellun-
gen ermoglichen Anwendungen, in denen es wie in der Mechanik darauf
ankommt, Darstellungen in Koordinaten zu erhalten. Die Uberginge
zu inhomogenen Koordinaten im euklidischen Raum bediirfen keiner
besonderen Erérterung.






