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INTRODUCCION

Un primo p > 3 es llamado regular si y s6lo si no divide al numera-
dor de ningtin ndmero de Bernoulli B,,, siendo 1 < m < (p — 3)/2.
La sencillez de tales primos estriba en que Kummer probé
que para los exponentes primos regulares la ecuacién de Fermat
xP 4 yP = zP carece de soluciones enteras no triviales. En general,
dado un primo p, un par (p, 2m) se llama irregular si p divide al
numerador de B,,. El ntmero § de pares irregulares que un primo
presenta en el intervalo 1 < m < (p — 3)/2 se llama el indice de
irregularidad de p.

Sea (1 una raiz primitiva p"+1-ésima de la unidad. Desig-
nemos por #, el nimero de clases del cuerpo ciclotémico Q({m+1) ¥
por »*™ la méaxima potencia de p que divide a %,. Una conocida
férmula debida a Iwasawa afirma que, para todo % suficientemente
grande,

e(n) = up" + in + v,

en donde 4 > 0, 2 = 0 y », enteros independientes de #, son los lla-
mados invariantes ciclotémicos de p. Se verifica qued =pu=» =10
si v sélo si p es regular. Los invariantes ciclotémicos han sido cal-
culados para todos los primos p << 105 (véase [4] y [8]), obteniéndose
en todos los casos que 4y =0y A = » = . Un reciente teorema de
B. Ferrero y L. C. Washington prueba que u = 0 para todo primo 5.

En esta nota nos ocupamos de la igualdad A = 4. Proveniente
de la descomposicién k, = kit h,, en donde %, es el ntimero de clases
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del cuerpo real maximal de Q({y»-1) ¥ 45 es un entero, el invariante
A descompone en la forma A = A* + A~. Un conocido criterio dado
por Mestdankyld ([6], [7]) afirma que la igualdad 4 = § tiene lugar si
y s6lo si A* = 0 y para cada par irregular (p, 2m), 1 < m < (p — 3)/2,
se cumple que

B2m BZ»; ~p—1
2m 2m+p — 1

mod p2.

Es sabido (congruencia de Kummer) que tales cocientes son siem-
pre congruentes médulo p.

Ofrecemos aqui una nueva demostracién del criterio anterior,
basada en la férmula explicita de las funciones zeta p-adicas hallada
por Washington [9].

1. FUNCIONES ZETA p-ADICAS

La funcién zeta de Riemann toma sobre los enteros negativos
valores racionales:

(1 —m) = —

n

en donde B, designa el #-ésimo ntimero de Bernoulli. Como es sabido,
tales nimeros se definen a partir del desarrollo

t et oo i

” )

e — 1 2o nml

v son nulos, para # > 1, si y sélo si # es impar.

Kubota y Leopoldt probaron en 1964 la existencia de funciones
continuas p-adicas que interpolaban los anteriores valores. Tal in-
terpolacién, sin embargo, no puede hacerse por medio de una tdnica
funcién p-adica, sino que requiere una particién de los enteros # en
clases de restos médulo p — 1.

En lo sucesivo supondremos siempre que p es distinto de dos.
Sea Z,* el grupo multiplicativo de las unidades p-adicas, U, = 1 +
+ pZ, el subgrupo de las unidades principales y V,_; € Z,* el
grupo ciclico de orden p — 1 formado por las raices (p — 1)-ésimas
de la unidad. Se tiene que Z,* =V, _; X U, y de acuerdo con esta
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descomposicién, cada elemento a € Z,* se escribe de manera tnica
en la forma

a=w(a)a)y, siendo w(@)eV,_;, (a)yeU,.
Si a € Z es divisible por p, definamos w(a) = 0. La aplicacién
Z - Vp —1
a—~ w(a)

se identifica entonces con un cardcter de Dirichlet de conductor .
Segiin Kubota y Leopoldt (véase [3], §3), para cada enteroz (1< 7 <
< p — 1), existe una dnica funcién continua

Cp(w, ) @ Zy — {1} - Q,

tal que sobre los enteros # > I, » = ¢ mod (p — 1), satisface la
igualdad

Lo, 1 —m) = (1 —p*~ 1) L(1 — n).

La funcién {,(w’, ) es idénticamente nula si y sélo si 7 es impar.
Claramente para todo entero # > 1

Up (Lp (@ 1 —m)) =0, ((1 — ),

en donde por v, designamos la valoracién de Q, asociada a p.

Si By, = P,,,/0,, es la representacién racional de un nimero
de Bernoulli en su forma irreducible, por el teorema de von Staudt-
Clausen ([1], Cap. V) sabemos que un ntimero primo p divide a @,
si y sélo si (p — 1)|2m. En consecuencia, si 1 < m < (p — 3)/2,

Uy (p (02", 1 — 2m)) = v,(Py,),

v con ello el cardcter irregular de un primo puede «leersey a través de
los valores tomados por las funciones zeta p-ddicas.
Designemos por £, una clausura algebraica de Q, y sea

D= {se,] |s| < pt-2I—1)

en donde | | denota el valor absoluto p-addico normalizado por {p| =p 1
La funcién ¢, (', s) se extiende a una funcién meromorfa en D (de
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hecho analitica si 7 3£ 0), que viene dada por la siguiente férmula
debido a Washington [9]:

AL gt § (S () 5,

2. RELACION CON LOS INVARIANTES CICLOTOMICOS DE IWASAWA

En lo sucesivo supondremos siempre que ¢ es par. La funcién
{p(w', s) tiene entonces tnicamente un ndmero finito de ceros en
D. En efecto, por un teorema debido a Iwasawa (véase [3], §6), sa-
bemos que existe una serie formal f;(T) € Z,[[T]] tal que

) — fO(qs - 1)

¢ —1
Lo(e),s) = filg — 1) , st 1==0mod (p — 1),

Lp(w0, s , si i=0mod(p —1),

para todo s €D, siendo ¢ = 1 + p. Por el teorema de preparacién
de WeierstraB}, la serie f;(7) descompone en la forma

fi(T) = p* g:(T) wi(T), (*)

en donde u; es un entero no negativo, g,(T’) € Z,[T] es un polinomio
de WeierstraB, es decir, es ménico y verifica que

g(T) = T% mod p

v #;(T) es una unidad de Z,[[T]]. Ferrero y Washington [2] han

demostrado que, en las series que nos ocupamn, u; es igual a cero.
Sea (.1 una raiz primitiva p* " l-ésima de la unidad. Sea 4,

el niimero de clases del cuerpo ciclotémico Q({pm«1) y At el de su

cuerpo real maximal Q({m-: + Cpnt).

Es sabido que A |4,. Definamos A, por la igualdad

h, = hy h;.

Sea p™ (resp. p~ ™) la méxima potencia de p que divide a 4,
resp. a k). Iwasawa demostré (cf. [3], §7) que existen enteros 4 > 0,
u =0, v (resp. A~ >0, u= =0, v), tales que, para todo # sufi-
cientemente grande,
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e(n) = up* + in + v,
e(n) =pup*+ A n+ v

Ademds tales enteros son «calculablesy a partir de las funciones de
Kubota y Leopoldt. Concretamente:

p—1 p—1 .
pm=¥wm , A=Y 4 (i par).
i=2 i=2
Con ello g= = 0 (y ello implica 4 = 0) segiin el teorema de Ferrero-

Washington.
Claramente A2 > A~. Definamos A+ por la igualdad 4 = A+ + A~
y sea

FID) =3 a® T | aiez,,

i=0

la serie (*). Deducimos ahora que plag!) si y solo si el polinomio de
WeierstraBl g;(T) es distinto de 1. Es decir

j){(lo'” <= = )"i > 1.

Sea 2 €7 < p — 3 (recordemos que ¢ es par). De la igualdad
2 (Y (g 7 = 1)) = 0, (G (0, 1 — 2)) = v,(By)
i=o0

se sigue que
A =21 «= (p, 1) es un par irregular.

En consecuencia

siendo ¢ el indice de irregularidad de p. Consideremos ahora el in-
dice 4,_;. Por el teorema de von Staudt-Clausen sabemos que
v,(B,_1) = — I; ello implica que la serie f, {(T) debe ser un ele-
mento unitario de Z,[[T]]; es decir 4, | = 0. Obtenemos asi la si-
guiente
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Proposicion. Dado un primo p (> 3), la igualdad 4 = 8 se verifica
si y s6lo si At =0y A4, = 1 para todo par irregular (p,7), 2 < ¢ <
< p —3, ¢ par.

En tal caso, las funciones ¢, (@', s), 7 par, tienen a lo sumo un
cero simple en Z, .

Nota. Una célebre conjetura debida a Vandiver afirma que p | Ad.
Sip | hg, entonces p § A} para todo # > 0, con lo cual A+ == 0 para
este valor de p. La conjetura de Vandiver es cierta para todo primo
P < 105

3. ESTUDIO DE LA CONDICION A4; = 1

La congruencia

f(T) =S @0Ti = Thu,(T) mod p

i=o

nos dice que el valor de ; puede reconocerse como el indice del pri-
mero de los coeficientes de la serie f;(7) que no es multiplo de 5.
Es decir, se tiene que

a]_(i) = 0 mod P, para 0 <]< Ai;
al,-(i) $ 0 mod p .

Supondremos en lo sucesivo que es ¢ < p — 3. Asimismo, puesto
que estamos interesados dnicamente en los valores de ¢ para los
cuales (p, 7) es un par irregular, podemos suponer que p > 3 y que
1> 2.

De la igualdad {(ef, s) = § &% (¢F — 1)

i=0
se obtiene

'y (@, 0) = &) log ¢

’

en donde ' indica la derivada respecto a s y log designa la funcién
logaritmo p-adico. Por tanto

a,® = 0 mod p <= 'Up(c,p(wii 0) =1.
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Estudiaremos ahora esta tltima condicién a partir de la férmula
de Washington. Sea

T(s): =

nMv

@i B (') (2 8

i=0

L
P
Debemos pues calcular

— (o, 0) = T(0) + T7(0)

médulo p2. Puesto que (a)” = 1 mod p3, para todo a e Z,*,
se tiene que a?* = w(a) mod p3. Por tanto

» »
T(0) = L Y oi(a) (@) — L ¥ o'~ 1(a)
P a=1 2 a=1
— _1_ § w'~1(a)a = Lﬁilamu—l)—'»l
P a=1 N a=1
1
=—Spi-1n:1(p) mod 22,
?
en donde si &, # > | son enteros arbitrarios
n—I1
Sn) : = Y, a*
a=1

Es sabido que las sumas de potencias de nimeros naturales estan
ligadas a los niimeros de Bernoulli. Asi para 2 > 1

k
se =g 8 ()

(véase [1], Ch. V). Sea 0 < r < 7un entero; haciendo & = p2(: —7) +7
y # = p en la férmula anterior, se obtiene la congruencia

SPZ(‘. —1)=r = P BpZ({ —r)+r mOd P3-
Con ello

T(0) = Bpo(i—1y+1 mod p2.

Escribamos ahora 77(s) = T (s) + T (s), en donde

2 — Collectanea Mathematica
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Tis) : = — L § wi(a) <ay1-+ logcay —lf“j@f&

pu=l i=0

1 o 12 . 1 py
T —_ 1-s | I | i s £ ..
2s) : L; @) cadi=ta péywwwjaﬂrﬂ(ga

: —1)2
Teniendo en cuenta que log (a) = (a) — 1 —«@fl)mod 3,

deducimos

T,(0) = —

qu

o' (a )(a}log(eﬂ—l——;— ¥ o'~ 1(a) log <a)

a=1

L
b a

=2 2 w(a) (a)3 — = 2 w*(a) {(a)2 +

a=1

E a) <ay +—;— ¥ o'~ 1(a)<a)

= a=1

1 2
. 2—?‘592(1 343 () — ; Spi—2+2(p) +

3 1
+55,>z(;_1)+1 (%) +75¢>2(i—2)+1

1 3
= + 'EBPZ(L'—3)+3 — 2 Bpi_22+ _2‘Bp2(i—1)+1 mod $2.

En cuanto al término 7,(0) tenemos

=—i 2 \J P 300 P’ 1
75(0) ngwu>{n2+pr4aj O_Up&}
P P
—-—_:—l%aglw’—l(u)a‘l E IP—Z‘,};: ) = 0 mod p2.

Reuniendo las congruencias obtenidas resulta

— 2C'p(w"', 0) = sz(,-_g,)_*_g — 4BP2(i—2)+2 +5 BP’(i—l)+1 mode_
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Esta expresién puede ahora simplificarse por medio de las congruen-
cias de Kummer. Para ello, dado un entero ¢ > 0, definimos

A, — 'B'.'-;-t(p—l) :
it Hp—1)

entonces (véase por ejemplo [5])

A; = Ay mod p
A,—Z At+1+A¢+ZEO lnodpz.

Sustituyendo se obtiene que

— 20 ,(0',0) == 3Api_3i-3 — 8 Apui_gica+ SApi_nysi
nE Ap(i-»3)--:-i—3 -+ Ap(i-Z) +i—2
= (P —+ l) (Al —AQ) mod ]52.

Por tanto, si (p, 7) es un par irregular

20 (f, 0) == B’ — P Biipot mod $2
1 14+p —1
y
U ({5 (@, 0)) = 1 <= % =+ %1— mod $2.

Con ello se obtiene el siguiente

Teorema. Sea (p,t) un par irregular (2 < ¢ < p — 3); la igualdad
A; = 1 se cumple si y sélo si

i_"$———,Bi*"‘l mod 2.
1 14+p—1

Corolario. El invariante ciclotémico de Iwasawa A~ coincide con
el indice de irregularidad de p si y sélo si

B,» B,; 4-p—1

i i+p—1

par.

mod p2, siempre que p|B; 2 <i<p—3),1



(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(el

(7

(8]

(9]

BIBLIOGRAFIA
BOREVITCH, Z. 1., SHAFAREVITCH, I.R.: Théorie des nombres. Paris: Gau-
thier-Villars, 1967.

FERRERO, B., WasHINGTON, L.C.: The Iwasawa invaviant u, vanishes
for abelian number fields. Ann of Math. 709, 377-395 (1979).

Iwasawa, K.: Lectures on p-adic L-functions. Annals of Math. Studies.
Princeton University Press, 1972.

JoHNSON, W.: Irvegular primes and cyclotomic invariants. Math. Comp.
29, 113-120 (1975).

JoHNSON, W.: p-adic proofs on congruences for the Bevnoulli, Numbers. J.
Number Theory 7, 251-256 (1975).

METSANKYLA, T.: On the cyclotomic invaviants of Iwasawa. Math. Scand.
37, 61-75 (1975).

METSANKVLA, T.: Jwasawa invariants and Kummer congruences. J. Number
Theory 10, 510-522 (1978).

WAGSTAFF, S. S.: The irvegular primes to 125.000. Math. Comp. 32, 583-
591 (1978).

WASHINGTON, 1. C.: A mnote on p-adic L-functions. J. Number Theory
8, 245-250 (1976).

Pilar Bayer



