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1. RESENA HISTORICA

En su famosa disertacién inaugural, Riemann escribié la derivada
« direccional » de una funciéon compleja w, de la variable compleja z,
esencialmente asi :

2 DUYEI+P@]e%, tgh—m

donde, D[f(z)] = %[u,, + 0y, + (v, —uy)]
PU@) = 5lte—0, +1 (0 — )]

y m la pendiente, en el punto considerado, de la curva de aproxima-
ciéon al punto fijo, del punto variable z.

Desde entonces se han hecho especificos intentos para estudiar
funciones que no son analiticas, asi como para generalizar las cla-
sicas condiciones de Cauchy - Riemann. En este ultimo sentido
podemos mencionar un articulo de Picard, publicado en el « Jour-
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nal de Mathematiques» en 1.892. Algunos otros trabajos pueden
encontrarse en la bibliografia que insertamos al final de este trabajo.

A Pompeiu corresponde el mérito de haber abordado por vez
primera, en 1912 (Rendiconti di Palermo) y de una manera directa
el estudio de las funciones continuas de una variable compleja,
renunciando a las condiciones de Cauchy - Riemann. En sus tra-
bajos define la derivada « areolar » de una funcién compleja de va-
riable compleja considerando el limite :

/f(z) dz

lim I'_C__
€=0 —/acdy—ydm
2Jc

donde C es un contorno que rodea al punto z considerado y el li-
mite estd considerado cuando este contorno tiende al punto median-
te una deformacién continua.

Cuando este limite existe y estd bien determinado en el punto,
la funcioén se llama mondgena (¢) en dicho punto. Una funcién monoégena
areolarmente o, monodgena («x) en todos los puntos interiores a una
region, se llama holomorfa (x) en dicha regién.

Hayashi ha demostrado varios teoremas notables referentes a
esta clase de funciones y ha construido los fundamentos para des-
arrollar una teoria general de las mismas.

Once anos mas tarde, en 1923, Hedrick en colaboracién con
Ingold y Westfall escribe la primera teoria general de estas fun-
ciones no-analiticas (« Theory of non-analytic functions of a com-
plex variable », Journal de Mathématiques, vol. 2). A él correspon-
de el mérito de haber sido el primero en ver la riqueza del campo
que se presenta. Las dos principales propiedades de las funciones
analiticas, que conducen a las ecuaciones de Cauchy - Riemann,
la propiedad conforme y la equivalente de poseer derivada tunica
en cada punto desaparecen en estas nuevas funciones. En lugar
de las transformaciones conformes aparecen transformaciones mu-
cho més generales. El retraso en el estudio de estas nuevas funcio-
nes s0lo puede deberse al fructifero campo que ofrecen las funciones
analiticas. En aquel primer articulo Hedrick estudia las lineas ca-
racteristicas, el significado geométrico de las cantidades E, F y G,
definidas precisamente como las cantidades fundamentales de la
geometria diferencial; introduce el concepto de elipticidad de una
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funcién y estudia otras muy interesantes propiedades. En poste-
riores articulos ha dado la generalizacion de los cldsicos teoremas
de Morera y Liouville y ha considerado la integral de Stieltjes en
Adw
Az
una funcién w = f (z) como una nueva funcién de z, prueba que el
jacobiano de la transformacion que pasa del plano z al plano de la
nueva funciéon se anula precisamente en los puntos de la circunfe-
rencia de Kasner. La superficie de Riemann correspondiente a la
funcién tiene, en general dos hojas, que se unen a lo largo de la cir-
cunferencia de Kasner. Esta curva puede denominarse arista de
retroceso de la superficie debido a su similitud con la de las super-
ficies desarrollables.

En otros articulos, en colaboracion con Ingold, Hedrick ha es-
tudiado estas funciones no-analiticas, asi como las ecuaciones de
Beltrami para tres dimensiones y define las funciones conjugadas
en espacios de esta misma dimensiéon. Una referencia detallada
de sus trabajos se encontrard en la bibliografia que damos al final.

Las definiciones de la segunda y siguientes derivadas de una
funcién poligena dadas por diferentes autores, no estan de acuerdo.

Al considerar la segunda derivada, si la pendiente de la curva
segun la cual 4z se aproxima a cero es designada por m’, mientras
se designa por m la pendiente andloga para la primera derivada
se pueden considerar estos tres casos:

el plano complejo. Considerando el cociente incremental para

(1)...m = m’ = constante, independiente de z.

@2)..m=m'"=pu Yy
(3)...m’ y la curva de aproximacién, independientes de m.

En su tesis, Nicolesco considera las distintas posibilidades y prue-
ba que el orden de diferenciacion es indiferente : esto es, que m y
m’ pueden intercambiarse sin afectar a la segunda derivada. Ex-
tiende este resultado a la derivada n — sima. Generalmente él uti-
liza la asuncién (1).

Calugaréano hace siempre la hipétesis (2) en sus trabajos sobre
las derivadas de funciones poligenas. Discute su diferente actitud
con la adoptada por Kasner — que supone siempre la (3) — en las
Transactions of the American Mathematical Society, vol. 32 (1930).

Calugaréano, considerando las derivadas sucesivas de una fun-
cion poligena, ataca el problema de resolucién de ecuaciones dife-
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renciales en que intervienen estas derivadas. Demuestra que toda
integral poligena analitica (*) de una ecuacién diferencial de este
tipo conduce al conocimiento de una integral mono6gena. Las ecua-
ciones diferenciales que admiten integrales poligenas forman una
clase particular y Calugaréano da la caracterizacién de esta clase,
que es: Su integral monégena contiene dos constantes arbitrarias
de una manera especial.

Muy interesante es también un trabajo de Vincent C. Poor en
que generaliza para las funciones poligenas los conceptos de polo
y cero asi como da la manera de calcular residuos.

Otros muchos trabajos en este, relativamente nuevo, campo de
las funciones poligenas, pueden encontrarse en la bibliografia.

2. SUMARIO DE RESULTADOS

Indicamos a continuacién los principales resultados originales a
que llegamos en nuestro estudio.

La derivada tercera de una funciéon poligena, depende no soélo
del punto del plano z, en el cual estd formada, sino también del
elemento diferencial de tercer orden de la curva de aproximacion ;
es‘decir, de las tres primeras derivadas en el punto considerado, de
la funcion que representa la curva. Solamente cuando la funcion
es monogena, la derivada tercera es unica. "

Cuando sc consideran como curvas de aproximacién al punto z,
el haz de rectas que pasan por él — derivada tercera rectilinea —
los valores complejos de la tercera derivada determinan en el plano
complejo una curva 7.

La eurva 7, es de sexto orden y de sexta clase. Tiene dos puntos
triples imaginarios en los puntos ciclicos del plano y se puede con-
siderar en cierto modo como una generalizacién en la linea de la
circunferencia y del caracol de Pascal. Su numero maximo de pun-
tos dobles reales es cuatro, pudiendo tres de ellos ser sustituidos
por un punto triple cuando: |w,; | = | w,;|. Puede también tener uno
o dos puntos de retroceso, siendo necesario en este ultimo caso que :
| Wi | = 3| wsz| y arg-w,z = 2 arg-wg. Los dos puntos de retro-
ceso pueden coincidir obteniéndose un punto triple.

(*) Se llaman asf las funciones poligenas de z, que admiten en todo punto re-
gular de su dominio de existencia un desarrollo en serie doble de potencias de z y z.
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La curva 7, tiene dos focos que coinciden cuando : wz)? =
3 w,; Wi.

Puede ser descrita mediante el movimiento uniforme de giro del radio
vector cuando la curva posee un punto triple, distinto de los ciclicos.

Si la funcién es mondgena, la curva 7, se reduce a un punto. Si
es monodgena inversa a una circunferencia. También se reduce a
una circunferencia si la funcién es arménica.

El valor medio de 7, respecto de 6 es w,,;, que coincide con el va-
lor unico que tendria la derivada tercera en el caso de ser la funcién
monodgena. Si suponemos la circunferencia unidad cubierta unifor-
memente de masa, la densidad lineal sobre la curva z; varia como
la inversa de la distancia del origen a un cierto caracol de Pascal.

El punto imagen de la derivada tercera cuando las curvas de
aproximacién son circunferencias tangentes en el punto conside-
rado del plano z, describe una parabola. El didmetro de la para-
bola que pasa por el punto correspondiente en la curva 7, a aquel
valor de 0, envuelve, cuando este punto se mueve sobre la curva 7,
una curva del mismo tipo que aquella, pero con centro de simetria.

La correspondencia T,, asociada con la derivada tercera circular
de una funcién poligena, entre el plano de los centros de curvatura
y los puntos del plano complejo z,, es degenerada siempre y cuando
la funcién sea mondgena, y ademés se verifique que: wy; == wy; — 0,
es decir, sea también mondgenas w, y w:.

En esta correspondencia T,, a cada punto del plano Z (plano
de los centros de curvatura) corresponde un punto en el plano 7,
en que representamos la derivada terccra circular. Reciprocamente,
a cada punto del plano 7, corresponden en virtud de la correspon-
dencia 7,71, inversa de la T}, dieciséis puntos (reales o imaginarios)
en el plano Z. A una recta que pasa por el punto z, corresponde
en virtud de esta correspondencia, una parabola en el plano 7,, y
a una recta que no pase por el punto z, una curva del tipo de la Ty,
algebraica de sexto orden y de sexta clase.

Cuando las curvas de aproximacién son parabolas que tienen el
mismo circulo osculador en el punto z, el punto imagen de la deri-
vada tercera describe una recta. Cuando 6 varia, esta recta gira en
sentido contrario al de z y a una velocidad cuatro veces mayor. Exis-
ten cinco posiciones en que esta recta cs paralela a la correspondien-
te del plano z, de inclinacién 6. La envolvente del haz de rectas que
se obticne al suponer la curvatura constante y 6 variable, es una
curva algebraica de orden doce.
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La derivada tercera de una funcién poligena establece una co-
rrespondencia T',, entre los puntos de un espacio tridimensional de
coordenadas y”, y”, y"’ o mejor 0, x y ¢, y los puntos del plano com
plejo 7 en que suponemos representada la derivada tercera.

En esta correspondencia T,, a una recta paralela al eje 0, corres-
ponde en el plano 7 una curva algebraica de orden doce. Si la recta
esta en el plano e le corresponde una curva algebraica doble de
orden seis. En particular, al eje 0 le corresponde la curva 7, — deri-
vada rectilinea — considerada dos veces. A una recta paralela al
eje » corresponde una parabola y a otra paralela al eje ¢ una linea
recta, en el plano 7.

Entre un plano paralelo al 6x y el 7 sc establece una correspon-
dencia puntual que es degenerada cuando las funciones w, w, y w:
son mondbgenas, en cuyo caso a todos los puntos del primer plano
les corresponde en el plano 7 los puntos de una curva algebraica de
sexto orden. Si la correspondencia no es degenerada, en la inversa
corresponden, a cada punto del plano 7, dieciséis puntos (reales, ima-
ginarios o confundidos) en el plano considerado.

I.a correspondencia entre los puntos de un plano paralelo al 0e
y el 7 es degenerada cuando la funcién es monodgena y hace corres-
ponder a todos los puntos del plano los de una curva algebraica de
orden doce. En la correspondencia inversa, a un punto del plano 7
le corresponden ocho (reales, imaginarios o confundidos) del primer
plano. La correspondencia entre los puntos de un plano paralelo
al x¢ y el plano 7 es degenerada cuando la funcién es mondgena.
Y hace corresponder a todos los puntos del primer plano los puntos
de una recta en el plano 7. En la correspondencia inversa a un punto
del plano 7 le corresponden en el primer plano dos puntos (reales,
imaginarios o confundidos).

La curva 7; que representa la derivada n— sima rectilinea de
una funcion poligena, es algebraica de orden 2n y de la misma clase,
y debe considerarse como doble. Pasa por los puntos ciclicos del
plano y tiene en cada uno de ellos un punto multiple de orden n.
Su ntmero maximo de puntos dobles reales — o de multiples equi-
valentes — es (n — 1)2. Puede poseer un punto multiple de orden
n — ademas de los ciclicos — si sus coeficientes cumplen la condicién :

4 ap as Qg Qo Ay

e — B =

ay—1 an-—‘z Jn—:} a3 ag E11
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La suma del numero de focos y del de puntos de retroceso de
la curva que estamos considerando es, en general, n — 1.

Cuando la curva posee un punto multiple de orden n — distinto
de los ciclicos — y la tangente a la curva de aproximacién gira en
el plano z en un sentido determinado, el vector que tiene su origen
en el punto multiple de orden n (real o imaginario) y su extremo
sobre la curva, gira en sentido contrario y a una velocidad n - veces
la de aquella Si no existe este punto multiple no hay ningtn punto
que cumpla aquellas condiciones.

Si la funcién es mondgena la curva se reduce a un punto. Si es
monodgena inversa a una circunferencia considerada n veces.

El valor medio de 7, respecto de 6 es w,, ,, que coincide con el
valor de la derivada n — sima, en el caso de ser la funcién monodgena.

3. FUNCIONES POLIGENAS Y TRANSFORMACIONES

Cuando una variable compleja w = u + iv estd relacionada con
otra variable compleja z = x 4 iy de tal manera que a cada valor
de z corresponde un valor de w se dice que w es una funcién de z.

Esta correspondencia funcional puede ser expresada por la ecua-
cion :

w=u(y) + iv(z,y)

donde u y v son funciones realés de las dos variables reales = e y.

Supondremos que las funciones u y v son continuas y que poseen
derivadas parciales continuas hasta el tercer orden, en una region
del plano z. Por lo demds, la funcién es completamente general y
las derivadas parciales de primer orden no tienen necesariamente
que satisfacer las condiciones de Cauchy - Riemann. Diremos que
una tal funcién w es una funcién poligena de z. La denominacién de
funcién poligena fué introducida por E. Kasner en 1.927 (« A new
theory of polygenic — or non-monogenic — functions. Science, vol.
66). Hedrick llama a estas funciones, no-analiticas.

Si, en particular, las funciones u y » satisfacen las condiciones de
Cauchy - Riemann :

U, = v,, U, =—v,

entonces la funcién poligena w se llama monégena de z. Por otra
otra parte, siu y v satisfacen las condiciones opuestas de Cauchy -
Riemann : '

Uy = —10,, l, =

F2
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entonces, la funcion poligena w se llama, mondgena inversa de z
(o funciéon monodgena de z = x — iy)

Si w es una funcién poligena de z, la relacion entre z y w puede
ser interpretada geométricamente como una correspondencia cntre
los puntos del plano z y los puntos del plano w, la cual para una
conveniente region del plano z, es biunivoca. Esta correspondencia
es completamente general. En particular, la representacién que esta-
blece el plano z sobre el plano w es conforme, o conforme inversa,
segun que la funcion poligena w sea monégena o mondgena inversa.

En la teoria de funciones de variable compleja se prueba el teo-
rema de que una funcién mondégena de z puede ser desarrollada en
seric de Taylor de la variable z. Y analogamente, una funcién mo-
noégena inversa de z puede ser desarrollada en serie de Taylor de la
variable z. Sin embargo, este no es, en general, el caso de una fun-
cién poligena. Diremos que w es una funcién poligena analitica de
la variable z si ambas componentes de w, u y v pueden ser desarro-
lladas en serie de Taylor de z e y.

Se hace notar que una funcién poligena analitica puede ser des-
arrollada en serie de Taylor de z y z. Las coordenadas minimas z
y z estdn definidas por las relaciones:

N . 1 - 1 -
z=x+zy,z_a,—ly,x_§(z—|-z),y__—z—l_(z—z).

El desarrollo en serie de Taylor de una funcién poligena analitica
w, contendra solamente z, o solamente z segun que w sea mondgena,
o mono6gena inversa.

4. LoS OPERADORES LINEALES D v P

En el estudio de las derivadas de una funcién poligena — espe-
cialmente en el estudio de la derivada primera — desempenan un
importante papel dos operadores diferenciales lineales que definimos
a continuacion.

Para una funcién poligena w sea

ow 1/0 . 9 1 .
wr = o= = D (w) == 5(55 —1 @)w =5 w, — iw,)

ow 1 . 0 1 .
w, - = = P W) - §<__€’ + i 5}) w = 5 (w, + iw,)

9 — Collectanca Mathematica.
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De aqui se deduce,

ow o 2
=5 = Pyw ==+ =|w=w, + w;
ll)x ox (D + )w (C)Z I aZ) z T Z
ow o 2 .
=—=D—P)w =il ——=|w =1 (w, — wy).
Ivy dy ( ) (r)z az> ( z z)

Hay que hacer constar que w, (o w;) no significa derivacion par-
cial de w con respecto a z (o zZ) mientras se mantiene constante z
(o z), sino simplemente la aplicacién de los operadores lineales D
(0o P) a w. Desde luego, si w es una funcion poligena analitica, enton-
ces w, = D (w) (o w; = P (w)) es la derivada parcial de w respecto
de z (0 z).

El operador lineal P (w) coincide — salvo un factor constante —
con la derivada «aerolar» considerada por Pompeiu (« Rendiconti
di Palermo», vol. 33; 1912 y vol. 35, 1913).

Ambos operadores lineales son conmutativos. En esencia se ob-
tiene el laplaciano,

1
PD(w) = DP(w) = w;, = w,; = i (w,, + w,,).

5. LA PRIMERA DERIVADA DE UNA FUNCION POLIGENA w,
RESPECTO DE z

La expresién de la primera derivada de una funcion poligena w
respepto de la variable z es la siguiente :

_dw  w,dx 4 w,dy w,cosh + w,senb
YT & T T dz +idy cos@ + isenf

donde 6 es la inclinacion de la tangente a la curva de aproximacion,
en el punto z considerado

. . . . A
Se observa que esta derivada <lim1te del cociente incremental A*If))

depende, en general, no solamente del punto z considerado, sino
también de la direccion — determinada por la pendiente y’, o la
inclinacion — de la curva de aproximaciéon. Es decir, la derivada
y de una funcién poligena es una funcién de z y 6. Por tanto,
esta primera derivada, tendrd en general, infinitos valores en cada



La geometria asociada con la tercera derivada de una funcién poligena 131

punto z. Solamente en el caso de la funcién mondgena, esto es, cuan-
do la funcion satisface las condiciones de Cauchy - Riemann, la de-
rivada es unica en cada punto.

A la expresion hallada de la primera derivada se le puede dar
otra forma m4s sencilla introduciendo los dos operadores anterior-
mente definidos y teniendo en cuenta las férmulas de Euler para
las funciones circulares. Se obtiene asi para ella la siguiente expresion :

d .
Y o= d—: = W, + w; 6—219

que es, con algunas diferencias en la notacién, la forma en que apa-
rece en la ya citada famosa disertacion inaugural de RIEMANN.
Se puede llegar de una manera muy elegante a esta férmula, se-
gin A. Proca ha sefialado, introduciendo como nucvas variables
zZy z.
Toda funcién poligena es, (después del cambio), una funcién de z,
por intermedio de z y z, y se tiene,

dw Jow Jdwdz 2
dz ~ 9z a5 dz oz 9z

Otras formas también interesantes de la derivada primera son:

_ W + ylwy. _ L +iv,+y’ (u,+1iv)

1 . . . )
Y= [2 (u, + v,) + 12 (—u, + Ux)] —1—[5 (1, —v,) + %(uy+vx)]e--'@

esta ultima obtenida expresando los operadores lineales introduci-
dos, en funciéon de las derivadas parciales de las funciones reales
u y v, con respecto a las variables x e y

6. LA CIRCUNFERENCIA DE KASNER

. dw .
Podemos considerar 7, ¢omo un punto de un plano complejo,
z

que llamaremos plano y.
La primera derivada y de una funcion poligena posee las tres
propiedades siguientes :
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Propiedad I. La derivada y de una funcién poligena w con res-
pecto a z, en un punto general z, posee ool valores, correspondien-
tes a las distintas direcciones de las curvas de aproximacion a z,
valores que pueden ser considerados como puntos del plano y. El
lugar geométrico de estos puntos es una circunferencia. Esta circun-
ferencia ha sido denominada por HEnRICK, circunferencia de Kasner.

Propiedad II. Para una funcién poligena (no monégena) cuan-
do la tangente a la curva de aproximacién en el punto z, gira alre-
dedor de este punto, el punto correspondiente en la circunferencia
de KASNER se mueve sobre ella con velocidad angular doble que la
de aquella, y en opuesto sentido.

KAsNER ha introducido la palabra « clock » para representar una
circunferencia y un punto sobre la misma que llamaremos punto
fase principal del clock y corresponde a la direccion del plano z pa-
ralela al eje . Un «clock » estd determinado por dos vectores, el
vector ceniro, que determina el centro de la circunferencia, y el vector
radio fase, cuyo médulo determina el radio de la misma. El punto
fase principal est4 determinado por estos dos vectores.

La representacion grafica dela primera derivada de una funcién
poligena es pues, mds que una congruencia de circunferencias, una
congruencia de « clocks». Cuando el punto z varia, sobre el plano z,
el centro de la circunferencia de Kasner, asi como el punto fase
principal, determinan sendas funciones de z.

Propiedad III. El punto fase principal del «clock» que re-
presenta la derivada de la funcién centro, coincide con el centro
del «clock» que representa la derivada de la funcion punto fase
principal.

Estas tres propiedades son caracteristicas de la primera deriva-
da de una funcién poligena como KasNer ha demostrado en 1.936
(« A complete characterization of the derivative of a polygenic func-
tion », Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 22).

7. LA DERIVADA SEGUNDA DE UNA FUNCION POLIGENA

2

d
La segunda derivada ¢ = 7;; de la funciéon poligena w con res-

pecto a z, en un punto fijo z = x 4 iy, cuando la variable z sc apro-
xima a €l seglin una curva arbitraria, csta dada por la expresion si-
guiente :
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d?w i, . ] )
O === =W, +2;we % L wze-40__2iw; e~ 39y,
d z*
6 y’
donde » = s~ (0 + g2 y
1/0 o \2 1
— 2 —_ o — ] — = — — 9
w,, = D* (w) = 4(c)x lay> w 4(wm Wy, — 2iw,,),
] 10 .o\ [o .o\ 1
Wy = DP (w) —:1(% - la—y~> (a_ﬂ-c e Iﬁ) w = 1 W,y + wyy),
2

wi = P? (w) = 1(

. 0\? 1 o
i + z—> W= W, — w,, + 2iw,,).

ox 9y

Obsérvese que la segunda derivada de una funciéon poligena de-
pende del punto z en el cual estd formada, de la direccion 6 de la
curva de aproximacion en aquel punto, y de la curvatura de la misma
en el punto considerado.

Para obtener la expresiéon de la segunda derivada en funcién de
las derivadas parciales de w respecto de x e y, basta sustituir en la
expresion antes obtenida para la segunda derivada, los valores en
funcién de aquéllas, de w,, w; y wg.

Se obtiene la férmula siguiente :

d?w

1 . ,
0 =aa=y (W, —wy, —21w,,) +

—

+ 5 (W, T wy,) 6720 + ii(w”— W, + 2iw,) e+ —i(w, + iw,) e~ ¥%x.

Finalmente, colocando w = u + iv en esta féormula, encontramos
la expresion,

d%w

I

dz2 4
. i 1 . — 41

+ 1 (Uxx + vyJ‘)] e~ + Zi [(uxx_ Uyy— 2 ny) + 1 (vxx_vy:v + 2 vx}') [e 40—

— i [(u, —vy) + (v, + w)] e 3.

. . 1 .
[_(uxx_ Uy - 2vxy) + 1 (vxx_l)yy_ 2uxy):| + i [(uxx + u:W) T

Los tres primeros términos de la primera expresion encontrada
para la derivada segunda pueden reunirse en la expresiéon simbélica,

W,y + 2w, e~ %0 4+ wy e~ 40 = (w, + w; e~ 20)@
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donde los exponentes de w, y de w; deben ser sustituidos por indices
de derivacién. Esta es la derivada segunda rectilinea, correspondien-
te a las rectas que pasan por el punto z considerado; es decir, si
representamos el numero complejo ¢ en un plano, los puntos que
representan la derivada segunda de una funcién poligena cuando
se consideran como curvas de aproximacion todas las rectas del pla-
no z que pasan por el punto considerado, forman una curva, que re-
sulta ser un caracol de PascaL.

Esta derivada segunda rectilinca de una funcién poligena ha sido
estudiada por CALUGAREANO (« Sur les fonctions polygenes d’'unc va-
riable complexe », Tesis, Paris 1928. Comptes Rendus, vol. 186 (1928)
Bulletin de la Société des Sciences de Cluj, vol. 14 (1928). Transac-
tions of the American Mathematical Society, vol. 31 (1929); vol.32
(1930).

Por otra parte, Nicolesco ha estudiado la derivada segunda de
una funcién poligena para dos diferentes curvas de aproximacion
rectilineas (« Fonctions complexes dans le plan et dans l'espace ».
Tesis, Paris 1928).

Todavia vamos a obtener una expresion més para la derivada
segunda, sustituyendo en la segunda expresion obtenida los valores de,

0i L o y”
e =cosf +isenf y x m__—_(l—{-y’z)%

Se llega a la siguiente formula :

d*w U)W - 2wy + Wy Fw, Y ) — (0, + w,y) iy .

dz? 1+ iy’)?
__wm—i-2wx,,y’+ w,y, y 2 LW, —iw, o
d+ iy ROESTH

8. LA TRANSFORMACION INDUCIDA ENTRE EL PLANO DEL CENTRO
DE CURVATURA Y EL PLANO DE LA DERIVADA SEGUNDA

Hemos visto que la derivada segunda de una funcién poligena
w es una funcion del punto z, en el cual se estudia, y del elemento
diferencial de segundo orden (y’, y”) en aquel punto, de la curva
de aproximacién. Pero un elemento diferencial de segundo orden en
el punto z = x 4 iy queda también determinado cuando se da el
centro de curvatura Z = X 4 iY de la curva de aproximacion.
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Para un punto fijo z = = + iy, existen oo? centros de curvatura
Z = X 4 iY incluyendo el punto fijo y los oo! de la recta del in-
finito. Definiremos como plano de los centros de curvatura al que
contiene todos los centros de curvatura Z finitos e infinitos, excepto
el punto fijo z. Todo punto de este plano vienc determinado por
valores finitos de § y . Por tanto, se pueden considerar en las

cantidades finitas @ y » como coordenadas de un punto Z de este
2

. d .
plano. La segunda derivada ¢ = —dz—l;) evaluada en un elemento di-

ferencial de segundo orden es un ntmero complejo. Después de eli-
minado cl punto z como centro de curvatura, se observa que o serd
siempre un numero complejo finito. Definimos el plano de la se-
gunda derivada como consistente de todos los nimeros complejos
finitos o.

. d*w . .,
La segunda derivada o == T define una transformacién ele-
z

mento-curvatura a punto, que transforma los elementos de curva-
tura (z, Z), con Z+0 del plano z en los puntos del plano o. Esta trans-
formacion estd asociada con la segunda derivada. Si se fija el pun-
to z, la transformacion considerada induce otra puntual entre el
plano del centro de curvatura y el plano o de la derivada segunda,
y que llamaremos X. Esta transformacién es funciéon de la funcion
poligena w y del punto z. A continuacién damos algunas propie-
dades de esta transformacion.

Teorema 1. La transformacién puntual X, asociada a una fun-
cion poligena y a un punto z, es degenerada, cuando, y solamente
cuando, la funcion es mondgena en el punto.

Teorema 2. En la transformacién X existe una cardioide E, en
el plano o la cual corresponde en el plano Z a una seccion conica
Q, y a una linea recta tangente a Q. El punto comiin de las mismas
corresponde al polo de E y reciprocamente.

Teorema 3. Consideremos la cardioide E, la cénica Q y la li-
nea recta L del teorcma anterior. Mediante la transformacién
a todo punto o en el exterior de F, corresponden tres puntos distin-
tos (reales) en el plano Z. Un punto ¢ en el interior de E, tiene como
correspondiente un tnico punto real. A un punto cn E corresponde
un tnico punto (doble) en L y un punto simple en Q.

Teorema 4. Bajo la transformacién X, a una linea recta del
plano Z que pasa por el punto fijo z, le corresponde en el plano ¢
una linea recta, tangente a la cardioide E. Reciprocamente, si E
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no es un punto, a una recta tangente corresponde una unica recta
en el plano Z que pasa por el punto fijo z. Si E es el punto A, enton-
ces a una recta del plano ¢ que pase por A, le corresponden en el
plano Z, tres lineas rectas a través del punto fijo z que forman entre
ellas dngulos de 60° - ’;

Para el estudio de la geometria de la segunda derivada de una
funcién poligena se puede consultar el articulo de KasNER: « The
second derivative of a polygenic function », Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, vol. 30 (1928).

LA DERIVADA TERCERA DE UNA FUNCION POLIGENA

9. DivERSAs EXPRESIONES DE LA TERCERA DERIVADA DE UNA FUN=-
CION POLIGENA W DE LA VARIABLE 2

Consideremos una funcién poligena w = u + iv de la variable com-
pleja z = x + iy. Suponemos que la funciéon es continua y posee
derivadas parciales continuas hasta el tercer orden.

La expresion de la segunda derivada de esta funcion, respecto
de z es como hemos visto,

d2w : . . :
Tz = Wee 7 205 7% 4 g e 40 — iw; ¢ -0y
. . d*w
Desecamos hallar ahora la expresién de la tercera derivada 7 = wE

de la funcién poligena w, respecto de z, en un punto fijo z = z + iy,
cuando cl punto variable z se aproxima a él siguiendo una curva
arbitraria.

Para obtenerla, basta derivar respecto de z, la expresién citada
de la derivada segunda.

Se obtiene :

d*w dw,z dsz ) Ty - p— 2060 dé
T = PR +2d_z‘e —4diw;e E+

dwz; . - d dw; . o d . o 0%
—— e Y0 Lz e 40 — 2 —— =310y __Guy; =30 __ 5 Qjpp; ¢-3i6 %
& R LT A G
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Pero,
dw o dwg;
T - -6, 2 e p—2i0
dZ wzzz + wzu € > dZ wzzz + wzzze
dwz; vig . AWz i
T = WE T wmeT0 —t w4 wiem¥e
y
do do dz d6 (dx  .dy ) . _io
Pl Rl el ok (&—s -+ z—d—s) =x: (cosO + isenl) = xe
dx dx dz dx dx )
—_— = = ! 5= i —_——— J—— —160
iz T ds y haciendo p TRy P ee~ 9, donde 6
es la inclinacion de la curva de aproximacién, » la curvatura de la
: 3y y” y” : Do o de
misma y & = — T+ y’2)3+ T+ o siendo y’, y", y'", las deri-

vadas referidas a la curva de aproximacion: y = f ().

Tenemos asi para expresién de la tercera derivada de una fun-
cion poligena, la siguiente:

Pw 3 W, e—2i0 ~4i0
r:d—z3—w,,,+lwzz,e + 3wge -

+ wize=50— 61 =30 (w; + wy; e~ ¥0) — 6 w; et~ 192 — 2iw; e 4%. (1)

que se puede escribir en forma m4&s breve teniendo en cuenta que,
W, + 3w,: e~2® + 3wz =40 4wz €59, puede considerarse como el

. - . o dw;
desarrollo simbélico de (w, + w; e~20)® y quew,; + wie %0 = d—;’ en
la forma:

d3w ) - . dwj; . ) .
T =g = W wi e ) 61 6“3’9%‘1—;—6 w; e~40x2 2 iw;e-40 ¢, (1')

Obsérvese que la derivada tercera de una funciéon poligena w,

respecto de z, depende del punto fijo z = 2 + iy en el cual se consi-
dera y de las derivadas y’, y”, y’”” de la curva de aproximacién, pero
no de las derivadas de orden superior.
d*w
dz®
cion poligena w con respecto a la variable z. Esta derivada depende del
punto z y del elemento diferencial de tercer orden de la curva de apro-
ximacidn.

Vamos a obtener ahora la expresion de la tercera derivada

La expresién (1) representa la tercera derivada v = de una fun-
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d*w . . . .
T=4s 0 funcién de las derivadas parciales de w = u + iv con

respecto a x e y. Para ello calculemos w,,,, W,z Wz ¥ Wz

1/9 . 0\® 1 .
W,,, = D3 (w) = é (31;7_— ! @) w= é [(wxzx - 3wxyy) - l(3 Wazy _—wyyy)]
1/0 AN o 1
. — D2 = =i\ [+ iZ|w== —1
W, = D*P (w) = 8(8:!: t ay> (ax + 1 ay) w 8[(wxxx t Wayy) — 1 Wiy + Wyy,)]
1/0 CAVE-] o\? 1
e 2 = |l— —1 == [ — = = ) ]
wz = DP? (w) 8( il ay) ( ! ay) W =g [Were + Wiyy) + 1 Wy + W)

1fo .o\ 1 . .
Wiz = P? (w) = 3 (5 +1 E]) w= 3 (s — 3 Wayy) + T (B Wazy — Wyy)]
Se obtiene asi para expresion de la derivada tercera,

d3w 1 . .
T = @ = g [(wxxx —3 wxyy) —1 (wA'J‘J' - w)’)’y)] +

+ g [(Wepr 4 Wayy) — 1 (Wagy + Wyy,)] 674 4

+ g (Wyzy + Wyyy) + T (Wypy + Wyy,)] 6740
Wiy — 3 Wayy) + 1 (B Wy — )] €760 — 61 €750 E (W + Wyy) +
oty 52 (10, €29 | 30, + 1w, )e =4~ (1, + ;). 2)
Obtenemos a continuacién la expresion de la derivada tercera

en funcién de las derivadas parciales de las funciones reales u y v
respecto de x e y.

dPw 1 . .
T = dz3 = g [(uxxx_s uxyy + vxxy"vyyy) 1 (Uxxx_3 nyy_uxx'v + u:vyJ’)] T

3 . i
+ g [(uxxx + uxyy + Uxx:v _lf' ”yy_v) + l (vxxx + nyy_ uxxy - u‘yyy)] e_z 6 +
3 . o
+ g [(uxxx + uxyy — Dyay — Uyyy) +1 (Uxxx T nyy + uu’y + uyyy)] e 40 +
F [(Uazr— 3 Uayy — Vszy + Vyyy) + 1 (Vazz — 3 Vpyy + Upsy — Uyy,)] €750 —
. o (1 . 1

— 61 e %0 Z[(uxx + uyy) + Z(Uxx + Dyy)] + E [(uxx - llyy —2 vxy) -
i (V3 — Dy + 211,)] e-‘ﬂ@}— 3[(u, — v,) + i (v, + u,)] e~ 40x% +

+ [(vr + uy) — i (u, — vy)] e~ 4. 3)

s
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De la féormula (2) y mediante el cambio de variables :

’ y” y/// 311' y”Z
0 =arc-tg-y'; # = —— = 2y . ¢
N N (A (R

obtenemos finalmente, la siguiente formula para la derivada tercera
— cn funcién de las tres primeras derivadas de la curva de apro-
ximacién y = f (x):

r - d3w _ Wans £ Wy + 3w,y + W,y 4 ‘)l” zuny, B
dz® (1 + i)y 1Ty
_2iy” wxx _}— 2wxyyl + wyyylz + (wxy + wny) ‘—_l (wxx + wxyy)
(1 + iy')* 1 + iy")*
Wy — W, iw, ,, 4
Tt T @

Anilogamente, se pasa de esta féormula a la (2) mediante el si-
guiente cambio de variables:

" tg.0: = 2. » _ €+ 3% senf cos®0
y=%% =5 v cos0

Como comprobacién de la féormula (4) puede esta obtenerse di-
rectamente derivando con respecto a z, la siguiente expresion de
la derivada segunda,

dPw  w, + 2w,y + w,y? n w, —iw,
I T+ iy T+’

En relacion con las férmulas (1) y (1) hay que hacer constar que
W, Wiz, W@, ¥ Wz no son las derivadas parciales de w respecto
de z y z, sino que simplemente expresan la aplicacion reiterada de
los operadores lineales D y P. Desde luego, si w es una funcién po-
ligena analitica, entonces aquellas expresiones son las derivadas par-
ciales de tercer orden de la funcion w respecto de las variables z y z.

Ejemplos. 1. Hallar la derivada tercera de la funcion poligena,

w =23 4+ 3zz L+ 7z2



140 L. E. Carrasco

Sustituyendo en la férmula (1) los valores de
w; =3z 14z; w; =3;wz=14; w,,, = 6; Wy — Wz = wzz= 0
obtenemos para valor de la derivada tercera el siguiente:

d . A .
= 6 —6ie 0% (3 4 14¢7%0) — 6 (37 + 147) o402 —

— 21 (3z + 14z) e~4i8,

2. Hallar el valor de la derivada tercera de la funcién del ¢jem-
plo anterior, para el elemento diferencial de tercer orden, (' = 1,
y" = 2, y’""" = 5) de la curva de aproximacién.

Sustituyendo en la férmula obtenida cn el ejercicio anterior los
valores de

. o T 3 .
x = L_, € = 5———\/2——6, 629 = ¢ T 00— g £ =
V2 4
/9
=( \/2 —1—\ )ye—*"9 = e~™ = — 1, tenemos
d3w . \/2 V2 .\ 1 _ 1
yr =6—61 (———+ >v§(3——14l)—(18z—84z)§+
+2i(3z——142)0\/2T—6:51—33i+(92—422)3l/i—_—§(32—;—

o\fz

+ 143) i = 51 — 33i 6 072 84z,

funcién solamente del punto z. En el origen del plano z, esz =z == 0
y el valor de la derivada tercera es entonces

3

% = 51 — 33i

3. En el mismo ejemplo de los casos anteriores hallar la deri-
vada tercera en el origen del plano z, cuando la curva de aproxima-
cién es la y = 3.

En este caso es yy =y, = 0, y,” = 6 y la derivada tercera se
reduce al valor real

d*w

dz? =6
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En lo que sigue haremos mas extensivo uso de la expresion (1)
encontrada para la derivada tercera que de las otras formulas.

Hemos visto que la tercera derivada de una funcién poligena de-
pende, en general, de y"’ asi como de y' e y”. Sera independiente
de y”’ cuando la funcién w es mondgena. Ademss, como siendo
w; = 0son: w; = W = W,z = W5 = Wi = 0 la derivada serd tam-
bién independiente de y’ e y”. La derivada tercera tiene entonces
por valor unico en cada punto:

d*w
_d_z':;— = Wy,

Solamente cuando la funcidn es mondgena, la derivada tercera es
unica. Q

De lo que llevamos dicho se deduce que la derivada tercera de una
funcién poligena, en un punto, es la misma cuando se consideran
curvas de aproximacion que tengan un contacto de tercer orden en
el punto considerado. Esta derivada es la misma a lo largo de la
pardbola osculatriz de aquellas curvas, en el punto. Y por tanto
tendremos hallados todos los posibles valores de la derivada tercera
con so6lo considerar como curvas de aproximacion pardbolas de se-
gundo orden.

La expresion (1) de la derivada tercera obtenida anteriormente
puede descomponerse en tres términos de la manera siguiente :

~ d*w

®) T=g8 =T ) + 7, (0,%) + 73 (0,e) cn que

7,(0) = (W, + w; e 29 =w,, L 3w, e 20 + 3wze 10 + wi; e 66,
Ty (0,%) = — 61 e (w,; + wz e—20) — 6 w; e~ +19%2,

73(0,8) = — 21 w; e~ *%.

Supondremos representados los valores de la derivada tercecra
en el plano complejo 7. A cada valor de aquella derivada corresponde
en este .plano un punto, o bien un vector. Este vector puede ser
obtenido como suma de los tres vectores 7,, 7, y 75.

El primer término de la expresiéon (5) 7, (6) representa la deriva-
da tercera rectilinea. Corresponde al caso en que las lineas de apro-
ximacion al punto z sean lineas rectas.
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La suma v; + 7, de los dos primeros términos representa la de-
rivada tercera circular cuando las curvas de aproximacion al punto z
son circunferencias que pasan por dicho punto.

Derivada tercera de la funcion poligena: W :- 22z + 3222 +3i para z =1

T () =2t + 30430t T,(0,%) = (18—160) % — (8 +9i) %2; 7, (9, ¢) = LS4

€
3

Ficura 1

Por ultimo, el valor 7 = Ty + T + 73 representa la derivada
tercera general de la funcién poligena o derivada tercera parabslica,
pues se pueden considerar simplemente como curvas de aproximacion
pardbolas pasando por el punto dado (ver figura 1).

LLA DERIVADA TERCERA RECTILINEA
10. ORDEN Y CLASE DE LA CURVA 7, (f)

Cuando se consideran como curvas de aproximacién al punto z,
lineas rectas que pasan por este punto, el valor de la derivada ter-
cera T queda reducido al primer término de la expresion (5), deno-

minado derivada tercera rectilinea. Al haz de rectas con vértice en

el punto z, corresponde en el plano complejo una curva 7; (6). El
estudio de esta constituird el primer objetivo de nuestro trabajo.
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Para comenzar hagamos un cambio de variable, e~2® = {, en la
expresiéon de la curva

71 (0) = Wy, + 3wre 20 4+ 3wz e 40 X wg; e 8.
que toma la siguiente forma,
7, (1) = w,, + 3wzt + 3wz 2+ wx B
Supongamos ahora que,
=W, ; b=3w,;; c=3w;z; yd=uws.

Si suponemos que el punto z del plano z es fijo, las cantidades
a, b, ¢ y d son numeros complejos constantes.

Nos proponemos estudiar la curva v, = a + bt + c#® 4 d* cuan-
do la variable compleja ¢ describe la circunferencia de radio unidad
y centro en el origen.

Observamos primeramente que es muy facil obtener una repre-
sentacion geométrica de esta curva a partir de la del caracol de Pas-
caL de ecuacion z = a + bt + ct?, donde a es el centro del circulo
base, |c| el radio de este circulo y | b| la longitud caracteristica del
caracol de Pascar. El polo del mismo es el punto ¢ = a — %2

Cuando el radio del circulo que tiene su extremo en {, gira en el
plano z, el vector que tiene su origen en el polo del caracol y su ex-
tremo en el punto variable z, gira en el mismo sentido con la misma
velocidad angular.

Para obtener la curva 7; bastara anadir en el extremo del vector
z el vector d* de moédulo |d| que gira con velocidad angular triple
que la de {. El caracol de PascaL se convierte en una cardioide cuando _

le| == l—g—’ Las funciones poligenas que tienen una cardioide en vez de

s s W,z
caracol base, son aquellas que cumplen la condicién | w,: | =’ ;
Vamos a demostrar a continuaciéon que la curva 7; es de sexto
orden.
Para probarlo consideremos la ecuacion paramétrica de la curva
y su conjugada,

T, =a+ bt 4 cf2 +d

ass b2 ; d _ _
7 = U +“13+”+d 0 BF, —aft + b 4 ¢f + d
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Basta ahora eliminar ¢ entre estas dos ecuaciones para lo cual
multiplicamos ambas por 1, ¢ y #2, obteniendo el sistema :
a—71 + bt 4+ ct2+dB =0
@—7)t+ b2+ cB+dtt =0
(a—71) 8 + b8 +ctt +dt> =0
d+Tl+b2+ (@—7z) =0
dt + ¢ + b3 4 (@a—1,) 4 == 0
At + 8+ b4 + (@ —7,) 5 = 0

de las que por eliminacion de ¢, 2, 1,3 t4 y {5 se obtiene para la ecuacién
de la curva 7; en coordenadas minimas, la siguiente :

a-—z; b c d 0 0
0 a—=z, b c d 0
0 0 a—7; b ¢ d
- - L =0
d ¢ b a—7z; O 0
0 d ¢ b a—=z O
0 d ¢ b a-7w,

ecuacién de sexto grado cn 73, 7; ya que el término de mayor grado es
(@a—7)P @—7)° =775+ ...

Para obtener la ecuacién de la curva en coordenadas cartesianas
bastara poner 7; = z + iy, 7, = T — iy, obteniendo para término de
mayor grado,

(xz + y2)3

Damos a continuacion otra prueba de que la cutva 7; es de sexto
orden. En la expresi6on de la curva:

T, (#) = a + bt + c2 + did

reemplacemos f por £ + iy y 7; por X + {Y y supongamos por un
momento que x e y son variables independientes, en lugar de hacer-
las cumplir la relacién: 22 + y2 = 1, que hace ¢ == ¢-%, Entonces
7y = X + 1Y toma oo? valores cuando z e y varian, y tenemos una
transformacién puntual entre el plano (z, y) y el plano (X, Y). Des-
componicndo en parte real e imaginaria, vemos que X e Y son fun-
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ciones enteras de tercer grado en x e y, de tal manera que a cada
recta del plano (X, Y) corresponde una cierta curva de tercer grado
en el plano (z, y). La curva descrita por 7, = X + iY es la curva
del plano transformada mediante la transformaciéon descrita, de la
circunferencia: a? 4+ y2 = 1, del plano (x, y). Esta circunferencia
es cortada por una de las curvas de lercer orden correspondicntes a
las rectas del plano (X, Y) a lo sumo en seis puntos que varian con
la curva elegida. Por lo tanto, en virtud de la correspondencia esta-
blecida, la curva descrita por 7, = X + iY es cortada por una recta
de su plano en seis puntos como maximo. Teniendo la expresion de
7, (f) como caso limite — por variacion continua de los coeficien-
tes — la curva

en la que el punto ¢} describe la circunferencia de radio |d| tires
veces, cuando 0 varia de 0 a 2, la curva debe ser considerada como
una curva de sexto orden. El minimo orden de la curva, es pues, el
sexto ; y como ha sido probado que esta c¢s también su orden maximo,
queda probado que el orden de la curva 7; ({) es seis.

Hacemos constar, que aunque la curva es de sexlo orden, como
la expresion que aparcce en la curva 7; (f) es realmente / == ¢~*% cn
lugar de { = e~ 9, esta curva es recorrida dos veces cuando cl 4n-
gulo 6 de inclinacién, en el plano z, varia de una manera continua
de 0 a 2m.

Los valores de la derivada tercera rectilinea de una funcién poligena
w correspondientes a las diferentes pendientes de las rectas que pasan
por el punto z, estdn representados en el plano complejo T por los pun-
tos de una curva algebraica de sexto orden, sin ramas asinfdlicas.

Vamos a hallar a continuacion la ecuaciéon tagencial de la curva 7,.

Sea la ecuacion de la curva,

T, =a+ bt +ct2+df?
Para dos puntos { y ¢, tenemos:

T, =a+ bt +ct® +de®
tf=a 4+ bt; tcl® +dBd

El vector 7; z{ es entonces,

W —1,=b(—1t)+c(@®—08B)+d{EE—1)
oy = ((— 1) [b et 1)+ d (Ll ).

10 — Collectanea Mathematica.
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Cuando {; se aproxima a ¢ a lo largo de la circunferencia de radio
unidad, ¢, — ¢ tiende a la direcci6n limite 4 if, donde el signo de-
pende de la posicién de £, respecto de . Asi, cuando ¥ se aproxima
a 7y, tf — 7, tiende a la direccion limite, 4+ if (b + 2¢# + 3d#?) =

., dTy
= - N5 -d—t.

La tangente de la curva 7; en el punto correspondiente al valor ¢

del parametro sera:

Ty—a—bl—cf®—df =
’ 2 { 2 _ . _
_ 11’(”+ Cl+3‘“1) (%l—&——b}—c;—z—d;—a):
i;(b-{—ZEz—{— 3&1—2)

_ b H2el+3de) (13;1—613—512—51——&);
bi? + 2¢t 4 3d

y quitando denominadores obtenemos para ecuacién de la tangente
a la curva 7; en el punto correspondiente al valor ¢ del parametro :

(b2 261+ 3d) 7, —(bi4+2ct5+ 3d1%) 7 ,—(a -+ b+ ct2+ i) (22 + 26t + 3d) +
+ (bt +2¢t2+3d3) (@B + b2 +ct+d) =0
Para un valor de 7, esta ecuacién es de sexto grado ent. Cuando
las raices estdn todas enla circunferencia de radio unidad habri
seis tangentes a la curva que pasan por el punto 7;. La curva 7, es
pues de sexta clase.

La curva v, que representa la derivada tercera rectilinea de una
funcién poligena es de sexta clase.

11. PUNTOS DOBLES DE LA CURVA T,

La ecuacién de la curva 7, es, después de desarrollada de la siguiente
forma :

(a—7)@—m)®+ (a—7)% (@—7y)2 ( )+ (a—7) (@—7y) + ( )=0
0, en coordenadas cartesianas,

E+PP+ @+ )+ @+ ( )+ ()=
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Se puede observar que esta curva pasa por los puntos circulares del
plano y que tiene en cada uno de ellos un punto triple.

Siendo diez el nimero méaximo de puntos dobles que puede tener
una curva algebraica de sexto orden sin que degenere y teniendo la que
estamos estudiando dos puntos triples en los puntos circulares del pla-
no, podra poseer ademés cuatro puntos dobles reales como maximo,
o bien, un punto triple y uno doble.

Curva T, () = 2¢ + 3>+ 21® derivada rectilinea de la funcién
W 222+ 36z22 +2718

Ficura 2
Para un valor dado de 7, = a + bt + ¢t 4 d#, existen tres valo-
res de { correspondientes, valores que, en general, no estardn sobre la
circunferencia de radio unidad. Para que existan puntos dobles sobre

la curva 7, es necesario buscar los valores (|{;| = [£,| = 1) que sa-
tisfacen a la ecuacion:

at+ bty +ct+dB =a-+ bty + Ct%'*_ dt3
0, su equivalente
b(ly—t) +ec@—06) +d B—1) =0
Esta ecuacién es, a su vez, equivalente a la siguiente,

b+c(t1+t2)+'d(t%+t1tz"Jf‘tE):O (6)
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si suponemos que #; < f,, con lo cual excluimos el caso de los puntos
de retroceso, que estudiaremos en parrafo aparte.
Ha de verificarse asimismo, la ecuacién conjugada:

- (1 1 -1 1 1

4= dl—+ —+=]=0 7
En este punto introducimos, para simplificar, las siguientes funcio-

nes simétricas :

s; =t +1, y ss=11,

cuyas conjugadas son, respectivamente,

&=

— Sy 5
8§, = — S ==
17 Yy S

con las cuales las dos ecuaciones (6) y (7) se convierten en:
b+ces;+d(st—s,) =0 6"
bs4Es;8y+d(s2—s,) =0 7)

Multiplicando la primera por d, 1a segunda por d y restando, obte-

nemos _ ~ B
bd+cds;—dbs3—dcs; s, =0
de donde

que sustituida en (6’) conduce a
bs2_—bd hs2_—bd\2
b—i—cM—{—d[(M) _32] =0
cd—dcs, cd—decs,
que, quitando denominadores,
b(cd—disy)? +c(dbsi—bd)(cd—dcs,) +d(dbsg—bdy?—
—ds,(cd—dTs,)? =
y que ordenada conduce a la siguiente:
2b2st—(beed +2d®)si+ (bd + dbe>d—2bbdd 4 2ccdd) s3—
—(bctd + 2d?) s, + b2d2 = 0. ®)
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Esta ecuacién cumple idénticamente la condicién para que sus rai-
ces estén en la circunferencia de radio unidad o bien sean, a pares, pun-
tos inversos respecto de la misma, ya que:

@5 beid +@d  berd +be2d—2bbdd 4 2ced
4212 beed +d® berd - beed—2bbdd +2ccd
_ becd + c2d? _ b2 d2 .

bccd + c2d®  b2d?

d
d

La ecuacién obtenida (8) de cuarto grado en s, tiene cuatro raices
que pueden cstar, o bien las cuatro en la circunferencia de radio unidad,
o dos raices en esta circunferencia y dos ser puntos inversos respecto
de la misma, o solo dos pares. También puede ocurrir que coincidan
dos o mas raices situadas sobre la circunferencia.

Desde luego hay que desechar las raices que no cumplen la condi-
ciéon |sy| = 1 ya que a ella han de satisfacer tanto los puntos ¢, y fp
que estan sobre la circunferencia de radio unidad, como aquellos que
sean puntos inversos respecto de la misma.

Hallados los valores de s, y mediante la ecuacion

_dEs%——ab

§1 ==
cd—cds,

se obtienen los valores de s;. La condicién de realidad del punto doble
es que |s,| < 2. (El caso de igualdad dara origen, como veremos, a
un punto de retroceso).

Siendo s, = f; + fy; S, = 1115, los valores de #; y {, son las raices
de la ecuaciéon cuadratica :

2 —st+5s,=0

La curva puede tener 0, 1, 2, 3 6 4 puntos dobles reales. Puede tam-
bién tener un punto triple — caso que estudiamos en el siguiente pa-
rrafo — pero no uno cuadruple.

12. EL PUNTO TRIPLE DE LA CURVA T

Vamos a estudiar en esta parrafo las condiciones que una funcién
poligena ha de cumplir para que la curva 7, que representa su derivada
tercera rectilinea tenga un punto triple real. Ya hemos visto que la
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curva 7; tiene como puntos triples imaginarios los puntos circulares
del plano. De los cuatro puntos dobles reales que puede tener, tres de
ellos pueden ser substituidos por un punto triple.

Para ello debera ser:

tl=a+b11+cl§+dt§=a+btz+ct§+dt§=a+bi3+ci§+dt§.

Esto es lo mismo que decir que {,, #, y &; han de ser raices de la
siguiente ecuacién de tercer grado :

a—7, +bt4+ct2+dB=0 9)

Sera necesario para que exista el punto triple real, que esta ecuacién
tenga sus tres raices en la circunferencia de radio unidad. Para ello
exigimos que tengan las mismas raices las ecuaciones que tienen por
raices las conjugadas y las reciprocas de las de la ecuacién anterior.

La ecuacién que tiene por raices las conjugadas de las de la (9) es:

a— 7% +bt+c2+df =0 (10)
La que tiene por raices las reciprocas de las de 9):
dtct+ b2 +(a—7)B8=0 (11)

Expresando la equivalencia de estas dos ecuaciones tendremos las
condiciones necesarias para la existencia del punto triple.

d
a—Tl

Ql

| O

(12)

__-;1_§
d ¢

Estas condiciones son equivalentes a las tres siguientes :

1. [b] =]c]|
2. la—mn|=]d|
3. arg-(a— ;) = arg-c + arg-b — arg-d.

Las dos ultimas condiciones sirven para determinar univocamente
la posicion del punto triple. La 2 indica que el punto triple — si exis-
te — ha de estar sobre la circunferencia de centro en el punto a y de
radio |d|. La 3 fija la direccién del vector ¢ — 7,. La 1 es la condicién
que decberan cumplir los coeficientes.
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La condicién necesaria para que la curva v, que representa la derivada
rectilinea de una funcién poligena, posea un punto iriple es que | b| = |c|,
es decir, |w,; | = | Wz |-

(1)

Curvas 7, (f) = 4t + 12 + (

V2 -;ix/i)

7 (0) =4t+412+3(‘L4_')"_‘/§) £(2)

derivadas rectilineas respectivas de las funciones :

4227 44270 (“/———2 J;“/‘Z) (1) A2z 4220 43 (\/-'L—'ti \/5) =(2)
W = 3 vy W = =
Punto triple de (1): 7} = — (\L{_—;i%> idem de (2): 7= —3 (\_/2_—2_1_2)
Ficura 3

Cumplida csta condicién, el punto triple 7} se obtiene mediante la
férmula :

o
l
iy}
ul

I

c-ll P

a—1tf =

ml

Su valor es: o =a— (13)
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Hemos hallado la condicién necesaria para que la curva 7, posea
un punto triple. Este serd real o imaginario segun que los tres valores
correspondientes del pardmetro f, estén los tres en la circunferencia
unidad, o bien, haya uno solo sobre ella, siendo el otro par puntos in-
versos respecto de la misma. En todo caso sera el punto hallado un
punto de la curva.

.

Curvas 7, (I) = 3t + 382 + 38 (1) -
T ({f) =3t +302+13(2)
derivadas reclilineas respeclivas de

- iy ! a2z ey 23
W ZEFEEA g, y wW=222t+3z2 42 z~ T 29
Punto triple de (1); 71 = — 3; {dem de (2): 73 = — 1
Ficrna |

Nos proponemos hallar a continuacién las condiciones para que el
punto triple sea real, asi como estudiar la distribucién de los tres valores
de £ sobre la circunferencia unidad, segun los valores de los coeficientes
a, b, cyd.

Para ello es necesario considerar el hessiano de la ecuacién cubica
anterior, cuyas raices son los puntos isodinamicos — o puntos de HEsse —
del tridngulo formado por las raices de la ecuacién cubica. Los puntos
de Hesse del tridngulo de las raices de (9) estan sobre las circunferencias
de Apolonio del tridngulo. Por tanto, para que las tres raices de (9)
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estén en la circunferencia unidad, es necesario que los puntos de HEssE
sean inversos con respecto a la misma.
Haciendo :

¢ _ reiw b re'e:
— = ree:; - =
d ? d

donde r es un numero real, el hesssiano de la ecuacion cubica (9) serd:

H=r (3 e'P: _reZi(p,) 72 + (9 __r2) elor+ @iz 4+r eiP2 (3 e — r eilpz) (14)

Curvas 7, () = 31 - 312 + (183 -v\/33/.’)l> £ (1)
128
4 /12‘3—\/337)1) R
, t 2 | === )
=3t+3 3k 198 £2)2)

derivadas rectilineas de
3223272 4 (&%83@"—’) (1)
== . y W —
(183 +V3375i
128

183 -V 33751)

4
Y e X
8782 4322 3( 128

6
4 (183 + V3375 i)
3

; idem de (2.1 7% = —
) s 128

Punto (riple de (1) : 7}=—
Ficura 5

y de aqui deducimos como condiciones para que las tres raices de la
ecuacion (9) estén en la circunferencia unidad :

2. r<3

|9 —r|
3. ]pl:r|3ei¢,_re‘zi¢p,l>2
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Estas dos condiciones 2 y 3, unidas a la condicién: 1. [b] =|c],
que hallamos antericrmente, dan las condiciones necesarias y suficien-
tes para que la curva 7, tenga un punto triple real.

1 p

La distribucién de los tres valores de f en la circunferencia de radio
unidad es la siguiente :

Forman un tridngulo si: r <3y |p| > 2.
En particular,
a) un tridngulo equildtero si: r =0, p = oo

b) » » acutangulo si: r <1, [p|>2

c) » » isosceles rectdngulo si: r=1, |p| =4

d » » escaleno » »ior=1, 2<|p|<4
e) » » obtusdngulo si: 1<r<3, |p|>2.

Sir=1y |p|=2, dos raices coinciden y la otra se encuentra
diametralmente opuesta en la circunferencia unidad. Si 1 < r < 3
Yy |p| = 2, dos raices coinciden y la otra estd sobre la circunferencia
unidad.

Por ultimo, si r =3, p =0y ¢ = ¢2, las tres raices son coin-
cidentes en un punto de la circunferencia unidad.
~ Por el punto triple (13) pasan tres ramas lineales — en el caso que
las tres raices sean distintas — una rama lineal y otra de segundo or-
den, cuando dos de ellas coinciden, y una rama de tercer orden cuando
las tres coinciden.

(Pueden verse varios ejemplos de punto triple en las figuras 3, 4 y 9).

13. Los PUNTOS DE RETROCESO DE T,

Si dos de los valores #, y #,, que dan un punto doble, coinciden, en-
tonces tendremos un punto de retroceso. Para obtener los de la curva
7, derivemos con relacion al parametro f. Obtenemos :

d7,

—1 = 2
T, b+ 2ct + 3dt

Los valores de ¢ que dan puntos de retroceso estdn entre los que
anulan esta derivada. Se tiene asi la condicion ;

b4 2ct+3de2—0 (15)

Para que existan puntos de retroceso es necesario ademas que alguna
de las raices de esta ecuacion esté en la circunferncia de radio unidad,
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condicién necesaria para que el punto correspondiente esté en la curva
que estamos considerando.

Expresando que las raices de (15) estén sobre la circunferencia uni-
dad tenemos como condiciones para que la curva 7; lenga dos puntos
de retroceso las:

1) El «clinant»* de g—% ha de ser igual a Bb—d
2¢
2 |55| <2
Curvas: 7, (f) = 6, 2( + 3, 162 4+ 3 (‘/2+"/§) (1)
() — 6,20 +3, 18 +4(‘/_§J;i—‘/2)tﬂ 2)

/5 1 i3
T () =6, 21 +3, 1tz+5(i;_’ﬂ)zz(3)

derivadas rcclilireas de

W=6,222%+3, 1222 +3(‘_/—2_*;3’.‘L2) (1)

W=6,2:2543 122 + 3(‘/_2'%‘—‘/_5) 7 (2)

(\/5 + iw/ﬁ)
2

W=6,2222+3,1z22+5 2(3)

Figunra 6

. r
(*) Se llama «clinant » de un vector r, al cocicnte z-
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La condicién 1) se puede desdoblar en las dos siguientes:
)y |b| =3]|d|.
1") arg-b = 2arg-c — arg-d.

En cuanto a la condicién 2) — que es la que impone la realidad de
las raices — en el caso de verificarse la igualdad, las dos raices coinci-
den, por reducirse la ecuacién a un cuadrado perfecto. En este caso:
|e| == 3|d]| y por lo tanto |b| = |c|, obteniéndose un punto triple.

La condicién para que existan puntos de retroceso se obtiene elimi-
nando { entre la ecuacion: b + 2c¢t + 3d#* =0 (15) y su conjugada

= _ - - 1
3d 4+ 2ct + b2 =0 (16) (ya que ¢ =?)
Si eliminamos, primeramente, entre ambas, {2, se obtiene:

bb—9dd—2(ch—3dE)t =0 o f—dd—00
2 (cb — 3do)

y la condicion buscada es:

b+

3 " 3 7 2
9dd —bb | Sd[Qdd—bb] o (17)

c——— =
¢b—3de = l2(cb—3de
De lo que llevamos expuesto en este parrafo se deduce de una manera
muy simple el lugar geométrico siguiente de los puntos de retroceso
de la curva 7; = a -+ bt + cf2 + d#3, cuando se mantienen fijos los

coeficientes a, ¢ y d, y b variable en el plano complejo.
De (15) se deduce que en todos los puntos del caracol de Pascal

b= —2ct—3dt?

es nula esta expresion: y por tanto el lugar geométrico de los puntos
de retroceso pedido se obtiene sustituyendo en la ecuacion:

T, =a+ bt 4 ct? +de

el valor de b por — 2¢f — 3d#. Se obtiene de nuevo una curva del
tipo de 7, :

A =a—ct? —2d3, como lugar geométrico.

(Pueden verse algunos ejemplos de puntos de retroceso en las cur-
vas de las figuras 5, 6, 7, 8 y 10).
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14. Focos DE LA CURVA T;
Si consideramos la ecuacion :
T, =a-+ bt +ct?+de

como una transformaciéon que pasa del valor complejo ¢, al 7; a cada
valor de f corresponde un tnico de valor de 7,. Reciprocamente, a un
valor de 7, corresponden tres valores de ¢, en general distintos. Cuando
dos de estos valores coinciden tenemos un foco.

Curvas: T, (f) = 3t + 2¢2 + 213 (1)
T, (1) =3t + 22+ 21(2)

T, (1) =3t +2¢ —1-%1’3 (3)

derivadas rectilineas de

- - 4 -
z z z - " 322z 4 22z 4 Z7¢
22z z z z2 7z L 78
W=3J~+2.z2+2,=(1,); W=__3~z+2~‘+ 2); W= 9
Focos de (1) : 7, — _-2—3:%77—\/E£ ; Puntos de retroceso de (2): T, = —20 i2710 V5i
Focos de (3): los dos confundidos en 7, = --- §
Figura 7

Para obtener los focos de la curva z; bastard igualar a cero su de-
rivada respecto de {.

d

d_? =b 4+ 2ct + 3df? =0 y resolver esta ecuacién resultante.

Los valores de ¢ que dan los focos son pues:

_—c++/e—3bd
- 3d
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Se obtienen asi los dos focos:

— 2 _—30bd _ a5\ |
Tl___aer( ci\gz 3bd)+c( ci\éz 3bd)+l
- 18
+d(—0i\/c2—31)d)3 | (18
3d )

Estos focos se convierten en puntos de retroceso cuando el valor
absoluto de ¢ es igual a la unidad. Un punto de retroceso estd en la
curva 7;; un foco no estara, en general. Pero no es correcto decir que
un punto de retroceso es un foco que estd en la curva, pues puede su-
ceder que esté en la curva sin ser punto de retroceso cuando el tercer
valor de ¢ correspondiente a este del foco esté en la circunferencia uni-
dad. (Este es el caso de la figura 6. Otros cjemplos de focos pueden
verse en la figura 7). Los dos focos pueden coincidir en uno solo cuando

¢ =3bd (fg. 7)

La suma del ntimero de focos y puntos de retroceso de la curva T, es dos.

15. SOBRE LA POSIBILIDAD DE DESCRIBIR LA CURVA 7; MEDIANTE
EL MOVIMIENTO UNIFORME DE GIRO DE UN RADIO VECTOR

Estudiamos a continuacién la posibilidad de describir la curva 7,
mediante el movimiento uniforme de giro de un radio vector que tenga
su origen en un punto del plano, convenientemente elegido.

Sea la curva: 7, = a + bt + ¢t + d 3, y consideremos un punto
del plano 7. Designemos por x el vector diferencia a — n. El radio
vector determinado por el punto = y un punto de la curva 7; es:

at+bt+c2+dB—am =x + bl c2+dB =r (). (19)

Siendo f = ¢~%9, para que el movimiento de este radio vector — su-
puesto fijo el punto # — sea un movimiento uniforme de giro, cuando

. r
lo es el de 0, es necesario que el «clinant» - del vector r, sea de la
r

forma: A, siendo A un nimero complejo constante. Se reconoce in-
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mediatamente que en este caso debera ser: p = 3. Ademés deber4 ser :

2 3
'f+f’t+f’ + d! = A = constante
d4ct+b24+%88

para lo cual es necesario que:

QN8
l
ol o
il
> o
i
Q[N

0 lo que cs lo mismo, se han de cumplir las condiciones siguientes :

D [b] = el
2 |o] = |dl.
3) =« :bch

La condicién 2) es consecuencia de 1) y 3) y por tanto las condicio-
nes para’que la curva pueda ser descrita con el movimiento uniforme
de giro de un radio vector, tomando como origen un punto convenien-
temente elegido, quedan reducidas a las condiciones 1) y 3).

La condicién 1) coincide con la anteriormente hallada como nece-
saria para la existencia de un punto triple, distinto de los circulares.
A su vez, la 3) que fija la posicion del origen del vector coincide con la
expresion que daba la coordenada del punto triple.

La posibilidad estudiada queda reducida a la existencia de un punto
triple, real o imaginario. Si este punto existe, el radio vector que le tie-
ne como origen y tiene su extremo sobre la curva 7, gira con una velo-

cidad que es ;la de giro del radio correspondiente en la circunferen-

cia unidad. M4s teniendo en cuenta que: { = e~%9, cuando la inclina-
cion 6 en el punto z varia, aquel radio vector gira en sentido contrario
y con una velocidad triple la de 6.

Resumiendo : Si la curva 7, posee un punto triple, real o imaginario
(es decir, si | b| = | c|), y la tangente a la curva de aproximacién al pun-
to z gira en un sentido determinado, el radio vector que tiene por origen
el punto iriple y su extremo sobre la curva T, gira en sentido contrario y
con una velocidad triple la de aquella tangente. En el caso en que no exis-
ta punto triple, real o imaginario (es decir, si [b|# |c|) no existe nin-
gun punto que cumpla las condiciones impuestas.
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16. MANERA DE CONSTRUIR MECANICAMENTE LA CURVA T

La curva
T, =a+ bt + ct? 4+ dB.
es igual a la
7f = bt + ct2 +df3 (19)

que se obtiene de aquélla mediante la traslacion :
T, =a+ 7}

Vemos a continuacién la manera de construir la curva .
Reemplazando en la ecuacion (19), d por x obtenemos la ecuacién :

™ =bt+ct2+at3 (20)

Suponemos que existen dos planos ; el plano de los puntos z y el de
los puntos t¥ y que sobre ellos la unidad de longitud es la misma. La
ecuacion (20) expresa que el punto 77 estd sobre el punto z. Cuando
el punto { varia sobre la circunferencia unidad cada punto x del plano z,
describe sobre el plano zf una curva, cuya ecuacién paramétrica se
obtiene reemplazando el valor correspondiente de x en la ecuacion
(20). Reciprocamente, un punto fijo del plano z{ describe sobre el
plano z una curva cuya ecuacion paramétrica se obtiene reemplazando
en (20) el valor dado a 7}. La ecuacion (20) es pues la ecuacién de un
movimiento. Para el valor x = 0, obtenemos un caracol de Pascal:

W =bt+cf? (1)

con el centro en el origen zf = 0, y longitud caracteristica |b]|.
Para ¥ = 0, obtenemos el correspondiente caracol de Pascal en
el plano x:

Si hacemos una ranura en cada plano a lo largo de estas curvas y
se obliga a recorrer cada una de ellas el origen del otro plano (por ejem-
plo, mediante dos alfileres colocada cada una en un origen), el punto
x = d, del plano x, describira sobre el otro plano la curva de ecuacion :

tF = bt 4+ ct2 + dis.
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Otra manera de construcciéon mecdnica es la siguiente:
Consideremos la curva:

T, =a+ bl +cf2 +df

y reemplacemos b por la variable x, con lo cual se obtiene la ecuaci6n
de un movimiento,

T, =a +at et +-d (22)

Tratamos de hallar los puntos que en este movimiento tienen velo-
cidad nula. Para un valor x; de x tenemos una curva en el plano 7,
y para la cual,

dry = xedt + (2ct + 3d2) di.
Cuando el punto x, sca uno de los puntos del caracol de Pascal,
Ty = — 2c¢f—3d1? (23)

este punto z, tiene velocidad nula sobre el plano 7;. La curva corres-
pondiente tiene un punto de retroceso. Hay pues en el plano = una cur-
va (23) que es un caracol de Pascal y cuyos puntos tienen velocidad
nula sobre el plano ;.

Anélogamente, despejando x en (22) y diferenciando podemos ob-
tener igualmente la curva de los puntos de velocidad nula respecto del
plano z. Esta curva es:

N =a—ct?—2d8 (24)

Como, 79 ~: a + x4t + c1> + dt3, los puntos de velocidad nula
sobre ambos planos estdan — en cada instante — superpuestos.

Las curvas (23) y (24) son en cada instante del movimiento, tangen-
tes. En efecto: Para un valor constante de x:

dtv, = (x—2xp) dt
y para un valor constante de 7, :

do — _ (m— ) dt
' t
Para valores de x y 7; superpuestos, 7, — 19 = (x —=z,) y por tanto

dt, dt dx

0 - N
T,— 1T t T—2x,

11 — Collectanca Mathematica.
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dt \ . o , .
Como ~ ©S un numero imaginario puro, id6, dz, es perpendicular

at,—1Tlydr ax—uzx,

Finalmente probamos que las diferenciales de arco sobre ambas
curvas (23) y (24), son iguales. En efecto, diferenciando en las ecuacio-
nes correspondientes, obtenemos :

dag = (—2c—6dt)d!
de) = (—2ct—6dR)di =t (—2c—6di)dL.

El movimiento puede ser descrito como la rodadura de la curva
(23) sobre la (24) o, reciprocamente. En este movimiento, el punto
xz = b del plano x, describe sobre el plano 7; la curva:

T, =a-+ bt 4+ cf2 4 dB.

17. DISTRIBUCION DE PUNTOS SOBRE LA CURVA T,

Estudiamos a continuaciéon una sencilla cuestion de Fisica.

Mediante la transformacién: 7; = a + bt + ¢ 4+ d £, la circun-
ferencia de radio unidad se convierte en la curva 7, que venimos estu-
diando.

Supuesta cubierta aquella circunferencia uniformemente de masa
ocurre preguntar cudl serd la distribucion de masa sobre la curva 7.

Para obtener una idea general de esta distribucién podemos formar
el valor medio de 7; respecto a 6.

M = %/ (a + be=%9 4 ce*% 4 de—59) df
0

El valor de esta integral es: a = w,,, esto cs, los puntos estin
distribuidos sobre la curva de tal manera que tienen como punto medio
o «centroide» el punlo a. Sehalamos la coincidencia de ser este punto
a, precisamente el valor que tendria la derivada de la funcion w con
respecto a z, en el caso que aquella funcién fuese monogena.

Una vez obtenida esta idea general sobre la distribucion de puntos
sobre 7; y para obtener una informacion mas precisa sobre la misma
se puede estudiar la densidad lineal sobre la curva z; definiéndola por

. do . . .
el cociente ]l iz ll Pues si suponemos la circunferencia unidad cubierta
1
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uniformemente de masa de tal manera que la masa en d § esté medida
por |d 6|, entonces mediante la transformacién considerada que cam-
bia d 6 en d 7;, la masa puede considerarse constante, y la densidad con
la cual estara distribuida 'en d7z; serd tal que:

|dz,| D = [d0|
Diferenciando en la ecuacién de la transformacion se tiene:
dr; = b + 2c¢t + 3d£2,

con lo cual, y teniendo en cuenta que { = ¢~%9, sc tiene para la
densidad lineal sobre la curva 7, la siguiente:

|do| 1
[dv,|  2|b+ 2¢t + 3d2]|’

Esta densidad varia esencialmente como los inversos de los médu-
los de un cierto caracol de Pascal.

18. TIPOS ESPECIALES DE FUNCIONES POLIGENAS

Estudiamos a continuacién algunos tipos especiales de funciones po-
ligenas que dan lugar a casos particulares de la curva ;, que represen-
ta la derivada tercera rectilinea.

1. Si la funcién es mondgena, w =f(z), y w; = 0.
Entonces, w,; = W,z = W = 0 y la curva 7; queda reducida a

Ty == A = W,,, es decir, al punto a.

2. Si la funcién es monégena inversa, w = f (z), y w; = 0.

Ademads, w,, = w,; = Ww,,; =0 y la curva 7; se reduce a: 7, =
= df® = wg e~%9 que representa una circunferencia de centro en
el origen y radio |d|. Cuando la tangente a la curva de aproximacion
en el punto z, gira alrededor de este punto en un sentido constante
el punto 7, se mueve sobre aquella circunferencia en sentido contra-
rio y con una velocidad seis veces mayor.

3. Sila funcién es poligona arménica, w = [ (z) + f (), ¥y wz = 0.
Se tiene ademas, w,; = w;; = 0 y la curva 7; queda reducida a:
Ty = Wy + Wi e 0% = a + df3, que representa una circunferencia de
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centro a y radio |d|. Cuando el &ngulo de inclinacién varia, en el
plano z, el punto que representa la derivada tercera rectilinea se
mueve sobre esta circunferencia en sentido contrario y con una velo-
cidad seis veces mayor.

4. Sca la funcién del tipo w = 2%f, (z) + zf, @) + fs ).
En este caso, w,,, =0, y la curva 7; es de la forma:

Ty =bt + ¢l +df =3w,;e 20 | Juw,; e—40 | o e-60,

que no presenta caracteristicas especiales sobre el caso general, salvo
que tiene por valor medio al origen.

5. Si la funcién es del tipo: w =22 f, (z) 4 Zf, (2) + [5 (2).
Se tiene entonces, w;;, = 0, y la curva 7; es entonces:

Ty =0+ bt + ¢ = wy, + 3w,; e~20 L Jw,, e,

que representa un caracol de Pascal cuyo circulo base es: a + c¢#2 y
la longitud caracteristica | b|.

6. Sila funcién es: w =/, (z) + zf, () + f5 (2).
Se tiene, w,; =0, y la curva 7, es entonces:

Ty = a+ e+ dB = w,, + 3w, e~ 4 w60 ;

en cuy caso la curva 7, tiene dos puntos dobles reales, o bien, uno real
y otro imaginario. Diversas formas de esta curva pueden verse en la
figura 8. Uno de los puntos dobles es siempre real. El otro, cuando
|d|— 0 llega un momento en que pasa a ser imaginario y el anillo in-
terior tiende a confundirse con el exterior en una circunferencia, cosa
que ocurre cuando d = 0, en que la curva degenera en una circunfe-
rencia doble. Cuando [c[ — 0, manteniéndose constantes los otros coe-
ficientes, el anillo mds interior sc ensancha y los tres anillos tienden a
confundirse en una circunferencia triple, cosa que ocurre cuando ¢ -= 0.
La curva tiene en todo caso como eje de simelria la recta que pasa
por el punto a y cuyo argumento corresponde al siguiente de £:

arg-{ = 6 = arg-c — arg-d.

Los puntos dobles estdn sobre el eje de simetria Y NOS Proponemos
hallarlos analiticamente. Para ello pongamos,

a+cl +dft =a+ cty +dB.
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De aqui se deduce:

cB—t) +d@B—1) =0
c(ty+ 1) +d @&+ hty+ 1) =0.
Y haciendo, t;, + t, = s;; {; {, = s,, Tesulta
es;+d(s2—s) =0 5 +d(EE—5,) =0
o las equivalentes :
cs; +d(si—sy) =0 518, + d (s2—s5) = 0.
Eliminando el paréntesis, (s; — s,) obtenemos,
cds;, —cds;s, =0
y que dividiendo por s;, que no puede anularse, conduce a:

cd—Cds, = 0.
De aqui,

valor que llevado a la ecuacioén,

cs; +ds?—dsy, =0
nos da:

d ;
ds%-{—csl——%éo, o bien, s+ -s;—— =0. (25)

Las raices de esta ccuacién son:

_ C4V&'
==t Vig-

*:_L;Vﬁ

51 5d e 3

_ <
2d°

Los vectores a? y g son paralelos y del mismo sentido. El médulo

T
|2
R

_.1

x|
IS8

I
I
|

= =

ol
[SH

en las que se ha hecho: a =

del primero es [« |? y el del segundo la unidad. El moédulo de la suma
es pues la suma de los modulos. Su argumento, doble del de a. Al ex-
traer la raiz cuadrada obtenemos dos vectores opuestos de argumentos,
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el de a y el de & -+ #; y de modulos igual a 4/m? + 1, siendo m = |«|.
Por lo tanto los médulos de s; y de s{ son:

[syj=m+4/m2+1 y [sf]|=—m+/m + 1.

Uno de estos médulos, el |sf| es siempre menor que dos, y da un

3 3
punto doble real. El otro es imaginario cuando m > i El valor de 1

2
corresponde a un punto de retroceso y tiene lugar cuando |d| = 3 [e].

C

=

Curvas: 7, (t) = 32 + £ (1)
T, () =38 4+ 213 (2)
T, (f) = 3t + 313 (3)
derivadas rectilineas de
o 3222+

-:.g et ; _:3
- 1); W- 32‘—6"'2:5(2', v W= 22

— (T =
Focos de (1): { 7=9" Foco de (2): T, =0; Foco de (3) :i
T, = 4 T

Punto de retroceso de (2): 7, = 1

Ficura 8

Este resultado se puede también obtener derivando en la ecuacién
7, =a -+ ct? + cd3, e igualando a cero.

d
d—?:26t+3dt2:0’ que conduce a: f- 2¢

Este valor de ¢ (unido al { = 0) da los focos de la curva.
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Un foco es el: 7, = a, y el otro el:

4¢3 8¢3
n=dT e T e

2
Este ultimo es un punto de retroceso, cuando: | d| = 3 [l

Los valores ¢, y f, correspondientes a los puntos dobles se obtienen
resolviendo la ecuacién de segundo grado:

£2—s;t + s, =0.

que da dos pares, correspondientes a los dos valores de s; y si.

Curvas 7, = 4t + 22 (1) Focos de (1): 7, = + 8 '\QGI
Ty = 41 4 415(2) by (2):11.—_5:.8"T3‘

4 112§

T, =41 4+ 58 (8 » » () T =

) STV

derivadas rectilineas de
427 22, 2227 + 27 , 4727 + 57
=22 T4 1)y, W==2C2T20(2 7 W=
w & 1 3 2) vy 3
Ficura 9

7. Sila funcién es: w =f; @) + 2[5 (2) + f5 (2), se tiene, w, —= 0
y la curva 7; queda reducida a:

Ty, =a+ bt +dt = w,, + 3w, e~%0 + wg; e~ 5%,
Esta curva puede tener cuatro, tres, dos o ningin punto doble real.

Pueden verse diferentes formas de la misma en la figura 9 y en la 10.
Cuando ] d | — 0, permaneciendo constantes los demas coeficientes, y
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partiendo de la posiciéon en que existen dos dobles reales, estos puntos
dobles pasan a ser imaginarios después de una posicién intermedia en
que ambos son de retroceso. La curva tiende a convertirse en la cir-
cunferencia: a + b{, cosa que sucede cuando d = 0. En cambio cuan-
do es el coeficiente b el que tiende a cero, permaneciendo constantes
los demds, y partiendo de la posicién antes indicada de los dos puntos
dobles, los dos anillos interiores se van agrandando, llegan a una po-
sicion en que son tangentes y después aparecen dos nuevos puntos
dobles y los tres anillos tienden a convertirse en la circunferencia :
a + dB, cosa que sucede cuando b = 0.

Curvas: 7, = 4¢ -L 243 (1) b
T, =4t 4 ;:31 #(2) Puntos de retroceso de 12): 7, = %

T, =4+t (3) focos de (3): +- 167

' T 3v3

derivadas reclilineas de

4274 %% -
6

22z 4 78

W2 2T gy W

wl il

Ficura 10

La curva tiene dos ejes de simetria perpendiculares, uno de ellos
el correspondiente al valor de ¢ tal que:

arg{ — 0 — arg-b ;arg-d

y el otro el perpendicular a este por el punto a. La curva tiene por lo
tanto al punto a como centro de simetria.

Para comprobar estc estudio intuitivo de los puntos dobles hacemos
a continuacion un estudio analitico de los mismos.
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Para hallarlos, pongamos :
a+ bty FdBt =a+ bty +ds,
de donde
bty —t) +dB—18) =0
Como suponemos, t; = #,, dividiendo por {, — #,, se obtiene:

b+d@ + ity +83) =0.

Haciendo ahora, t; + #, = s;, t,{, == s, resulta

bd —bdsz =0 s, =+ \/0— (28)

Si ponemos B == 3 queda s, = 4 \/%

Los dos valores obtenidos para s, son opuestos, de médulo 1y de
argumentos el de f y el de g + =.
Los valores correspondientes de s; son:

= Sy — ﬂ (29)

[SHIES

obtenidos de la ecuacion: ds} —ds, + b = 0.
Sc obtienen dos valores opuestos de s; para cada valor de s,.
Los modulos de las raices son: + 4/n + 1, siendo n = [B].
Para obtener los puntos dobles reales hay que escoger aquellos que
hacen |s; | < 2. Se tienen los siguientes casos:

71. Para0 <n <1, |[b] <|d|, 1—n<2 1+n<2
cuatro puntos dobles reales.

72. Paran =1, [b|=|d], 1—n=0, 1 +n =2
tres puntos dobles reales.

73. Paral<n <3, |b] <3|d], n—1<2, n+1>2
dos dobles reales.
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74. Paran=3, |b|=|3d|, n—1=2, n+4+1=4
dos puntos de retroceso.

75. Paran>3, |b|>3|d[, n—1>2, n4+1>2
ningun punto doble.

Para hallar los focos y puntos de retroceso de esta curva anulemos
la derivada de 7, respecto de ¢,
dz,

T b4+ 3df2 =0 de donde se obtiene: 2 = —

b
3d

que da dos valores de ¢ opuestos para los focos, o puntos de retroceso.
Las coordenadas de éstos son:

SRV SV L,
Seran puntos de retroceso cuando: 3 |d| = |b].
8. Si la funcién es:
w=Az2+zf;(2) + [, (),
se tiene, w,, = w,; = 0 y la curva 7; queda reducida a:
T, =c+dB =3 w,ze 40 4 wi;e 66,

Esta curva es del mismo tipo que la estudiada en el apartado 6)
pero tiene por valor medio el origen.

9. Si la funcién es:
w=Az2+ Bzz+ Cz+f; ) + D22z,
entonces, w,,; = w,;; = 0 y la curva 7; se reduce a:
T, = bt +df® = 3w,z;e720 4 wy;e 60,

Esta curva es analoga a la estudiada en el apartado 7) teniendo
por valor medio el origen.

10. Si la funcién es:

w=A+ Bz+ Cz+Dzz+ Ez2 + Fz? + Czz% + Hz2%Z,
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T, = bt + cf? =3w,z;e7%0 4 3wz e 4.

Esta curva es un caracol de Pascal con circulo base de centro en
el origen y radio |[c| y que tiene a |b| como longitud caracteristica.

11. Si la funcioén es:
w=AzZ + f, (2) + f» @),
entonces, w,; = W;; = 0 y la curva 7; es en este caso de la forma:
7, =a+ dB = w,, + wgze %,

Esta curva es una circunferencia de centro en el punto a y ra-
dio |d|. Cuando la tangente a la curva de aproximacién al punto z,
gira en un sentido determinado, el punto 7; correspondiente se mueve
en sentido contrario y a una velocidad seis veces mayor.

12. Si la funcion es:
w=f @+ Az*+ Bzz + CZ + DzZ,
se tiene, w,; = w;; = 0. La curva 7; es entonces:
7T, =a + cf? = w,, + 3wg;ze 4O,

Circunferencia de centro en el punto a y de radio |[¢|. Cuando la
pendiente en el punto z varia, el punto z; se mueve sobre clla en un
sentido opuesto al de giro de aquella tangente y a una velocidad cuatro
veces mayor.

13. Si la funcién es:
w=1fi(2) +2fz(2) + AZ,
entonces: w,;; = Wy = 0 y la curva 7; se reduce a:
T, =a + bt = Wy, + 3wz e Y0,

Circunferencia de centro en a y radio | b|. La velocidad con que el
punto z; recorre esta circunferencia es doble que la correspondiente
en el plazo z y el giro es de sentido contrario.
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14. Si la funcién es de la forma:

w=Az2+ Bzz 4+ Cz +f;(3),

se tiene : w,,, = W,z = w;; = 0 y la curva 7; adopta la forma siguiente :
T; = d 3 = wz; e 59,

Circunferencia de centro en el origen y radio |d|. El punto 7, la
recorre en sentido contrario y velocidad angular seis veces mayor que
la de la tangente a la curva de aproximacién en el plano z.
15. Si la funcién es:

w=A4+ Bz Cz+Dzz+Ez2+ Fz221L GzZ3,
entonces, w,,; = w,;z = w+; = 0. La curva 7; se reduce a:

Ty = ¢l = 3w,z e 40,

Circunferencia de centro en el origen y radio |c¢|. El punto 7; la
recorre en sentido opuesto y velocidad angular cuadruple que la de giro

de una recta correspondienie que pase por z.

16. Si la funcién es:
w=A+Bz+Cz+-Dzz+ Ez2 4+'Fz2 - Hz%Z,

se tiene: w,, = wz = wiz- = 0. La curva 7; es en cste caso:

T = bl = 3w,;ze %P,

Circunferencia de centro en el origen y radio | b|. Cuando la recta
a través de z varia, el punto correspondiente sobre la circunferen-
cia se mueve en sentido contrario y con velocidad angular doble la de

aquella recta.

17. Si la funcién es:
w=1Ff () + Az + Bzz + Cz,

Seran : w,; = W,z = w;z = 0. La curva 7; queda reducida a:

Ty = A = Wy,

Es decir, la derivada tercéra rectilinea se reduce a un punto a.
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18. Por ultimo, si la funcién poligena es de la forma :
w=A L Bz1+Cz+-Dzz+Ez2+ FZ,

son: W, = W,z = W,z = W; = 0. La curva 7; queda reducida a]
origen: 7; = 0, del plano 7.

LA DERIVADA TERCERA CIRCULAR
19. DERIVADA TERCERA CIRCULAR DE UNA FUNCION POLIGENA

Estudiamos a continuacién los valores de la derivada tercera de
una funcién poligena cuando se consideran como curvas de aproxima-
cién al punto z la red de circunferencias que pasan por el mismo.

El valor de la derivada tercera cs cn este caso:

T* =y Ty = (W, w; e~ 20)® —Bie—30x (Wi + wize %) —Bwze 407

El vector 7* puede obtenerse como suma del vector 7; correspon-
diente al valor de 6, con el vector 7, cuyo extremo se mueve sobre una
parabola — cuando se fija un valor de § — como probaremos a con-
tinuacién. El estudio de esta curva constituirda la primera parte de
este apartado de la derivada tercera circular.

La derivada tercera circular establece una correspondencia entre
los centros de las circunferencias que pasan por el punto considerado
en cl plano z y los puntos del plano = en que representamos la derivada
tercera circular. El estudio de esta correspondencia — que llamaremos
correspondencia asociada con la derivada tercera circular — consti-
tuird la segunda parte de este apartado.

20. LA CURVA T, (, ¥) CORRESPONDIENTE A UN VALOR FLJO DE 0
La expresion de 7, (0, %) es la siguiente:
7y (0, %) = —61e %0 (Wi + wze 20) — 6wz o402, (30)

Cuando se fija un valor de 0, es decir, cuando se consideran como
curvas de aproximaciéon un haz de circunferencias tangentes en el pun-
to considerado el lugar geométrico de 7, es una curva de la forma:

Ty = Ax -+ Bx® (31)
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donde, A = —6ie %% (w; + wze 29 y B = — 6 w; e—*°, son nu-
meros complejos fijos una vez fijados el punto z y el valor de 6.

Se reconoce inmediatamente que la ecuacién (31) representa una
conica, cuya ecuacion en coordenadas cartesianas tomando como ejes
las rectas que contienen los vectores A y By poniendo: z .- | A |2
ey = |B|x? es:

|Bla*—|A[*y 0. (32)

Esta ecuacion representa una pardbola ya que el discriminante de
la forma cuadrética es nulo.

El punto que representa en el plano = la derivada lercera de una fun-
cién poligena cuando se consideran como curvas de aproximacién circun-
ferencias tangentes en el punto z, describe, cuando la curvatura de la cir-
cunferencia varia de una manera confinua, una pardbola.

Del andlisis de la ecuacion (31) se deduce que las direcciones de los
vectores A y B son conjugadas respecto de la pardbola y que el vector
B es un didmetro de la misma.

Nos proponemos hallar a continuacién los elementos fundamentales
de esta parabola, a saber: eje, vértice, foco y directriz.

2

. A . . .
Si hacemos: IlBi = 2p la ecuaciéon de la pardbola se convierte

en 22 = 2py (33), referida al didmetro que pasa por el punto corres-
pondiente en la curva z; considerado como eje y, y a la tangente en
este punto considerada como eje x.

Teniendo en cuenta que la subnormal de una parébola es igual al
parametro, cuando se toman como ejes precisamente la tangente en el
vértice de la pardbola y el cje de la misma, se obtiene para la ecuacién
de este eje la siguiente:

© 4+ pcos-o = 0. 39
donde « es el angulo formado por los vectores A y B es decir :
o« = |arg- B —arg-A |
Otras expresiones para el eje de la parabola son:

2|B|a + |A]?cos-a = 0 (35)
12 |w; | x + 36 |w; + wze 2|2 cos-o = 0 (36)
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El vértice de la pardbola es la interseccién con la misma de este
eje, es decir, el punto:

(:c 22— P COS-0L; y = 5 37

p cosz-oc>
Las coordenadas del foco resultan inmediatamente del hecho de
que este punto es medio de los pies de la tangente y normal de un punto
de la parabola respecto del eje de la misma.
Se tiene asi para coordenadas del foco:

2.\
<.1; =—p cos-ua: y = W) (38)

La directriz resulta a continuacion como polar del foco respecto de
la pardbola. Su ecuacion es:

2x cos-a + 2y + p sen?-a = 0. (39)

Hemos hecho un estudio del vector 7, (0, x) cuando 6 es fijo y »
variable. Afiadiendo a este vector el 7; anteriormente considerado se
liene el vector t* que representa en el plano 7 la derivada tercera
circular.

Muchos y muy interesantes problemas geométricos se presentan en
relacion con esta derivada tercera circular cuya imagen completa es
una familia de parabolas, dependiente del parametro 6. Vamos a resol-
ver alguno de ellos.

A cada- valor de 6 corresponde una pardbola de la familia. El
diametro de la misma que pasa por el punto correspondiente en la curva
tiene por ecuacion :

A=a-+bt+ct2+de + fLx (40)

con x variable real.

Cuando el eje radical del haz de circunferencias considerado gira
alrededor del punto z, este didmetro que tiene la misma direccion del
vector [f2 = — 6w, e~ 4, gira en sentido contrario y con una veloci-
dad cuatro veces mayor. Nos proponemos hallar su envolvente.

Para ello obtengamos la ecuaciéon de este didmetro en coordenadas
minimas, eliminando el parametro z entre la ecuaciéon (40) y su con-
jugada :

A=a-+ bl '+ et +di=® + [1 2 (40°)
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Se obtiene :

(A—a) 172 — (A —@) [ — (b] 12— 1) — (] — /) — (@1 — [~ =0

o, multiplicando por #

(A—a) f— (A — ) ft— (bt — b]t®) — (c] 2 — &[> — (djP—dft) =0. (41)

Derivando respecto de / y eliminando entre ambas ecuaciones el
parametro { se tiene:

4f A —a)t + (bf — 3bf82) + (2¢f — 2¢f) + (3dft2 — df) = 0.
de donde

1Yy 20 —2f @ _3df .,

if Y T

~ _ 3
A—i = o 1 1]

0, pasando a su conjugada :

_ o7 o
Z:a—i—ﬂt—ﬂﬁ—kuﬁ

4,34
1 fr v =t (@)

que es una curva del tipo: 4 = a + bt + d'f2, es decir, del tipo 7)
de la pag. 167.

21. LA TRANSFORMACION ASOCIADA CON LA DERIVADA CIRCULAR DE
UNA FUNCION POLIiGENA

La derivada tercera circular de una funcién poligena es la misma
a lo largo de una curva de aproximacién cualquiera que a lo largo del
circulo osculador en el punto considerado, a aquella curva.

Fijado un punto en el plano z, establezcamos una correspondencia
T, entre los puntos de este plano y los del plano 7§, haciendo corres-
ponder a cada punto del plano z el punto correspondiente en el plano
75 al valor de la derivada tercera circular a lo largo de la circunferen-
cia del plano z que tiene por centro el punto considerado y pasa por
el punto fijo. Cada punto de este plano viene determinado por los va-
lores de 6y x. La transformacion T, estard, pues, definida por las ecua-
ciones siguientes :

'L'-j:a+b12+ct4+dt6+ht3x+ft5z+gl422 (43)
=0+ bB + A+ dS +hPx+[fx+ jitw (43")
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en que:

A = Wyyy, b= 3 Wesz,s ¢ = 3wz, d = Wz, h =_6iwzis f =—6iwsz,

g=—06iw; y (=¢e"

El Jacobiano de esta transformacion es:

213 2Ty |
at ox
PEZS T,
ot 0%

que desarrollado da:

J = (2bh + 4dcf + 4Rt + 6fd) 2 + (2 bf + 6hd)* + (4ch + 6df +
4+ 2hb + 4fe) + (6dh + 2fb)2 + (4bg + 3hf + 12¢d - 5hf) Bx +
4+ (8cg +6hh +10ff 4+ 8ge) e + (12dg + 8fh +4gb)t % + (6 hg +
+ 14 gf + 4hg) 2ot + (14fg + 10 gh) »* + 16 ggi* 2, (44)

Para que la transformacion que estamos considerando sea degenerada
es necesario y suficiente que este Jacobiano sea idénticamente nulo.
Esto conduce a las condiciones siguientes.

(1) 2bh + 4cf +4ht +6fd =0.
(2) 2bf+6hd =0.

(3) 4ch+6df +2hb 4 4f¢ =0.
(4) 6dh+2fb =0.

(5) 4bg + 3hf+12¢gd +5hf =0.
(6) 8cg +6hh+10ff+8gc =0.
(7) 12dG + 8fh +4gb =0.

(8) 6hj -+ 14gf +4hg =0.

(9) 14]§ 4+ 10gh = 0.

(10) 16gg = 0.

Las condiciones (1) y (3) son conjugadas asi como (2) y (4), (5)y (7),
(8) y (9) y por tanto equivalen a una condicién unica. El sistema ante-
rior de condiciones puede pues reducirse al formado por: (1), (2), (5),
), 8) ¥ (10).

De (10) resulta: g = 0.

De (10) y (6): h =f = 0.

Lstas condiciones satisfacen también a las otras eccuaciones.

12 — Collectanca Mathematica
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La condicién necesaria y suficiente para que la transformacién que
estamos estudiando sea degenerada, es que se anulen simultdneamente
fs 9 y h. O, lo que es lo mismo, que sean nulas- w;, w.; Yy wsz.

No basta pues que la funcién sca monégena cn el punto considerado :
es necesario ademas que sean monodgenas en ese punto las funciones
W, y w;. Sila funcién dada es mondgena en una regiéon que comprenda
al punto considerado entonces no soélo se verifica que: f = g = h = 0,
sino que serdn también: b =c =4d = 0. En este caso mediante la
transformacion considerada todos los puntos del plano z se convierten
en ¢l punto unico 735 = a = w,,.

Estudiamos a continuacion la transformacion 7' en el caso en que
la funcién no es monégena en un enlorno del punto considerado, pero
se verifica en ¢l: f = g = h == 0. Enlonces, b, ¢ y d no lienen nece-
sariamente que ser nulas y pueden presenlarse los siguienles casos :

21.1. En el punto considerado es: b = ¢ ==d == f == g == h = (.

La transformacién convierte todos los puntos del plano z en el punto
unico : 7 = a = w,,, y reciprocamente.

21.2. En el punto es: ¢ =d =f=¢g =h =0, pero b+ 0. La
transformacion se reduce a:

i =a+ b = w,, + 3w.;e 2,

que transforma todos los 2 puntos del plano z en los co! puntos de la
circunferencia de centro en el punto a y de radio |b|. Inversamente,
a un punto 7; de esta circunferencia le corresponden en el plano z los
co! puntos de una linea recla que pasa por el punto z considerado.

21.3. En el punto es: b =d =] =9 =h =0, pero ¢+ 0. La
transformacion es entonces :

Ty =a+ ct' = Wy, + 3wz e b,

que transforma todos los puntos del plano z en los co! puntos de la cir-
cunferencia de centro en a y radio |c|. Inversamente, a un punto 7%
de esta circunferencia le corresponden en el plano z los 2 ool puntos de
dos distintas rectas que pasan por cl punto considerado formando en-
tre ellas un angulo recto.

21.4. Sicenelpuntoes: b=¢ =f-==¢g =h =0, perod + 0. En
este caso la transformacion es:

T, =a+ di® =w,, + wgze 60,
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que convierte los 2 puntos del plano z en los o! puntos de la circun-
ferencia de centro en el punto a y radio |d|. Reciprocamente, a un
punto de esta circunferencia le corresponden en el plano z los 3 co! pun-
tos de tres rectas que pasan por el punto z considerando formando entre
ellas dngulos de 60°.

En cada uno de los tres casos ultimamente considerados — casos
21.2, 21.3 y 21.4 — a una recta del plano z que pasa por el punto con-
siderado le corresponde un punto de una circunferencia en el plano 75
y este punto gira cn sentido inverso al de aquella recta y con una ve-
locidad angular que es doble, cuddruple o séxtuple la de aquella, res-
pectivamente.

21.5. Si en el punto es: d = f == ¢ = h = 0. La transformacion
es entonces:

5 =a -+ b2 + ct* = w,, + 3w.:e 20 4 3w, e 4,

Los o2 puntos del plano z se convierten en los ! de un caracol de
Pascal, cuyo circulo base es: a 4 c#* y la longilud caracteristica | b |.

Reciprocamente, a un punto de este caracol de Pascal, que no sea
su punto doble, le corresponden en el plano z los «! de una recta que
pasa por el punto z considerado. Al punto doble, si es crunodal, le co-
rresponden los puntos de dos rectas que pasan por el punto z; sies
acnodal, ningtin punto; y si es de retroceso los puntos de una unica
recta a través del punto considerado.

21.6. Sies cn el punto: ¢ =f =g =h = 0. La transformacién
queda reducida a:

T; =a + bt + s = W + 3wzzie_2i@ + wz'z_ie_sie'

Los puntos del plano z se convierten en los de una curva del tipo
de 7, considerado en el apartado 7) de la pag. 167. A un punto de esta
curva, que no sea doble, corresponden en el plano z los puntos de una
recta que pasa por el punto considerado. A un punto doble corresponden
tantas rectas del plano z como ramas de la curva pasen por el punto
multiple, teniendo en cuenta que por cada rama de orden superior
se obtiene una sola recta en el plano z.

21.7. Si en el punto es: b =f = ¢ = h = 0, la transformacién
se reduce a:

=4 ot +dl’ = wa +3wge O + wize OO
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En esta correspondencia, a cada punto del plano z corresponde un
punto de una curva del tipo de z; considerado en el apartado 6) de la
pagina 164. Reciprocamente, a todo punto de esta curva corresponden
en el plano z los puntos de una recta que pasa por el punto considerado.
Se exceptuan los puntos dobles a los cuales corresponden dos rectas
distintas si son crunodales y una recta si son de retroceso.

21.8. Si en el punto z es: f == ¢ = h = 0, la transformacién es
de la forma:

78 =a+ D +ctt +dt = wu + 3w,zem%0 + 3wz et 4w e—6i6,

A los puntos del plano z les corresponden los puntos de la curva T,
representativa de la derivada tercera rectilinea de la funcién conside-
rada. A un punto de esta curva corresponden, inversamente, los puntos
de una recta del plano z que pasa por el punto considerado. Se excep-
tuan los dobles a los que corresponden dos rectas si son crunodales.
Y el punto triple, si existe, al que corresponden tres rectas distintas
si pasan por €l tres ramas lineales; dos rectas si pasa una rama lineal
y una de segundo orden; y una recta si pasa una sola rama lineal o
una de lercer orden.

Volvamos ahora al caso general de la correspondencia no degenerada.

Hemos visto que mediante la correspondencia :

w5 =73 (0, %), (43)

a un punto del plano z le corresponde un punto del plano z¥. Vamos
a considerar ahora la cuestion inversa, a saber, ¢l ntmero de puntos
del plano z que corresponden a un determinado punto del plano z¥.

Para responder a esta cuestion, bastaria resolver las ecuaciones (43)
y (43’) despejando en ellas § y ». Eliminando entre estas dos ecuacio-

nes x, para lo cual multiplicamos ambas por 1y %, obtenemos el siguien-
te resultado:

~0 (45)

~1 3] ~
3] o 3 ©

en que
Ty o= Wase + 3Weize ™20 4 3wze~40 4+ wy; e~ 879,

I =--6ie "0 (w;: 4+ wze %) y m = —6w;e ",
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Desarrollando el determinante (45) obtenemos una ecuacién en 6
de la forma siguiente :

re=810 | g¢=60 | ke—4i0 4 pe—2i0 | ¢ | De2i | keti® - 5e6i0 L Tesi0 -0 (46)
Esta ecuacion de octavo grado en ¢ tiene sus raices en la circun-

ferencia unidad, o bien son pares de puntos inversos respecto de la mis-
ma algunos de ellos, después de:

|

—1 (47)

asilas
I

@l &«

~1~N

=

La ecuacion tiene a lo sumo ocho soluciones para 6. Llevados eslos
valores a la ecuacién :

T;‘ - a + be—2i6+ce—4i@+d6—ﬁi9+ he—SiOx 4+ fe—mez + ge—ﬂ@%z,

obtenemos una ecuaciéon de segundo grado en x que determina dos va-
lores para la curvatura, por cada valor de . Combinando los valores
de 6 y » se obtienen a lo sumo dieciséis puntos.

Hemos probado que a cada punto del plano ©5 corresponden en vir-
tud de la correspondencia (43) asociada con la derivada tercera circular
dieciséis punlos (reales o imaginarios) en el plano z.

A continuacién vamos a estudiar en qué se transforman las oco? rec-
tas del plano z mediante la transformacion (43) que estamos estudiando.

Comenzamos estudiando las rectas que pasan por el punto fijo z.
Una linea recta del plano z que pasa por el punto considerado tiene
por ecuaciéon : 6 = constante. La transformada de esta recta viene dada
por la siguiente ecuacién paramétrica (siendo el parametro la variable
real »):

T‘f =gq + b e—2i0 + ce— 40 + d e—50 4+ he—39y ,;‘_fe—-:’u'@y_ + ge—u@y_z_

Obtenemos asi la familia de parabolas ya estudiada en el parrafo 20.

Veamos ahora en qué se transforman las rectas del plano z que no
pasan por el punto fijo. La ecuacién de una de estas rectas puede po-
nerse en la forma:

x-=jeo - je—ie (48)
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donde j y fson nimeros complejos conjugados que determinan la po-
sicién de la recta. Sustituyendo este valor de x en la ecuaciéon (43) se
obtiene :

T-f = qa + be—20 + ce—1i9 + de—8i0 + (h] 4 g]2) e—2i0 + ‘L 19
+ (R + 17 +2970) e + (1] + gj?) e-oi0 ju

que es una curva del tipo de la 7, estudiada y que representa la deri-
vada tercera rectilinea de la funcién poligena.

LA DERIVADA TERCERA PARABOLICA
22. LA DERIVADA TERCERA PARABOLICA DE UNA FUNCION POLIGENA

Hemos visto que la derivada tercera general de una funcion poli-
gena es la misma si se sustituye la curva de aproximacién al punto z
por la pardbola osculatriz es este punto a aquella curva. De aqui la
denominacién de parabdlica. E1 vector que representa esta derivada
en el plano 7 es la suma de los tres vectores 7;, 7, y 73.

Hecho ya, anteriormente el estudio de los vectores T; ¥ Ty Vamos
a dedicar el primer parrafo de este apartado al estudio del vector 75 (0, €).
El segundo parrafo lo dedicamos al estudio del vector 7 que representa
la derivada tercera parabélica. Por ultimo estudiamos la correspon-
dencia T, asociada con la derivada tercera de una funcién poligena
cuando se consideran las tres primeras derivadas de la curva de apro-
ximacién como coordenadas de un espacio cartesiano tridimensional
y de las transformaciones puntuales a que da lugar.

23. EsTupIO DEL VECTOR 75 (0, ¢)

Cuando se fija el valor de 6 esta expresion representa una linea rec-
ta que pasa por el origen de coordenadas. El punto 7, se mueve sobre
ella a una velocidad proporcional a la de e.

Si se consideran las dos rectas correspondientes a los valores 0,y 0,
ambas rectas forman entre si el dngulo: —4 (6, — 6,) que es cuatro
veces mayor que el correspondiente angulo 6, — 6, en el plano z y ade-
mas de sentido opuesto. Cuando § varia la recta que estamos conside-
rando gira a una velocidad cuatro veces mayor y en opuesto sentido que
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la de la tangente a la curva dc aproximacion en el punto z considerado.
Vamos a hallar a continuaciéon las rectas que son paralelas a las
correspondientes tangentes — de inclinacién § — del plano z.
Bastard para ello resolver la ecuacion:

tg-(a + 0) = —tg-(8 + 46) (50)

donde o y B son constantes. El grado en tg-0 de esta ecuacion sera el
numero de soluciones.
Poniendo : tg-a =r, tg-f =s, tg-0 = p, tenemos:

tg-a + tg-0 r+p

BETD ST g T
tg-f 4 tg-46 2 tg-20
tg'(ﬂ+40):l_g——étg-—ﬁ%gﬂ pero tg.40-_—_1__.%gm
. 21g-6
y tg-26 e
tg-40 — 4tg-6/1 —tg?-0  Ap(1-—pY
g-40 == 1 — (Atg?-0/(1 — tg*-0)?) S
g pd—pY)
T T sdspt—bspt b dp— 4P
tg-(ﬂ"l-ll@)_ _4_8!)__(]—_])2)_1*_[)4_61)'—65[)%-48])3
1+p4_-6p2
rtp  spt—d4p’+s—6sp* 4 4p
]_I.p _"-_])4"1‘43[)3—‘6[)2‘—43[)—'l—1
y de aqui

rpt 4 pb -k Arsp - Aspt—06rp? — 6p3 — drsp —4sp? +-r 4- p=—sp* +
+ 4p® — s 4- 6sp2 — 4 p - rsp® — 4rp* - rsp — 6rsp® -+ 4rp®. (51)

ecuacion de quinto grado en p —= tg-0, que da cinco valores, en general,
para la cuestion propuesta.

24, ESTUDIO DEL VECTOR T = T; + Ty 4 T3

Empezamos este estudio del vector 7 que represenla la derivada
tercera de una funcion poligena considerando curvas de aproximacion
que tienen el mismo circulo osculador en el punto considerado. En rea-
lidad basta considerar todas las pardbolas que pasan por aquel punto
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y tienen en €l el mismo circulo osculador. La expresién de 7 es la si-
guiente :

T = Was - 3Weis €750 + 31w 0740 - wz; e~ 60— Bie— 0 3 (w; + wy; e~ 20) —

—6iw;e 49 %% — Qiw;e—H0¢

en que suponemos constantes 6 y x y como tinica variable, la real e.

Como la expresion de la derecha es lineal en ¢ se deduce que cuan-
do ¢ varia el lugar geométrico de 7 es una linea recta. Esta linea recta es
paralela al vector 7, estudiado en el parrafo anterior y por tanto cuando
6 varia permaneciendo x constante (es decir, el circulo osculador cons-
tante gira alrededor del punto z) la recta gira en sentido contrario al
de giro de la tangente en z a la curva de aproximacién y a una veloci-
dad cuddruple la de esta. Supuesto x fijo se tiene una familia de rectas
dependiente del parametro 6 de la que nos proponemos hallar su cn-
volvente. '

Escribamos las ecuaciones de la recta y su conjugada :

' r:a+be—2i9+ce—4i@_I_de—Bie_{,hc-:;iex_i_fe—siex_*_ge—4i9x2+]'e—4i08 (52)
T =a -+ be® -+ Cet0 | debi® | hedi®y - ]‘c'esz'@ + Jetiox® 4 ']'-'eu@_ (52

en que:
a4 = W;., b =3 Wiz € = 310252, d = Wizzs h=—6 iwz‘:,,
. . 1.
=—6iw; ¢g=—6w y j=—2iw;= 5 1.
J

Eliminando ¢ cntre ambas se obtiene para la ecuaciéon de la recta
en coordenadas minimas.

(T— a) jeki® — (T— @) je— 6 — b2 4 bje—210—cj +7j — dje—2i6 4 Jje%o
— hje¥% + hje="0% — [je=20y -+ [jeX% — gi%® + Gin2 = 0 (53)
que, después de multiplicada por e*® se convierte en una expresion de
la forma:
(v — @) Jt& — (b] —dj —) 1® — (hj) £ — (c] — & + g] w2 —Gj ) 1+ —
— (hj%) & — (] + b — i) — F—@)j =0 (1)
con { = e'® ecuaciéon de octavo grado en 1.

La envolvente de este haz de rectas se obtiene eliminando el pa-
rametro ¢ entre csta ecuacion y la que sc obtiene derivando respecto
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a {. La ecuacion que se obtiene al derivar es, después de suprimido un
factor ¢{ comun, de sexto grado en £y despejando el valor de 7 se ob-
tiene para ecuacién de la envolvente en forma paramétrica :

T=a+6(dj+fi—bj)tt—5hjnt®—4(cj—if +gi®—Gixd)e +
+ Shjxt — 2 (dj — bj + fjx))/ 8jib. (55)

ecuacion de la forma :
T=a + bt + 2+ dB -1+ ¢B + RS,

que es, en general, una curva algebraica de orden doce.

Resumiendo : Cuando se consideran como curvas de aproximacion al
punto z, pardbolas que tienen el mismo circulo osculador en aquel punto,
el lugar geoméirico del punto v que representa en el plano t el valor de la
derivada tercera de una funcion poligena es una linea recta. Cuando aquel
circulo osculador gira alrededor del punto fijo esta recta en el plano T gira
también en sentido contrario y con una velocidad angular cuatro veces la
de aquél. Su envolvente es una curva algebraica de orden doce.

25. LA CORRESPONDENCIA ASOCIADA CON LA DERIVADA PARABOLICA

Como hemos visto, la derivada tercera de una funcién poligena de-
pende no solo del punto en el cual se considera sino también del ele-
mento diferencial de tercer orden de la curva de aproximacion. Co-
rrespondiendo con los oo?® valores reales del elemento diferencial en cada
punto z, la derivada tercera toma oo® valores para cada uno de z. Si
representamos estos valores de 7 en cl plano complejo T = p + i,
los puntos llenardan una regién del plano. De lo que llevamos dicho se
deduce facilmente que esta region consiste en todo el plano complejo 7,
de tal manera que a cada punto del plano 7= corresponden oo! elementos
de tercer orden en el punto considerado.

La derivada tercera de una funcién poligena establece asi una co-
rrespondencia entre los puntos de un espacio cartesiano tridimensio-
nal, cuyas coordenadas son las tres derivadas y’, y”, y”’ de la curva de
aproximacion, consideradas en el punto fijo z, o mejor las tres cantida-
des y’ = tg-0, » y ¢, relacionadas con las anteriores por las féormulas
de la pag. 24, y los puntos del plano complejo 7, correspondencia que
es univoca; pero no biunivoca, pues a cada punto del plano 7z corres-
ponderan en el primer espacio los puntos de una o varias lineas.
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Llamaremos a esta correspondencia, correspondencia T, o bien, la
correspondencia asociada con la derivada tercera de una funcién po-
ligena.

Queremos hallar en esta correspondencia, las transformadas de las
rectas paralelas a los ejes coordenados.

A una recta paralela al eje y’ o eje 6, corresponde en el plano 7 una
curva de la forma:

T =A -+ Be-—‘li@ + Ce—3i0 + De -4 + Ee—5i6 +?Fe—6i6 (56)

curva algebraica de orden doce, en general.

Este seria el caso en que se considerasen como curvas de aproxima-
cién pardbolas iguales pasando por el punto fijo z.

Si la recta considerada estéd en el plano de los ejes 6 y ¢ le correspon-
de una curva algebraica de orden seis de la forma :

T =A + Be—21'9+De—-4i@+ F ¢—6i6 (57)
en que:
A=aq S=0b F=dy D=c—2iwe

Si la recta coincide con el eje 6 la curva correspondiente en el
plano 7 es:
T =a + be—%0 L ce—t6 | do—6i0

que representa la derivada tercera rectilinea
A una recta del primer espacio paralela al eje » corresponde en el
plano 7 una curva de la forma:

T -G+ Hx + 22 (58)

que es una parabola, salvo si I o I sean nulas, en cuyo caso se con-
vierte en una recta, o que ambas sean nulas simultdneamente, en cuyo
caso se conviertc en un punto

H = —6ie %% (w;: + wze %% serd nula cuando: w; -+ wze—29 = 0.

Esta ecuacion representa la circunferencia derivada correspondiente
a la funcién poligena w;, cuando se suponc variable 6. A cada valor
de 0 corresponde un punto de la circunferencia. Para que II se anule
es necesario que el punto que en esta circunferencia corresponde al va-
lor senalado para 0 coincida con el origen. Para que I se anule es ne-
cesario que w; = 0, es decir, que la funcién sea monégena en el punto.
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Si la funcién es mondgena en un entorno seran también w,; y w;; nu-
las y se anulara por tanto H reduciéndose la curva (58) a un punto.

Cuando la recta considerada estd en uno de los planos Ox o xe, la
curva que se obtiene es del mismo tipo que la (58). La familia de para-
bolas correspondientes a las rectas del plano 6 x paralelas al eje »x coin-
cide con la estudiada en el parrafo 19.

Por 1ltimo, a una recta del primer espacio paralela al eje ¢ corres-
ponde en cl plano 7 una curva de la forma:

r=J+Ke (59)

que representa una recta. Esta recta se reduce a un punto cuando K = 0.

Siendo K = — 2iw;e*® serd nula solamente en aquellos puntos en

que w; = 0, es decir, en los puntos en que la funcién w sea mondgena.

Estudiamos a continuacion las correspondencias que surgen cuando

se consideran planos paralelos a los coordenados en el primer espacio.

Si se considera un plano del primer espacio paralelo al coordenado

0 » se obtiene una correspondencia entre los puntos de este plano y los
puntos del plano 7 que podemos expresar mediante las ecuaciones

T=a+ b2 4 14+ dt® 4+ hBn + fPx |- gl (60)

Teo@ 4 b2 LT L dES 4+ Rt 3% 4 ft5% 4 Gi4e® (60')

[

en que a, b y d tienen los mismos valores que los coeficientes designados
por las mismas letras al estudiar la derivada tercera rectilinea; h, f
y ¢ los valores que tenian estas letras al estudiar la derivada circular
yes: ¢ =c—2iw;e.

Esta correspondencia puntual es degenerada cuando el jacobiano de
la transformacién es nulo. Se obtiene el mismo jacobiano (44) obte-
nido en la pag. 57, salvo la sustitucion de ¢ por ¢’. Por lo tanto, se ob-
tienen como condiciones que ha de satisfacer la funcion para que la
correspondencia sea degenerada las mismas que alli, a saber, que la
funcién w y las w; y w; han de ser mondgenas en el punto.

En este caso, todos los puntos del plano paralelo al 6% sc transfor-
man en los de la curva:

T=a+ bt did (61)

algebraica de orden seis y que coincide con la 7; que representa la deri-
vada tercera rectilinea cuando el plano se confunde con el coordenado
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0. Asi, cuando aquel plano se desplaza paralelamente a si mismo aque-
lla curva se deforma de una manera continua. (En realidad el unico
coeficiente que cambia es el c’).

A los puntos de una recta paralela al eje 6 le corresponden univo-
camente los de la curva (61). En cambio a los puntos de una recta
paralela al eje x corresponde un unico punto sobre aquella curva.

Si la correspondencia no es degenerada a los puntos del plano si-
tuados en una recta paralela al eje 6 corresponden univocamente los
puntos de una curva algebraica de orden doce, la que se obtiene po-
niendo en (60): » = constante. Los puntos de una recta paralela al
eje x se convierten en los puntos de una parabola. La correspondencia
que es univoca en un sentido, no es biunivoca. A un punto del segundo
plano corresponden en el primero contando entre reales e imaginarios,
dieciséis puntos.

Consideramos a continuaciéon un plano paralelo al coordenado fe.

Entre los puntos de este plano y los del plano = queda establecida
una correspondencia que viene dada por las férmulas:

T=0a+ b2 4 ct* +di® + 0B+ [P+ lite. (62)
T=a-+bi~2 ettt +dis+ W34 ft-5 + 114 (627)

en la que los valores de a, b, ¢ y d coinciden con los valores dados a es-
tas letras al considerar la derivada rectilinea y los b’ y ' son, en relacién
con los h y f considerados en el estudio de la derivada circular, A’ = hx,
" = fx, siendo ademds: |l = — 2iw;.

El Jacobiano de esta transformacién es:

oT oT
ot ot
J = ot 27T
dc o€

que desarrollado es:

J o= @2bl+6dl)i=3 + BhT+ 5Dt~ + 4(cl + )t~ +
+ BT+ 3R + 6dl +2b1)t + 811t 1e (63)

La transformacion sera degenerada cuando este Jacobiano se anule
lo que conduce a las siguientes condiciones :
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(1) 2bl146dl=0
2 3RI+5f1=0
(3) 4cl +4cl =0
(4) 5f1+3khl=0
(5) 6dl+2bl =0
(6) 811 =0.

(©64)

Las condiciones (1) y (5) asi como (2) y (4) son conjugadas y equi-
valen a una condicion tnica. Las (3) y (6) son conjugadas de si mismas.

De la (6) se deduce: I == 0, que satisface también a las (1), (2) ¥
(3) que con la (6) forman un sistema equivalente al (64).

Siendo ! —: — 2iw;, la correspondencia sera degenerada cuando se
anule w:, es decir, cuando la funcion sea monogena en el punto consi-
derado.

En esta correspondencia degenerada todos los puntos del primer
plano se transforman en los puntos de una curva algebraica de orden
doce cuya ecuacion :

T—a+ b fett+ds - NE 4+ [ =0 (65)

se obtiene haciendo I = 0 en la ecuacién (62) de la transformacion.

Cuando el plano se confunde con el coordenado 6 ¢ la curva (65)
se convierte en la 7, que representa la derivada tercera rectilinea.

Cuando el plano se desplaza paralelamente a si mismo de una ma-
nera continua la curva se deforma (en realidad solamente varian los
coeficientes b’ y ') y tiende a convertirse en la 7; — considerada como
doble — cuando aquel plano tiende a confundirse con el coordenado 6 e.

Para un plano fijo, a los puntos de una recta paralela al cje 0, le
corresponden univocamente los puntos de la curva (65) mientras que a
los puntos de una recta paralela al eje & le corresponde un unico punto
sobre aquella curva.

Si la transformacién no es degenerada a los puntos de una recta pa-
ralela al cje 0, corresponden en virtud de la transformacion (62) los de
una curva algebraica de orden doce y a los de una recta paralela al eje ¢
los puntos de una recta.

A cada punto del primer plano corresponde en el plano 7 un unico
punto. La correspondencia no es, sin embargo biunivoca. Para ver el
numero de puntos del primer plano que corresponden a un punto del
segundo bastaria resolver las ecuaciones (62) y (62") despejando en
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ellas los valores de 6 y ¢. Eliminemos entre ambas &, obteniéndose la
siguiente ecuaciéon de octavo grado en ¢ = e~79,

T—a)l— @ —a)lt + b1t — bl — (cl—cl)tt +dir—dls +
+ I — KB + 12— 115 =0 (66)

que da ocho valores reales o imaginarios para /, ya que sus coeficientes
cumplen la condicién para que las raices de esta ecuacion estén en la
circunferencia unidad, o bien, sean puntos inversos respecto de la misma,
condiciones andlogas a las (47) consideradas en la pag. 61. Cada valor
real de 6 llevado a la ecuacién (62) nos da un valor para ¢ obteniéndose
pues a lo sumo ocho puntos reales como homélogos de un punto del
plano 7.

Por ultimo, consideremos un plano paralelo al coordenado xe. La
correspondencia que se establece entre los puntos del primer plano y
los del plano a viene dada por las férmulas siguientes :

T=A+h %+ g%+ 1" (67)
% — [I + Hllx + 'g” xg _‘_ lr/ e (671)
en que:
A = Wz + 3 W,z e—%@ + 3 w:z;;e—-ii@ + Wz e—ﬁie’ h” = Gie—SiG (wz; +
+ wze29), ¢g" = —6w;e 0 y ' = —2iw;e*0

A, es un punto de la curva 7; que representa la derivada tercera
rectilinea: h" =h 4+ f; ¢" =ge=*% y 1" = le—*,
El Jacobiano de esta transformacion es:

ot o7
ox o%n
J = ot _&_'_;: =
de de
— (hll l_II . il_” l//) + (2 6// l_// . 2'(-]1/ lll) (68)

La transformacion serd degenerada cuando se anule este Jacobiano,
lo cual conduce a las condiciones siguientes :

(1) R'I"—h'1" =0.

(2) gll l7l __ g‘/r I = 0.
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que son equivalentes a:

(1) n_ T L i, gy 17 son +0
hll gll lll

Estas condiciones expresan que para que la correspondencia sea de-
generada es necesario que los vectores h”, ¢’ y I” sean paralelos.

Siendo los vectores ¢'* y I siempre perpendiculares, esta condicion
es imposible. No pudiendo ser distintos de cero simultdncamente los
cocficientes h”', ¢’ y U”. Del andlisis directo de las condiciones (1) y (2)
se deduce que: [ -= 0, satisface idénticamente ambas.

Esta condicién conduce a: w; == 0, es decir, que la funcion sea mo-
nogena, en el punto. Entonces, es también: ¢ "= 0, y la transformacion
queda reducida a:

T=A 4+ h'» (69)

T =A+h'"x (69")

En ella, todos los puntos de un plano paralelo al x &, se convierten
en los puntos de una recta. Los de una recta, paralela al eje x se trans-
forman univocamente en los de la recta pero a los de una paralela al
eje ¢ les corresponde un tnico punto de la misma.

Hemos considerado el caso en que la funcién es mondgena en el
punto sin serlo en un entorno del mismo. Sila funcién es mondgena en
un entorno del punto considerado, entonces, es también : A" = 0, y todos
los puntos del plano considerado se transforman en un unico punto A
que coincide en cste caso con a.

Si la correspondencia no es degenerada, a los puntos de una recta
paralela al eje %, corresponden univocamente los de una parabola, mien-
tras que a los de una paralela al eje ¢, les corresponden los puntos de
una recta.

A cada punto del primer plano corresponde ien virtud de la corres-
pondencia (67) un punto unico en el plano 7. Veamos cudntos puntos
corresponden en el primer plano a un punto del plano 7. Para ello eli-
minamos ¢ entre las ecuaciones (67) y (67’) obteniendo la ecuacion :

(T——/l)l_"-—- (T __Z) & + (l// 'I—l// — R l_u) % + (l// g// . gu Z//) xg =0 (70)

ecuacion de segundo grado con coeficientes reales y que da dos valores
para la variable real x. Reales, imaginarios o confundidos. Llevados a
la ecuacién (67) se obtiene un valor de ¢ por cada valor de x. Asi, en
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general, a cada punto del plano 7 corresponden dos puntos en el pri-
mer plano.

Para obtener una informacion més completa sobre la correspon-
dencia que estamos estudiando formemos el discriminante de la ecua-
cion cuadratica (70):

A=4 (l” gr/ _ g// l_//) [(T— A) Z// . ('i' _A) l"] _ (l” ]flr/ —h" I'//)g (71)

Igualando este discriminante a cero obtenemos la ecuacién de una
linea recta en el plano 7. A los puntos de esta recta corresponde en el
primer plano un punto doble. Esta recta divide al plano 7 en dos re-
giones. Los puntos de una de elias tienen dos homoélogos en el primer
plano. Los de la otra no tienen ningun correspondiente real.

Cuando el primer plano se desplaza de una manera continua para-
lelamente a si mismo, el punto o puntos homélogos de un punto del
plano 7 describe una o varias curvas, correspondientes en el primer
espacio a un punto del plano 7.

Estas propiedades estudiadas desde el punto de vista de las trans-
formaciones a que da lugar esta correspondencia T, establecida, tienen
su traduccién en el lenguaje de la tercera derivada y corresponden a
propiedades de la misma.

APENDICE
26. LA DERIVADA N — SIMA DE UNA FUNGION POLIGENA

Mediante derivaciones sucesivas respecto de la variable compleja z
podemos obtener la expresién de la derivada n — sima de una funcién
poligena. En el estudio de esta derivada suponemos que la funcién w
de la variable z es continua y posee derivadas parciales continuas (*)
hasta el orden n inclusive, pero las derivadas primeras no deben satis-
facer necesariamente las condiciones de Cauchy - Riemann.

La derivada n — sima de una funcién poligena depende no sélo del
punto z en el cual estd formada sino también de las n primeras deriva-
das (y no de orden superior) en aquel punto, de la curva de aproxima-
cién, es decir, del elemento diferencial de orden n.

(*) Sila funcion w de la variable compleja z = z + iy, tiene por componentes
uy v, es decir: w = u + iv, suponemos que u y v son funciones continuas de las
variables reales x ¢ y, y poseen derivadas parciales continuas hasta el orden n inclusive.
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Esta derivada es independiente de la derivada n — sima de la cuova
de aproximacién cuando —y solamente —la funcién es mondgena.
Entonces la derivada n — sima es también independiente de las otras
derivadas de la curva de aproximacion y tiene un valor unico inde-
pendiente de aquella curva.

27. LA DERIVADA N — SIMA RECTILINEA DE UNA FUNCION POLiGENA

Vamos a generalizar parala derivada n — sima rectilinea de una
funcién poligena algunos de los resultados obtenidos en el estudio de
la derivada rectilinea.

Algunas de las propiedades de las dos primeras derivadas de una
funciéon poligena, se conservan cn la derivada tercera y es muy senci-
llo generalizarlas a la derivada n — sima. Otras, sin embargo, han sido
obtenidas dircctamente al generalizar el estudio hecho de la derivada
tercera, propiedades estas ultimas que no se presentan en el estudio
de las dos derivadas primeras.

Como en el caso de la tercera derivada se toman como curvas de
aproximacién al punto fijo z, las rectas que pasan por él.

Por derivacién reiterada de la expresion que representa la derivada
tercera se obtiecne para la derivada n— sima rectilinea la expresion
siguiente :

Ny = Ay + a; 720 + aye~4® + age~8° 4 .. 4 a,e"20  (72)

en que:
n n " n n n #n
Ay = Wyy ees 55 Ay = (T) Wy oo 535 dg = 9 Wy, oo 2zzs Ay — n Wi «ee 3y

y donde las expresiones w,,.".;, no significan derivacién parcial res-
pecto de z y z, sino la aplicacion reiterada de los operadores D y P a
la funcién w. Si la funcion poligena es analitica entonces estos sim-
bolos se convierten en las derivadas parciales de w respecto a z y z. Si
hacemos: e~2® = { la ecuacion (72) toma la forma:

N =g + ayt + alt? + ... + a,l" (73)

Para obtener la ecuacion de esta curva en coordenadas minimas
bastard eliminar { entre ella y su conjugada:

=0y + a it At 4, (73"

13 — Collectanea Mathematica.
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obteniéndose :
a,—r1; @ ay as...a, 0..0
0 a,—mn, @ ay...a,_; a,..0
0 0 Qg — 1y Ay ... ly_y A, ;...0 =0 (74)
0 0 0 0 a ) g — 1,

ecuacion que desarrollada es de grado 2n en ;. 7,. Se obticne asi una
curva algebraica de orden 2n.

Los valores 7y de la derivada n — sima rectilinea de una funcién po-
ligena w correspondienles a las diferentes pendientes de las rectas que pa-
san por el punlo fijo z estdn representados en el plano complejo por los
punfos de una curva algebraica de orden 2 n.

Desarrollando el determinante (74) se observa también que esta
curva contiene los puntos circulares del plano y que tiene en cada uno
de ellos un punto multiple de orden n, ya que su expresién contiene
los términos (2® + y?)", (x® + y2)"—1, ..., (2% + y%) cuando se pasa a
coordenadas cartesianas.

La tangente de la curva 7, en el punto correspondiente al valor ¢
del pardmetro es la siguiente:

il (ay 4 2a4t + 3af? + ... + na, ")
"71_"0_“1['_"212‘—"‘_a"l” =7 ( t—l = -2 : a n—t{‘ a
L@y =14 2a,t" 2 +3agt"—3 ...+ na,)
X (" —ap " —a =1 — ... —a,). - (75)

Quitando denominadores se obtiene una ecuaciéon de grado 2n en {.
Para cada valor de 7, se obtienen pues 2n tangentes si todos aquellos
valores de f{ estan en la circunferencia unidad.

La curva que representa la derivada n — sima rectilinea es de clase
2n. Pasa por los puntos circulares del plano y tiene en ellos un punto miil-
tiple de orden n.

Estos resultados son una generalizacion de los obtenidos en los ca-
sos de las tres primeras derivadas. Asi, la curva que representa la pri-
mera derivada de una funcién poligena — circunferencia de Kasner —
es de orden y clase dos y contiene como puntos simples los circulares.

La curva que representa la segunda derivada reclilinea de una fun-
cion poligena es un caracol de Pascal, curva de cuarto orden y de cuarta
clase, que tiene como puntos dobles a los circulares.
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En cuanto a la derivada tercera rectilinea, estudiada en la primera
parte de este trabajo, ya hemos visto es una curva de orden y clase seis
que ticne un punto triple en cada uno de los circulares del plano.

El niimero méximo de puntos dobles que puede contener una curva
de orden 2n, sin que degenere es:

(n—1) 2n—1).

La curva que eslamos considerando tiene dos puntos multiples de
orden n (los circulares) que equivalen a: n (n— 1) puntos dobles.

Esla curva podra pues tener ademés: (n — 1)2 puntos dobles, o
multiples equivalentes a ellos. Por lo tanto sélo podra contener a lo
sumo otro punto muiltiple de orden n, que seca real, o imaginario. Las
condiciones que han de verificar los cocficientes de (72) para que exista
este punto multiple de orden n, real o imaginario, son las siguientes:

a a, a a,_ ay
e "y IR (76)
a, — 1 a; -.» a; g a3 (12 (1]
Cumplidas estas condiciones, el punto multiple de orden n es:
a, a
0 g — e (77)
a, 4

que csta en la circunferencia de centro en el punto a,, y radio |a,|.

Veamos lo que sucede en el caso de las tres primeras derivadas.

Si consideramos el caso de la derivada primera, vemos que no puede
existir ningin punto doble. En la derivada segunda, la curva que re-
presenta la derivada rectilinea puede tener un punto doble, ademas
de los circulares. I.a condicion es cumplida idénticamente y existe siem-
pre un punto doble real o imaginario (caso del caracol de Pascal). En
cuanto a la derivada tercera, sus coeficientes han de cumplir la con-
dicion: | b| = |c|, que es a lo que queda reducida la (76).

Desde la tercera derivada en adelante, no existira, en general, un
punto multiple de orden n, distinto de los ciclicos; solamente cuando
sus coeficientes cumplan la condiciéon (76) existira un punto multiple
de orden n, real o imaginario. Si n es impar por el punto pasa al me-
nos una rama de la curva; si n es par, puede suceder que por aquel
punto no pase ninguna rama de la curva.

Los focos y puntos de retroceso de la curva 7, se obtienen derivan-
do su ecuacion (73) respecto del parametro #, e igualando la derivada
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a cero. Se obtiene un punto de retroceso cuando el valor de ¢ que sa-
tisface a la ecuacion obtenida estd sobre la circunferencia unidad. En
caso contrario se obtiene un foco. Siendo la derivada de orden n — 1
en general, la suma del numero de focos y del de puntos de retroceso
de la curva es n — 1. La condicién que deben cumplir los coeficientes
de la curva para que existan puntos de retroceso se obtiene eliminando
el pardmetro f entre la ecuacién de la derivada igualada a cero y su
conjugada.

Estudiamos ahora’la posibilidad de dibujar la curva mediante un
movimiento uniforme de giro de un radio vector que tenga su centro
en un punto del plano convenientemente elegido.

Sea la curva: n; = a, + a; t + a, > + ... + a, ", y consideremos
un punto = del plano 7. Designamos por x al vector a, — z. El vector
determinado por el punto z y un punto de la curva 7, es:

QG+t +alt + .+, " —m=a+ at + ayt? + ... + a, " = r ().

Para que el movimiento de giro de este vector — cuando el vector
{ gira de una manera uniforme — sea uniforme, es necesario que el « cli-

r . \
mant » E del vector r sea de la forma K¢, siendo K un nimero com-

plejo constante. Se ve que debe ser: p = n. Ademas:

T4 at+n, 2+ ...+ a,l*

— = — = K.
a, ‘*‘ an—lt + an—'_'tz + + i

Se obtienen de nuevo las condiciones (76) necesarias para la exis-
tencia del punto multiple de orden n, unidas a la condicion de que el
origen del vector, z, debe de coincidir precisamente con aquel punto
multiple.

Si la curva n, posee un punto mulitiple de orden n — real o imagina-
rio — el vector que tiene por origen esle punio y su extremo sobre la curva,
gira con una velocidad n veces mayor que la del giro de la tangenie a la
curva de aproximacién en el plano z.

Asi, cuando esta tangente ha girado un dngulo de 180°, el extremo
del vector ha descrito la curva #;. Cuando gira un dngulo de 360°, el
extremo del vector describe la curva dos veces.

Este resultado es, en cierto modo, una generalizacion de los obteni-
dos en el estudio de las tres primeras derivadas. En la circunferencia
que representa la derivada primera rectilinea cualquier punto de la
misma (punto simple) puede considerarse como origen del vector; la ve-
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locidad de recorrido es la misma que en el plano z. En el caracol que
representa la segunda derivada el origen del vector debe de ser el
punto doble, y la velocidad de recorrido es doble la del plano z. En
cuanto a la derivada tercera, ya hemos visto que cuando existe un punto
triple, distinto de los ciclicos, tomando este punto como origen y el
extremo sobre 7,, este vector gira con una velocidad triple la del
plano z.

Si suponemos la circunferencia unidad: |#| = I, uniformemente cu-
bierta de masa y queremos formarnos una idea aproximada de la
distribucién de masa sobre la curva 7, podemos formar el valor medio
de %, con respecto a 0:

M = -yl-z/ (@ + a; 7% + a,e~4® 4 ... 4 a,e~29) d 6,
0

obteniendo el valor a, = w,, .". ,, que coincide con el valor tnico de
la derivada, caso de ser la funcién mondgena.
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