SOBRE LA DUALIDAD ENTRE EL TEOREMA DE GATUSS-
BONNET Y LA INTEGRAL DE GEODESICAS QUE CORTAN
A UNA CURVA SOBRE UNA SUPERTICIE

por

Ii. Vipar, Apascar,

0. Tstablecemos a coutinuacién la integral de geoddsicas como
un invariante integral absoluto del conjunto de geodésicas que cor-
tan a una curva, simplificando una demostracién dada anteriormente
‘3%, También scilalamos la casi-dualidad cxistente entre el teorema
de Gauss-Bonuet y la integral de geodésicas. Como ejemplo consi-
deramos dos circulos de distancia en coordenadas polares geodésicas
y dos métricas casi-duales, la [érmula relativa a la integral de geo-
désicas cn una, expresa el teorema de Gauss-Bonnet en la otra métri-
a. lin un trabajo anterior estableciamos esta casi-dualidad con
coordenadas geodésicas paralelas a una curva C pero la validez de
las coordenadas no permite extender los resultados a todo el interior
de C.

Ta integral de geoddsicas relaciona una medida lineal de puntos,
la longitud, con la integral doble de geoddsicas. Jil teorema de Gauss-
Bonnet, relaciona la medida lineal de geodésicas tangentes, esto es

~

#gds, con una integral doble de puntos. Lin la integral de geodé-
e

sicas no aparcce nada andlogo a la curvatura K, porque los dngulos
que forman las tangentes en cada punto de la superficic varfan en
todos de 0 a &, si este dngulo variase de un punto a otro, tendra
que aparccer una funcién de punto K para medir las geodésicas.
La dualidad serd completa en un espacio de Finsler conveniente.

*  Tos unlimeros entre corclictes sc refieren a la bibliografia dada al final.
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1. Imvarianle iniegral relativo del tubo de geodésicas tangemies a una
curva dada.

PROPOSICION 1.

Sea una curva cerrada C, de clase > 3 sobre una superficie. Con-
sideremos sobre ella coordenadas curvilineas tal que C esté representada
por v' =0, sobre ella v2 la longitud del arco, sean v? == const. las geo-
désicas langentes a C, siendo sobre ellas v' la longitud del arco.

2
Vzconst,
arco V!

E Fig. 1

Si tomamos sobre las geodésicas a parlir de su punto de tangencia
con C una distancia variable | (funcién de v?), se encuenlva una curva
L, verificdndose

.

vl

JF cos o ds = Ug(v3, v3) - 1| 2

v
siendo « el dngulo que forma E con las geodésicas v* = const. y
Ug (02, v3) la longitud de C entre los puntos que corresponden a v* = v
y 02 = vl

Demostracion:

Por scr 22 cl arco sobre v! == 0 = g9,(0, v?) =1, g11 = I, pucs
sobre v? = const., v' es el arco.



Supongamos v2 = ¢, geodésicas que hacen el dngulo S(0, v?)
con C.

Considerando las ecuaciones diferenciales de las geodésicas:
(2) v vkl =0, (r=12)
por ser 92 = 92 = 0, de la segunda, se deduce:

Yis decir: '} = g¥ |11, 1} +g22|11, 2]

1 9811 ' Cg12 I dgu 01 o
2 812 g Bl \"Tay Ty g2 | T U PEOEL= L

por tanto

A

vt T

¢s decir: gy, s6lo depende de v2; g15(v?).

Para el dngulo de dos curvas paramdétricas o', 92, se tiene:

| g12(v?)
o8 f} - o= cos B, 0F) = VW ’

Venegin
pero g23(0, 3) == 1, se deduce:

g12(v?) = cos (0, %),

esta primera forma fundamental sera:

%2 == plg2 L 2 cos B0, v2)lv? + g,,(v!, v2)v202.
Si las curvas v2 = ¢ son tangentes a C, se obtiene
ds? == (dv')? + 2dv'dv? - g5 (dv?)?
Considerando la curva £ { :; = 1) y las geodésicas { :: = ,
para £ sc ticne{ ' = 1"(7) dv?

‘l v para las geodésicas du' = dv!
du? = dv? ¥ & dn2 =0 '
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para cl dngulo « de estas dos curvas se deduce

1" 4 1) dv?
cos o :-(—;—), (dsp = arco de E),
Sk

finalmente se obticne:

2~ r2

i v 0
s, 08 e = | U+ D2 = 1 L U3, 2)
arco I h ¥

arco E,, parte de E comprendido cntre las geodésicas correspon-
dientes a v3 y 3.
COROLARIO 1.

Si C y E son cerrados

3 | cos ads; = Uy
G E

Se deduce: Cualquiera que sea la curva I cerrada, | cos x ds; es in-
g

dependiente de I y por tanto, es un invariante inlegral relativo.

COROLARIO 2.
Si E es un arco orlogonal a las geodésicas v? —= ¢, se deduce:
Uc(vd, 63) == Uvg) — 1(23)

que represenia el teorema de curva envolvente.

2. Medida de las geodésicas que cortan a una curva C sobre una su-

peficie.
PROPOSICION 2.

Del invariante tniegral velativo [-cus « dsp, del tubo de geodésicas

!



langentes a una curva C sobrve una superficie, se deduce el invariante
tntegral absolulo

isen o da ds,

(4) [

i J(;nc:/o

que representa la medida de las geodésicas que corlanw a C. Se toma
valor absoluto de sen a por tralarse de una medida. La curva E fué
obtenida tomando una semi-geodésica tangente, considerando la geodé-
sica complela, se deduce:

” -

| cos « dsy =
2K

dsc = 2L (sobre C, o = 0)
2C

por el teorema de Stokes:

isen o da ds=j cos xds= 2L

2¢

(5) Ln cos x dsp —= [ [

JJGNnCAO

PROPOSICION 3.

Siendo dG la densidad de geodésicas y n el wimero de intersecciones
de cada geodésica con C, se deduce

(6) [ ndG = 2L
JenCc /0

Demostracidén:

Dado un invariante integral relativo correspondiente a un tubo
lineal de geodésicas, su diferencial exterior representa un invariante
integral absoluto, que cs una medida, pues cs invariante sobre un
conjunto de dos dimensiones de geoddsicas, sin necesidad de que sea
cerrado v no depende del punto en que sc cuente la geodésica. Por
tanto

|[sen x| dx ds

es un invariante integral absoluto que mide la densidad de geodésicas
que cortan a C. Teniendo en cuenta que
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) 4

) I ‘dsJ jsen «| dee = 2L
0

Jo

siendo dG cl clemento diferencial de la medida de geodésicas, como
la geodésica G ha sido contada tantas veces como intersecciones
tiene con C, siendo # este niimero, se obticenc:

r

i nidc = 2L c.q.d.

.enec =0
COROLARIO 3.

Para las curvas convexas
! 2dG =2 1L
es decty, en este caso
G = L
JGnc =0

La medida de las geodésicas que cortan sobre una superficie a una
curva C, convexa, es igual a su longitud.

3. Otra expresion de la integral de geodésicas.

TEOREMA

Dada una curva convexa cerrada de clase no inferior a tres, sobre
una porcion de superficie, en donde puedan definirse unas coordenadas
polares ortogonales (u!, 1u2) y tal que cada geodésica que corta a C tiene
una y sélo una linea paramélrica ortogonal w? — const., la medida
de las geodésicas que cortan a C estd definida por

([ waner

) J inierior E

Siendo 0 la variacion del dngulo del vector langente a las lineas
paraméiricas u' = const., en ¢l sentido de Levi-Civita, 5| la longitud



del arco sobre las curvas u? = const., L la longitud de C. La inlegra-
cion extendida al dominio: Inl. I, de los puntos determinados por los
puntos de inferseccion de cada geodésica que corle a C con la curva
ortogonal u? = const.

Demostracion:

Teniendo en cuenta las coordenadas clegidas, s¢  deduce:
ds? = g, (du)? + gop(dn?)?, siendo #,, la curvatura geodédsica de la
curva 7! = const. y representado por ds, su arco y por ds; el arco
de u? == const., se deduce (Vid. "1 pdg. 92):

P L o 1-- e B dsy ~= g2 du?, ds) — gl duy
72 Ven g ful’ > "

Pero

e et e - - dz‘z

Por tanto

~

( 10 ds, = ( Ggiézlldz 12 dy2
(8) } JInt. E wh.asp = i | Int. £ ol @ ue == Egzé %

o

Siendo E el contorno que limita ¢l dominio de integracion con-
siderado, o sea, dcterminado por los puntos de interseccion de las
curvas geodésicas tangentes a C con las curvas paramétricas
u? == const. ortogonales.

Ilamando ds; al clemento de arco de la curva E y « al dngulo
que forma en cada punto dicha curva I con las lincas paramétricas
#! == const. es ¢l mismo que forma E con la geodésica tangente a C
correspondiente a ese punto; pues #' .= const. ¢s tangente también
a csa geoddsica en P, (Fig. 2), se deduce:

ds, g\ du?

COs o ="—"7""=""

ds;;  dsp
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Pero por la férmula establecida (3), se tiene

~
{ I

( | a0 ds; — ‘Fg%z au? = ( cos o ds,, — L.
E ' E

JJjmt ok .

v

Nora. Esta férmula generaliza a las superficics la {6rmula para
la medida de rectas en ¢l plano dada en coordenadas polares.

4. La casi-dualidad entve la integral de geodésicas v el teorema de
Gauss-Bonnet.

Dada una superficic S, la medida de las geodésicas que cortan
a una curva C, cerrada, que para mas simplicidad, supondremos
convexa, pitede expresarse siendo 1. Ta longitud de la curva €

(10) | as = G

L¢ JS6NCFO

G densidad de geodésicas, mide el conjunto de geodésicas sobre la
superficie que cortan a C y es igual a la longitud de la curva si C
es convexa. Lista férmula rclaciona una medida lincal de puntos
con una integral doble de geodésicas.
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K1 teorema de Gauss-Bonnet, para una curva sin puntos singu-
lares, puede expresarse:

(1 27 ~ | wds ~ ||  Kdo

R Foomt ¢
#,, curvatura geoddsica, K curvatura tolal, do clemento de drea

sobre la superficie. Pero | z, ds ¢s la medida lincal de las geoddésicas
je

tangentes a C, mide el dngulo entre la tangente al describir la curva
v el vector tangente iuicial que se desplaza paralelamente en el sen-
tido de Levi-Civita. Por tanto esta férmula relaciona la medida
lincal de geodésicas tangenfes con una iutegral doble de puntos®.
La dualidad no ¢s completa, pues los dngulos que en cada punto de
la superficic hacen los vectores tangentes es constante ¢ igual a =,
micutras que la longitud de las geodésicas no ¢s constante. Por esto
aparcce la funcion K en la férmula de Gauss-Bonnet v no figura
nada andlogo cn la férmula de la integral de geoddsicas.

Yara pouer de relieve esta casi-dualidad, vamos a considerar unas
coordenadas polares geoddsicas (i!, #?). #2 = const. las geodésicas
v sobre cllas #' 1a longitud del arco. Ta primera forma fundamental

.

serd
(12) ds = (du')2 i goo(du?)?

Consideremos una segunda métrica sobre otra superficie §', tam-
bién en coordenadas polares, tal que sea:

(13) dS%:=: (du")2 i Goyy(du?)?
. : gy
(14) G2 = (o )

PROPOSICION 4.

Ll teorema de la integral de geodésicas en esta segumda mélvica
(13) relativo al circulo de distancia 1) — ¢ en S’ exprosa el leorema de
(*) Si existen puntos avgulosos, en la expresion del teorema de Gauss-
Bonnet aparece ¢l término -'(‘, #yds 1 X, que tambien representa la medida

de las tangentes a ¢,



Gauss-Bonnet velativo a la primera métrica (12), también respecto al

1

cireulo de distancia u' =—=c en S
Demostracicn:
De la f6rmula de la curvatura total en funcion de tg;, (Vid. ‘1|
pag. 80):
/
o7 o2 K — - \gngzz —gz 11
(15) Vegugn —egh K= mz ( 701 ' ; i )—
_ (\/é’ngzz—gv {12})
ou‘ &
teniendo en cuenta la expresion de la primera forma (12)
(=2 ] o0
;12} _ 2mllz] 112] 11 G
2 £ g 8g22 2 ou!t
Se deduce de (15)
— G fre 1 1 dga
Vg K= — "7 (\ B2 o0 oud )=
b (_38551) 0%gss
T T et \ dw )T (82
es decir
0%y oG
—B2 | pl2 — 2 K12
(16) (u)2 - Relh ot Keiy' — 0
La expresion del teorema sobre la deunsidad de geodésicas en la
métrica (13), respecto a la curva €', v' = ¢ s¢ expresa
. ‘ o)
= ( G= [ —0\ G‘Z—g du' du?

GAC+#0 J Jint. C ou

(17) | , VG du?

pero teniendo en cuenta el valor de (p; deducido de (16) se tiene
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h Fgliz fare 62g|/2 s

522 1 [ .
(18) 1 2% gy | | T, At dn2— — | K gi? du! du2
v € iomt e (Cuh)2 St e

u!

esta cxpresion representa el teorema de Gauss-Bonnet, para la pri-
mera métrica, pues de la iérmula para x,, se deduce (Vid. "11, pag. 93)

de Veriga — 8 (4 1 20
- T8 DL b1 1 ’ oy
ds g1 (” 2 g ¥ ;2 )

para la primera forma (12), siendo €, u! == ¢

dw r— o, 217 de —. 1 du?2 | dgs
w, — — -\ 2 1200y oy —-— = =
" ds Vg2 (u 12 ) ds V2 2 ds gy Ou

de | du? de gl du2
o L.V g d do | ag d

ds Tg0 2 Au' ds ds Sl ds

ol - - -

) : :

| o) du2sh g ds -} der—= | oz, ds - 23

Lo el o7 ¢ Jc

es decir (18) se puede escribir:

~
i

21 — | n,ds = | | K gi2du' du2.

e Soimt ¢
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