AL, GUNOS RESULTADOS SOBRE ANILLOS DE WALLMAN

por

Jost L. Brasco (*)

ABstracT. Given a Wallman ring 4 of bounded functions on
a Tychonoff space X, we consider the Wallman-Frink compactifi-
cation (X, Z(4)) of X. By embedding X into a product of compact
intervals (homeomorphic to [0, 1]4), another Hausdorff compactifi-
cation ¢ (X, A) of X is obtained. In this paper we study order rela-
tionships (in the usual sense among compactifications of X) bet-
ween the above compactifications.

La palabra espacio designard un espacio topolégico de Hausdorff
completamente regular. Sea 4 un subanillo del anillo C(X) de las
funciones reales continuas sobre un espacio X. Siguiendo a Biles
[3], se dice que A es un anillo de Wallman sobre X cuando la fa-
milia Z(4), de todos los conjuntos de la forma {x € X:f(x) = 0},
fe A, es una base normal en el sentido de Frink [4].

8i A es un anillo de Wallman sobre X cuyas funciones estén aco-
tadas, mediante la inmersién de X en un producto de intervalos com-
pactos (homeomorfo a [0, 1]4), se obtiene una compactacién Haus-
dorff o(X, A) de X. Esa compactacién se caracteriza por la siguien-
te propiedad: La familia {f|y: fe C(c(X, A))} es el minimo subanillo
uniformemente cerrado de C(X) que contienc a A y a las funciones
reales constantes.

Por otra parte, aplicando el método de Wallman-Frink [4] a X
con la base de conjuntos cerrados Z(4), se obtiene otra compactacién
Hausdorff o (X, Z(4)) de X, que se caracteriza por las siguientes
propiedades ([7], IV.2.B): (a) La familia {cl,Z :Z e Z(A)} es una

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoria de Fun-
ciones de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valencia, que dirige
el Profesor D. Manuel Valdivia.
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base de conjumtos cervados en w(X, Z(4)). (b) Si Z;, Z, eZ(A4) en-
tonces cl,(Z1 N Za) = cl, Zy n b, Z, (siendo cl, el operador clausu-
ra en o(X, Z(4)) ).

Considerando el orden usual en la familia de las compactaciones
de X, en general no existen relaciones de orden entre las compacta-
ciones o(X, 4) vy w(X, Z(4)). Sin embargo la igualdad c(X,4) =
= w(X, Z(4)) ‘D tiene consecuencias interesantes [6].

En este articulo estudiaremos condiciones que se deben exigir
al anillo de Wallman de partida, para que las dos compactaciones
consideradas sean comparables.

Escribiremos RY para el anillo de todas las funciones reales de-
finidas sobre un conjunto Y. Unicamente consideraremos subawillos
de RY que separen los puntos de Y. Si B es un subconjunto de RY
escribiremos B* para la coleccién de las funciones de B que estin
acotadas. Un conjunto cero en Y es un conjunto de la forma Z(f) =
={&xeY:f(x) =0}, feRY.

Sea X un conjunto, A un subanillo de RX y consideremos el ani-
o 4y = {flge (R¥)*:f,ge A, Z(g) = B}. Se dice que A es cerrado
para inversién acotada si 4y € 4. En general, Z(4,) c Z(4). Es
facil ver que, si A contiene una funcién % que no se anula, entonces
A, contiene todas las funciones racionales constantes y A* c A,.
En ese caso se tiene ademds que Z(4,) = Z(4). En efecto, dada
fed se tiene que Z(h) n Z(f) = @. La funcién g = f2/(f2 + h2)
estd en Ay y Z(g) = Z(f), lunego Z(A) ¢ Z(4,). Como todo anillo
de Wallman contiene una funcién que no se anula @, se sigue que
si A es un anillo de Wallman sobre X, entonces A, también lo es.

1. Lema. Sea X wun espacio y A un subanillo de C (X). Suponga-
mos que A es un subreticulo de C(X) que separa pumtos y cerrados
de X y contiene una funcidn que no se anula. Entonces A y A, son anillos
de Wallman sobre X. '

Demostracién. Por hipétesis 4, es un subanillo de C(X) que
contiene las funciones racionales constantes y Z(4,) es una base de
conjuntos cerrados en X. De ([3], Teorema 4.2) se sigue que A, es

(1) Dos extensiones Ty y T, de X se dice que son equivalentes si existe
un homeomotfismo de Ty sobre T, cuya restriccién a X es la identidad. En
ese caso escribitemos T; = T,.

() Sea 4 un anillo de Wallman sobre X. Si #, yeX, x # y, existen f,
faedtalesque xe Z(f1), yeZ(f2) y Z(fi)n Z(f») = @. Entonces g=fiz+
+fedy Z(g =0
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un anillo de Wallman sobre X, y puesto que Z(4) = Z(4,), 4 tam-
bién lo es. ‘

El siguiente Teorema sobre extensién de funcionmes continuas es
fundamental en la demostracién de los principales resultados de
este articulo.

2. Teorema (Tavlmanov). Sea X un subespacio denso de un espa-
cio T. Sea K un espacio compacto v D una base de conjunios cerrados
en K, cerrada para intersecciones finitas. Una funcion continua ¢: X ~ K
se puede extender continuamente a ¢: T —~K si y sélo si cuando
D1 y Dy son elementos disjuntos de D, cly p=1(Dy) n clp o~ 1(Dy) = @.

3. Teorema. Si A es un anillo de Wallman sobre un espacio X,
entonces o(X, 4o) > (X, Z(4)).

Demostracién. Sea ¢ la identidad de X ¢ o(X, 4,) sobre
X € o(X, Z(A)). Sean f,ge A tales que Z(f) n Z(g) = &. Enton-
ces h=f2[(f2 4 g2) e 4y, h*(Z(f)) = Oy h°(Z(g)) = 1, siendo %2 la
extensién continua de 4 a ¢(X, 4y). Puesto que ¢—1(cl, Z(f)) =
=Z(f)c Z(), o=, Z(g)) € Z((h — 1)) v {cb, Z(R): ke A} es
una base de conjuntos cerrados en (X, Z(4)), del Teorema 2 se
sigue que ¢ se extiende continuamente a ¢(X, 4,). Por lo tanto
(X, Ag) 2 w(X, Z(4)).

Como veremos en el siguiente ejemplo, la desigualdad
w(X, Z(4)) < o(X, A), en general no es cierta.

4. Ejemplo. Sea N* la compactacién de Alexandrof de N, el
espacio discreto de los niimeros naturales. Sea A = E (N*)®. Enton-
ces A es un anillo de Wallman sobre N, cerrado uniformemente y
contiene todas las funciones reales constantes (i.e. es un reticulo).
Sin embargo, o(N, 4) = N* < w(N, Z(4)) = f N (la compacta-
cién de Stone-Cech de N), ya que Z(A) es la coleccién de todos los
subconjuntos de N.

Sea Y un conjunto y H un subanillo de RY. Denotamos por Y, al
conjunto Y provisto de la topologia para la cual una base de con-
juntos cerrados es Z(H). Hacemos notar que si H es ademds un
reticulo que contiene todas las funciones racionales constantes, la
topologia anterior coincide con la topologia inicial generada por las
funciones de H([5], Teorema 3.6).

Sean F y G dos familias de subconjuntos de un conjunto dado.

(3) Si K es una compactacién de un espacio X, escribitemos E(K) para
denotar el conjunto {f|x:fe C(K)}. '
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Escribiremos F < G si cuando Fy, F,eF, Fy n Fp = (J, existen
G1, Gy e Gtalesque F; ¢ G;y Gy n G, = & [8]. Escribiremos F = G
siF < Gy G < F. En [9] se prueba que si F y G son bases normales
sobre un espacio X, entonces F < G si y s6lo si w(X, F) < o(X, G).
Consecuentemente, (X, F) = w(X, () si y sélo si F= G. Dos
anillos de Wallman 4 y B sobre X se dice que son equivalentes si
Z(A) = Z(B).

5. Teorema. Sea X umn conjumto. Sean F y G dos subanillos de
(RX)*, que son ademds reticulos y contienen una funcién que no se
anula. Entonces o(Xg, G) < w(Xp, Z(F)) st Z(G) < Z(F).

Demostracion. Consideremos el anillo asociado G, = {f/g e C*(X):
:f,geG, Z(g) = ). Entonces G c G, € C¥(X;) v Z(G) = Z(Gy).
Ademis, G, es un reticulo que contiene todas las funciones raciona-
les constantes y separa puntos y cerrados en X,. Por otra parte,
F es un subreticulo de C*(Xj) que separa puntos y cerrados en Xp.
Por el Lema 1, F es un anillo de Wallman sobre X . Puesto que
Z(G) < Z(F), se sigue que la identidad ¢ de X € w(Xp, Z(F))
sobre X; € o(Xg, Go) es continua.

Veamos a continuacién que ¢ se extiende continuamente a
o(Xp, Z(F)). Si K; y K, son subconjuntos compactos disjuntos de
o(X¢, G,), existe una funcién g € C(0(Xg, Go)) tal que g(K;) = — 1
v g(K,) = 1. Puesto que el conjunto G§ = {h°: h Gy} es denso en
C (0(X¢, Gy)), existe una funcién f € G, tal que

sup {|f°(y) — &) :y €0 (Xe, Go)y < 1/2

Consectientemente, fo(K;) < — 1/2 v f(K3) > 1/2. Si by =
= (f+1/2)y 0y hy=(f —1/2) A 0, se sigue que #,eGy, K; n X C
cZh)y Z(h) n Z(hy) = D. Sean Zy, Z,€ Z(F) tales que Z(%,) ©
cZ;vyZin Zy=@. Como p~1(K;) € Z;, setiene que cl, ¢~ 1(K;) n
n c,p 1(K,) = @. Por el Teorema 2, ¢ admite una extensién con-
tinua a o (X, Z(F)). Por otra parte, G c G, implica que ¢(X;, G) <
< o6(Xg, Go), por lo tanto ¢(X,, G) < w(Xp, Z(F)).

Como consecuencia del resultado anterior, si A es un anillo de
Wallman sobre un espacio X, que ademds es un subreticulo de C*(X),
entonces ¢(X, 4) < w(X, Z(4)). Es natural preguntarse si la condi-
cién de reticulo puede ser omitida. Como veremos en el siguiente
ejemplo, la respuesta es negativa.

6. Ejemplo. Sea B = {he RN:}h es eventualmente constante}.
Entonces B es un subanillo de C*(N) y Z(B) = {M c N: M o bien
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N ~ M es finito}. Es bien conocido que B es anillo de Wallman
sobte N y que w(N, Z(B)) = N*.

Sea f la funcién definida f(2#) = 1/n, f2n — 1) =1 1/n,
#=12,... Sea 4 el subanillo de C*(N) engendrado por B u {f}.
Obviamente, Z(B) ¢ Z(4). Veamos que Z(4) ¢ Z(B). Sea ge A.
Entoncesg = hy + Ay f + ... + hy ff,donde s, e B, 0 <7 < p, peN.
Sea my e N tal que para todo m > my, h(m) = ;€ R, 0 < i < p.
Si o) = ... = a, = 0, entonces g € B. Supongamos que para algfin
%2 1, @, 0. Entonces g(27) = oy + w1/t + ... + o, /0P, g(2n — 1) =
= ay+ oy(n+ 1)/n + ... + a,(n 4 1)?/n?, si 2n — 1 > m,. Por lo
tanto g se anula a lo sumo en un niimero finito de puntos del con-
junto {m,, my + 1, ...} y consecuentemente Z(g) es finito. De esta
forma Z(g) e Z(B) y Z(4) = Z(B). Entonces A es un anillo de Wall-
man sobre N equivalente a B.

Puesto que N* es la minima compactacién de N, se tiene que
N* =o(N, E(N*)) < ¢(N, 4). Como feC*(N) ~ E(N*), se sigue
que N* < o(N, A). Por otra parte, como 4 € 4,y Z(4) = Z(4,),
se tiene que N* = w (N, Z(4,)) < (N, 4) < o(N, 4,).

El préximo resultado es una condicién suficiente para la equi-
valencia de las compactaciones consideradas.

7. Corolario. Sea X um conjunto y A un subanillo de (RX)* que
contiene una funcién que no se anula. Si A es un reticulo cerrado para
inversion acotada, emtonces o(X,, A) = w(X,, Z(4)).

Demostracion. Por el Teorema 3 se tiene que w(X,, Z(4)) <
< 0(X,, 4). Por otra parte, tomando F = G = A4 en el Teorema 5
resulta que ¢(X,, 4) < w(X,, Z(4)). El anillo 4 es un reticulo que
contiene las funciones racionales constantes y separa los puntos y
cerrados de X,. Entonces 4 es un anillo de Wallman sobre X, y
(X4, Z(A)) es un espacio de Hausdorff. De las designaldades ante-
riores se deduce entonces que ¢(X,, 4) = o (X,, Z(4)).

8. Teorema ([12], Teorema 4.3). Sea A un subawillo de (RX)*,
Entonces A = E(w(X,, Z(A))) si vy sdlo si A es uwiformemente cerva-
do, contiene una fumcién que no se anula y es cervado para inversion
acotada.

Demostracion. Necesidad. Puesto que A es un subanillo de C* (X )
se tiene que 4 c 4, c C*(X,). Ademais 4, es un reticulo cerrado
para inversién acotada, luego o(X,, 4,) = w(X,, Z(4,)). Por hi-
pétesis (X, 4) = w(X,, Z(4)), luego o(X,, A) = o(X,, 4y) ya
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que Z(A) = Z(4,). Asi pues A = A,. Suficiencia. Por el Corolario 7,
d(X,, A)=w(X,, Z(4)), luego A es denso en E (w (X 4, Z(4))). Pero
como A es uniformemente cerrado, se sigue que 4 = E(w(X,, Z(4))).

Nota. En [2] se prueba el resultado anterior, con la hipétesis
adicional de que 4 es un anillo de Wallman sobre X contenido en
E(w(X, Z(4))). Sin embargo, como acabamos de ver, dicha hipétesis
no es necesaria.

9. Corolario. Si A es un anillo de Wallman sobre un espacio X
que ademds es un reticulo, existe un anillo de Wallman equivalente, .
denso en E(w (X, Z(A))) v que contiene las funciones racionales cons-
tantes.

Demostracion. Por el Corolario 7, w(X, Z(4)) = w(X, Z{4,)) =
= ¢(X, Ao). Ademds, 4, es denso en E(¢(X, 4,)).

10. Corolario ([1], Teorema 2.8). Sea A un subanillo y subreticu-
lo de C(X) que contiene las funciones reales constantes. Sea B un sub-
anillo uniformemente cervado de C(X) que ademds es cerrado para
inversién acotada. Entonces Z(A) < Z(B) st y solo st A* c B.

Demostracion. La suficiencia es obvia. Veamos la necesidad. Por
el Teorema 5, o(X ¢, A*) € w(Xp+, Z(B*)). Del Teorema 8 se sigue
que o(Xps, B*) = w(Xps, Z(B*)). Por lo tanto o(X,., 4%) <
< o(Xp», B¥). Como B es uniformemente cerrado en C*(X) se
tiene que A* ¢ B*.

11. Teorema. Sea A un anillo de Wallman sobve un espacio X
que contiene las fumciones reales constanies y es uniformemente cerrado.
Entonces en la familia de todos los anillos de Wallman sobre X que
son equivalentes a A vy subreticulos de C*(X), existe uno que contiene a
todos los demds.

Demostracién. Consideremos el conjunto M = {f e (RX)*:f~1(C) €
eZ(A) para todo conjunto cerrado C c R}. Es claro que M es un
subanillo de C*(X). Veamos que M = E(w(X, Z(4)))¥. Del Teo-
rema 2 se sigue que M c E(w(X, Z(A4))). Por otra parte, si
heE(w(X, Z(4))) y C es un conjunto cerrado en R, se tiene que
k=-1(C) es un conjunto cero en w(X, Z(4)). Por lo tanto 2*—1(C) es
igual a la interseccién de las clausuras (en w(X, Z(4))) de una suce-

(4) Esta igualdad ha sido probada en [11]. Incluimos aqui una prueba
sencilla de la misma. ' :
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sién de conjuntos de Z(4) ([10], Teorema 2.2). Como Z(A4) es cerrado
para intersecciones numerables, se sigue que A~1(C) € Z(4). Conse-
cuentemente E(w(X, Z(4))) ¢ M.

Veamos ahora que A* ¢ M. Sea ge4* y a e R. Como 4 es un
reticulo, las funciones (g —«) Vv O v (g — «) A O estdn en A. De
este modo, los conjuntos {xeX:g(x) >3 v xeX:g() < w
pertenecen a Z(A4). Como Z(4) es cerrado para intersecciones nu-
merables, tenemos que fe M. Entonces 4A* ¢ M y Z(4*) = Z(M).

Sea ahora L un anillo de Wallman sobre X equivalente a 4 y sub-
reticulo de C*(X). Entonces L es equivalente a M y por el Corolario
10, L*=L c M.

Vamos a probar con un ejemplo que en el Teorema anterior la
condicién de que A contenga las funciones reales constantes es ne-
cesaria.

12. Ejemplo. Como en el Ejemplo 6, sea B el anillo de todas las
funciones reales eventualmente constantes definidas sobre N. Enton-
ces B es un anillo de Wallman sobre N y w(N, Z(B)) = N*. Sea f
(resp. h) la funcién definida f(2n) = 1/n, f(2n — 1) = 0 (resp.
h(2n) =0, h(2n — 1) = 1/n), n = 1,2, ... . Consideremos el subanillo
F (resp. G) de C*(N) engendrado por B U {f} (resp. B U {#}).

(I) Z(F) = Z(B) y por lo tanto F es un anillo de Wallman sobre
N equivalente a B. :

Demostracion. Obviamente Z (B) < Z (F). Sea ge F. Entonces exis-
ten en B funciones &, &y, ..., k,, peN, talesque g = ko + k1 f + ... +
+ k,ff. Sea mye N tal que si m > m,, entonces k;(m) = a,e R,
0 <2 <p. Luego si m > m, resulta que g(m) = o, + a; f(m) +
+ o + o, f(m)P. En el caso de que a; =...= a, =0, se sigue
que ge B. Supongamos entonces que para algin ¢, > 1, a; # 0.
Por la definicién de f existe un #, € N tal que para todo # > #,

g(2n — 1) = ay, g(2n) = oy + «i/n + ..... + ayfn? (*)

Entonces existe un #;eN, #n; > n, tal que g(2n) 0 si # > n;.
En el caso de que «, sea distinto de cero, se tiene que Z(g) ¢ {1,2,...,
2m1}, luego Z(g) € Z(B). Si oy = 0, entonces {2n, — 1,21, + 1, ...} €
cZgci{l35..yuZ con Zc{l2.,2n;.

Veamos que Z(F) < Z(B). Si Z; y Z, son conjuntos disjuntos de
Z(F), al menos uno de ellos es finito. Supongamos que Z; lo es. En-
tonces Zy y N ~ Z; son elementos de Z(B) que separan Z; y Z,.
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Consecuentemente Z(F) < Z(B). Entonces Z(F) ~ Z(B) y F es
un anillo de Wallman sobre N equivalente a B ([1], Teorema 2.15).
(IT) F es un subreticulo de C*(N).

Demostracion. Sea g una funcién de F. Razonando como en
(I) podemos suponer que (*) es valido para esta funcién. Definimos
la funcién polinémica P(x) = o« + ay% + ... + a,4?, x € R. Como
P (x) posee un nfimero finito de ceros, existe un ¢ > 0 tal que P(x) # 0
si0 < x < e. Por continuidad se sigue que P(x) P(y) > 0si0< x < ¢
¥y 0 <y < e&. Entonces podemos elegir un #, e N, n, > n,, tal que
P(1/n) P(1/n') > 0 si n,n' > ny. Ademés, como P(0) = «, se tiene
que P(l/n). g > 0siag 0y 27 > n,.

Si yy denota la funcién caracteristica de un subconjunto H de
N, de (*) se deduce que

lgl =g Xiznz, 2m2 + 1, .3 1 gl X{1,2, 0282 — 1}

si P(1/n) > 0 para todo # > n,.
De la misma forma, si P(1/#) < 0 para todo # > #,, se tiene que

lgl = (—8) X@nn2m 41,3 T 4l X{,2,..,2n,— 1} -

Como gy — g pertenecen & F ¥ Youy 204 1,3, 18 X(1,2, r2m — 1
pertenecen a B, se sigue que |g| € F. Entonces F es un subreticulo
de C*(N) v o(N, Z(F)) = N*.

Un razonamiento andlogo prueba que G es un anillo de Wallman
sobre N equivalente a B y un subreticulo de C*(N). Puesto que
Z(f) vy Z(h) son subconjuntos infinitos de N, disjuntos, resulta que
cy* Z(f) n cly* Z(h) # O. Consecuentemente, no existe un anillo de
Wallman sobre N, equivalente a B, que contenga a fy a k. Entonces:
(a) En la familia de todos los anillos de Wallman sobre N, equivalentes
a B, y subreticulos de C*(N), no existe uno que contenga a los demds.
(b) En la familia de todos los awillos de Wallman sobre N equivalentes
a B, no existe uno que contenga a todos los demds.

Finalmente, veamos que en el Teorema 11, la condicién de que 4
contenga las funciones reales constantes no puede ser omitida. Sea
L el anillo de las funciones definidas sobre N, que son eventualmente
constantes y con valores enteros. Es claro que L es uniformemente
cerrado y que Z(L) = Z(B). Entonces L es un anillo de Wallman
sobre N equivalente a B y uniformemente cerrado. De (a) se sigue
que en este caso, la tesis del Teorema 11 no es cierta.
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