SOBRE LOS CUATRITEJIDOS HEXAGONALES
Y OCTAEDRALES DE PLANOS
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RESUMEN: Después de justificar por via analitica los principales resultados de
1a teoria general de tejidos que han de utilizarse en este trabajo, se pasa a caracterizar
sintéticamente los cuatritejidos hexagonales de planos, mostrando su identidad con las
envolventes de cuarta clase. El resultado se generaliza a tejidos de hiperplanos y se
aplica a establecer muy simplemente et teorema de R. Saurr sobre los tejidos octae-
drales. Traduciendo por dualidad el teorema de SAuEr, W. BLascHRE ha obtenidos dos
condiciones que entrafian un teorema sobre las cudrticas alabeadas de primera especie,
cuyo contenido geométrico estudiamos aqui circunstanciadamente y por ultimo, to-
mando pie en este estudio, tratamos de la congruencia de cuarticas de 1.8 especic que
contienen cuatro puntos genéricos de un plano y en tres de ellos admiten como tangen-
tes rectas dadas.

§ I. CUATRITEJIDOS DE SUPERFICIES EN EL ESPACIO

Definido en. un espacio afin R; un sistema de coordenadas curvi-
lineas u, v, w, sean

Sf (u, v, w) = 09 j = Os 1, 2’ 3’ (1)

las ecuaciones de cuatro series S; de superficies tales, que exista una
region I' de R; en la cual se tenga:
1.0 Por cada punto de I" pasa una superficie y una sola de cada serie.
2. En todo punto de I' resulta ser

9 (Sj Sk S1)
o (u, v, w) +0, @
para j, k, 1=1,2,3; 0,2,3; 0,3, 1; 0,1, 2.

3.0 La region I' es convexa con relaciéon al sistema de superficies
S, es decir, corta a cada superficie en una region simplemente conexa
y a la interseccion de dos superficies de distinta serie en un solo arco.

Las superficies S;, se supondran ademas analiticas.
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Bajo tales condiciones, se dice que las series So» S1» S, S, constitu-
yen en I' un cuatritejido 7' de superficies.

Las cuatro series S; pueden representarse también mediante las
ecuaciones pfaffianas

0; =0, (0; = a;duy), i=0,1,2 3

definidas a menos de sendos factores cscalares que no se anulan en I’

y los pfaffianos o; estardn sometidos a las condiciones de integrabi-
lidad (*)

[0}, do;] = 0, i=0,1,2 3. 3)

Desde luego, los pfaffianos de un tejido podran normarlizarse ligandolos

con la relacion

O+ 01+ 0+ 03=0 @

que se supondré verificada para todo elemento lineal {u, v, w; du,d, dw}
en I

Aun asi, queda a nuestro arbitrio el cambio de la normalizacidn

* (2]

a}.zg, i=01,23;9g+0en I' )

posibilidad de la que tendremos cuenta en lo sucesivo.
Sustituiremos los cuatro pfaffianos o; ligados por la relacion (4)
por tres pfaffianos z; mediante las expresiones

6= T+ T+ T
0= T1—Te— Ty (6)
Oy =—7T + T,— 73
O3 = — T — T+ T3
de las cuales resulta
27, =0)+ 0, =— 0y, —0;
27, =09+ 0, = — 03— 0y @)
213 = 0y + 03 = — 0, — 0,.

(*) En estos parrafos introductorios seguimos a BLASCHKE en su nueva formu-
lacion de la teoria de tejidos expuesta en los cursos de Barcelona y Messina (Otofio
1950, Primavera 1951, resp.) mediante el uso ecléctico de operadores lineales y céalcu-
lo exterior. Por lo que a los diferenciadores lineales se reficre, véase la obra de BLASCHKE
y BoL [3] y para los elementos del calculo de CARTAN, una cualquiera de las obras
de AmMALDI [1] o KAuLER [7] o el articulo de Brascuke [2], donde se expone lo in-
dispensable, debiendo observarse que ahora y en lo sucesivo los ntmeros entre
corchetes se refieren a la Bibliografia puesta al final del trabajo.
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Las condiciones (2) ascguran la independencia lineal en I' de tres
cualesquicra de los pfaffianos o; y como consecuencia de ello resulta
la_independencia lineal en la misma region de los pfaffianos z; es decir,

se tiene en I"
T = [1, Ty, T3] T 0. ®)

Sentados estos preliminares, pasemos a tratar de algunos invarian-
tes topologicos de los cuatritejidos de superficies.
A tal efecto, pongamos

I:Ti, Tk] = Tjk’ j, k = 1) 2; 3 (9)

y por consiguiente
Tir + Trj — 0. (10)

Las formas cuadraticas externas asi introducidas, se reducen pues,
esencialmente a tres: Ty, 7Ty, Ty y son linealmente independientes
como consecuencia de la condicién 7 # 0 hallada en (8). Por tanto,
las diferenciales cxternas de 7;, 7, y 73 pueden expresarse mediante
formulas del tipo siguiente

d7; = Ciy Tog+ Cip Ty + Cig T10s i=1, 2. 3. (11)

Ahora bien, si se tienen en cuenta las condiciones de integrabilidad,
sc obtienen las siguientes relaciones :

€3+ Cop+ 033 =10
G+ =0, j+k=1,2,3 12)

y por tanto, en vez del sistema (11) con las condiciones (12) podremos
escribir el siguicnte

dvy = a3 T+ b3 T — by Trp
dvy = — b3To3 + 5Ty + by 712 11y
dtg = byTo3— by 7Ty + G371p

con la condicion unica

a; + ay + a3 = 0. (12)

Ademas, teniendo en cuenta las (9) y (11) al diferenciar exteriormente
resultan las formulas

Aty =2by7, dvg =2by7, dty =2b37. (13)
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Con el cambio (5) de la normalizacién las formaciones hasta ahora
consideradas se transforman del siguiente modo :
Para ¢}, 7, T;z se obtiene
* 1

c * *
o = j, T = IR Tix = ;Z'Tik- (14)

En cuanto a las funciones a;, b; de las férmulas (11)' resulta
¢ =ga, b =gb—g (15)

siendo g; el coeficiente de 7; en la expresién de dg mediante los pfaffianos
Ty, Tp, T3 €S decir, dg = ¢, 7y + ¢,75 + ¢35 73 (16) y pondremos

gi = 99 @17)

designando por 9; el correspondiente operador lineal.
De las féormulas (15) resulta en particular que las funciones a; que
se denominan curvaturas del tejido, son semiinvariantes de peso uno.
Asimismo resulta claro que cl pfaffiano

Y =07+ by7y 4 b3 7, (18)

el cual se denomina conexidn del tejido, obedece a la siguiente ley de
transformacion

p* =y —dlog g. 19)

Diferenciando exteriormente la conexién y expresando el resultado me-
diante las formas cuadraticas 7, resulta

dy = ¢; Tog + C3T3 + C37p9 (20)
con
€ = bgg— by + a3 by
€ = byg— by + ay b, (21)

Cg = by — bys + a3 bg
formulas en las que se ha puesto bj = 9 b;.
Se comprueba inmediatamente que las funciones ¢; se transforman
mediante las féormulas

o = g2c, i=1,23 (22)

y por tanto, resultan semiinvariantes de peso dos.
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Al diferenciar exteriormente las (11) y tener en cuenta las (13),
resultan las siguientes relaciones :

@y + 20y by + bgy— by3 = 0
oo + 205 by + by — by = 0 (23)
g3 + 20303 + by — by = 0

siendo a; = 9;a;, j =1, 2, 3.
Teniendo en cuenta las (21) y (23) se obtiene en definitiva el si-
guiente grupo de foérmulas

a1+ ay by + ¢, =0
U+ Ay by + ¢, =0 (24)
g3 + ag by + ¢ = 0.

Los operadores 9;, j =1, 2, 3 definidos mediante las (16) y (17)
obedecen a ciertas férmulas de asimelria que se calculan difcrenciando
exteriormente las (16) y teniendo en cuenta las (11)".

Resulta

d30y — 0393 = @ 9y — b3 9y + by 94
9193 — 039, = by 9y + a3 9, — b, 9, (25)
02091 — 919y = — D393 + by 9 + a5 95.

Junto a los operadores 9; definiremos otros tres por las férmulas

9; = 9;+ pbj, i=123 (26)

de tal manera que los nuevos operadores transforman un semiinvarian-
te de peso p en un semiinvariante de peso p + 1.

Para estos nuevos operadores que llamaremos invariantes; mediante
las (21) y (25) se obtienen las siguientes férmulas de asimetria

9595 — g9y = 4, 9;— b0, + b,9;,—pec,
9195 — 959y = b0y +a,0,— b 9;—pc, (27)
9,0; — 010y = —b,0, + b0, + a,0,— pe,

siendo p el peso del semiinvariante al cual se suponen aplicados. En
particular los operadores o5 aplicados a a; que son semiinvariantes de
peso uno, habida cuenta de las formulas (24) dan

ai+c¢ =0, j=123. (28)

7 — Collectanca Mathematica.
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§ II. TRITEJIDOS SECCIONES EN UN CUATRITEJIDO

Proponiéndonos tratar de tejidos hexagonales que se definen por
la naturaleza de los tejidos T® cortados sobre las superficics de cada
serie por las superficies de las tres restantes series, resulta conveniente
dar la interpretacion geométrica de los operadores o;.

Con tal fin, sea PP un punto de I"; a las cuatro superficies del tejido
que pasan por P corresponden otros tantos planos tangentes que cor-
tados por el plano impropio dan rectas cuyas ecuaciones en dicho plano
son,

0‘7'=0 f=0, ], 2, 3,

(100) “7 =0 o710 ' (1-10/

IFig. 1

sin méas que considerar dx, dy, dz como coordenadas homogéneas de
una direccion. Dichas rectas forman un cuadrilatero completo a causa
de las hipétesis de independencia de los pfaffianos. Considerando tam-
bién las rectas

7, =0, i=1,23

se observa facilmente sobre las formulas (I, 7) que estas ultimas son las
diagonales de dicho cuadrilatero.

Ahora bien, esta claro, que uniendo P con los vértices del trilatero
diagonal se obtienen tres rectas, cada una de las cuales puede conside-
rarse como tangente a la trayectoria de un operador 9; (!). En cuanto
a las rectas que unen P con las intersecciones de cada dos lados del cua-
drilatero y que por ello son las tangenles a las curvas interseccion
de las correspondientes superficics, pueden considerarse como tangentes
a las traycctorias de operadores del tipo 9; 4+ 9;. En efecto, mediante
las ecuaciones (7) se determinan las coordenadas 7;, 7, 73 de los vér-

(1) Vid. p. e. BLAscHKE y Bovr [3], pag. 178.
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tices del cuadrildtero, que son las sefialadas en la figura 1. Asi, por ejem-

plo, el punto (1, 1, 0) da lugar a una tangente a la trayectoria por P del
operador 9; -+ 9,.

Sentado lo que precede y antes de abordar el estudio de los tejidos
de curvas scecion de una superficie del tejido por las superficies de dis-
tinla serie, conviene intercalar un breve paréntesis para establecer el
concepto de curvatura de un tejido de T2 de curvas sobre una superficie.

Imponiendo condiciones analogas a las del parrafo I, se define un
tejido 7® de curvas sobre una superficic mediante tres pfaffianosa oy,
03, 03 dos a dos independientes, en dos variables u, v y ligados por la
relacion

0y + 03+ 03 =0. 1)
El diferencial de un escalar g puede expresarse mediante las formulas

d9=02°'3—!730'2=!730'1—010'3=91°'2—920'1 2

con, lo cual resulta _
9+ g2+ 93 = 0. 3)

De este modo quedan definidos los operadores 9; por las férmulas
g =qg k=123 “4)
y estan ligados en virtud de la (3) por la relacion
9+ 95+ 93 = 0. ©®)
Introduciendo la forma cuadratica externa no nula

Q = [0y, 03] = [03, 0,] = [0y, 03] (6)
pondremos
doy =hQ, doy=h02, doy =h Q2 @)

con lo cual, a causa de (1) resulta
hy + hy + hy = 0. )

Si se diferencian exteriormente las (2) teniendo en cuenta las (7)
se obtienen las férmulas de asimetria para los operadores 9 :

‘92&3—()3")2 = h233—h332

939y — 0193 = hyo, — Iy 95 ©9)
0y 9y — 9,0, = hy 0y— hy 9y
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. S o .
Para un cambio de normalizacion ¥ = —, las transformaciones de

9 ¥ h; se rigen obviamecnte por las férmulas

OF = g
hf = gh, + g
y por tanto, el pfaffiano
w = h306,—hy05 = hyo3— hyo, = hyo, — 5, (10)
se transforma en
d
w0 =p— 3 (11)
g
de la cual resulta
do* = dw. (12)

0
Luego poniendo dw = K 2 en virtud de (13) y de (6) (Q* = 9—2), el

escalar K resulta un semiinvariante de peso (2). K se denominara la cur-
vatura del tritejido T3 y esta claro que la condicién

K=0

es invariante. Los tejidos que la cumplen se denominan hexagonales.
Calculando d w :

dw = (hyg — h3y) 2 = (hgy — hy5) 2 = (hyy — hy) 2
obtenemos para la curvatura las siguientes expresiones
K = hyy— hgy = hg; — hyg = hyy — hyy. 13)

Tomemos ahora una superficie S, de 7% y cortémosla por las super-
ficies de los restantes sistemas. Considerando un punto P de S, en I,
resulta de cuanto hemos dicho, que las curvas de interseccion que pasan
por P vienen definidas como trayectorias de los operadores

91 =03—03 0y =03—9;, Jd3=20J;— 0 (14)

ya que como se observa en la figura 1, sobre la recta o, = 0 las inter-
secciones con ¢; =0, 0, =0, o3 =0 ticnen coordenadas z;: (0, 1, — 1),
(—1, 0, 1), (1, — 1, 0) respectivamente.
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Normalizando de tal manera que en P se tenga b;=0,j=1, 2, 3
obtendremos de las (14) y (1,25), (1,12)

0501 — 010y = ;91 + G305 + 393 = Ay O] — Ay 9.
Comparando ésta con la dltima de las (9) se obticne

hh=q hy = a,

y analogamente hallariamos hy = aj.
Mediante las (13) calculamos para la curvatura K, en P del trite-
jido T3 seccién, la siguiente férmula

Ky = 3, ty— 3, @y = (33— 9;) @y — (9,— 95) @y = — (ay + ayp+ a5) (15)
y como por ser b; = 0, coinciden los derivadores o; con los 47 resulta
Ky = — (ai1 + a5 + ag)

es decir, mediante las (1,28)
Ky=1¢ 4 ¢+ ¢ (16)

De una manera analoga se obtiene cada una de las curvaturas ea P
relativas a los T sobre las demas superficies de 7% por P, como suma
algébrica de las tres c;. :

§ III. CUATRITEJIDOS OGCTAEDRALES Y HEXAGONALES

En el inciso sobre tritejidos de curvas de una superficie, hemos re-
cordado que la condicion de anularse un determinado semiinvariante
denominado curvatura es invariante frente a las transformaciones to-
polégicas (1) y que tales tritejidos se denominan hexagonales.

Si llamamos funcion del tejido a la que se obtiene al expresar que
las tres curvas s; (u, v) = ky, Sy (U, v) = ky, 83 (U, v) = k3 pasan por
un mismo punto u, v, es facil probar que la condicién K = 0 es equiva-
lente a que lafuncion del tejido puede tomar la forma

$; (U, v) + s, (uw, v) + s3(w, v) = 0. (1)

(*) De acuerdo con el uso, se seguirdn denominando topolégicas las trans-
formaciones consideradas a pesar de las condiciones de diferenciabilidad que se su-
pondran verificadas. Vid. DUBOURDIEU [5], pag. 2.
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En efecto, si la funcion del tejido es tal, tomando o; = ds; resuita do; = 0
y por consiguiente h; = 0, lo cual, claro esta, en virtud de las (2,13)
supone K = 0.

Si, reciprocamente es K =¥, sc anula dw, es decir w es un, diferencial
total. Fuesto que poi un cambio de la no:malizacién hemos obtenido
en (2, 11)

w* = w—d log g,

podemos elegir el factor de normalizacién ¢, dc modo que resulte w = 0
y por tanto h; = 0, con lo cual los pfaffianos o; son diferenciales totales,
de donde por la (2,1) resulta la siguiente funcién del tejido

s; (U, v) + s, (u, v) + s; (u, v) = const.

equivalente a la (1).
Efectuando el cambio

s (W, v) =2

s (W v) =y

e interpretando x, y, como coordenadas cartesianas, resulta claro que
todo T® hexagonal de curvas sobre una superficicie, pucde interpre-
tarse localmente, mediante tres haces de rectas paralelas.

Si ahora en el espacio procedemos analogamente, considerando los
cuatritejidos para los cuales

4 =0a =a3;=0 2

que sc llaman octaedrales, obtenemos una representacion local mediante
cuatro haces de planos paralelos a partir de la funcién del tejido

So (W, v, W) + S; (w, v, W) + Sy (W, v, W) 4+ S5 (w, v, W) =0, (3)

cuya equivalencia con las condiciones diferenciales (2), se establece de
la misma manera que cn el plano, a partir de las féormulas (1,6), (1,11°)
(1,19).

Observemos ahora, que de las formulas (1,24) resulta sin méis que
la anulacién de las a; supone la de las c¢; y por consiguiente la de las
curvaturas K, de los tejidos seccion. Si pues denominamos tejidos he-
xagonales de superficies de Rs;, a aquéllos para los cuales los tejidos
de curvas seccién son hexagonales (y para cllo, como es obvio, basta
que sean hexagonales tres), resulta en particular que los tejidos octae-
drales son también hexagonales.
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La ultima propiedad se obtiene asimismo por via sintética (*) cuan-
do se caracterizan los tejidos octaedrales y hexagonales mediante el
cierre de ciertas figuras de las que tratamos sucesivamente con relacion
a nuestro objeto.

Para los cuatritejidos de superficies del espacio conviene calcular
las curvaturas a partir de la funcion del tejido, con vistas a una apli-
cacion reportada cn el parrafo 6.

Sean pues Sp, S;, Sy S3 parametros normales (%)) para las series
Sgs S5 Sy, S de superficies del T* y

F (sg, 81, S2, 85) = 0 @

la condicién para que cuatro superficies, una de cada serie, pasen por
por un punto de la region I' de regularidad.
En virtud de la condicién

dF =0 )

que se obtiene de la (4) al diferenciar, pueden darse los pfaffianos o;
mediante las féormulas
_9F

0'1; - (Edsi == Fi ds,-.

Por tanto, a causa de las (1,7) resulta

217 = — Iyds,— Fyds,,
21, =— Fydss— F,ds,, (6)
2 1y = — Fy ds; — F,ds,,

y poniendo
[ds;, dsi] = sji

se obtienen para las formas cuadraticas 7; las expresiones siguientes:
s s s
4 7. —F F, F,[—228_ 281, 712
23 1 2 +3 F1 + F2 + F3 ’

s s s
dvgy =1 Fst(FiZﬂ-Fai—i-ﬁ),

— F Ses | S Si
4"12—F1F2F3<F1+F2 Fs)’

(*) Vid. BrascekE y Bov [3], pag. 44.

() Vid. Brascuxe y Bor [3], pag. 4.
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de las cuales se recaba inmediatamente

Tos + T
"R F, (7)

12 = 2

Si ahora se diferencian exteriormente las (6) y se tienen en cuenta la
() y sus productos exteriores por ds,, ds,, dss, (7) y ademas las (1,11°),
se hallan para las curvaturas @;, a,, a; cuya anulacién caracteriza a
los tejidos octaedrales desde cl punto de vista invariantivo, las siguien-
tes expresiones linealmente dependientes

a; = Gog— Go3 + Gz — Gy

@y = Goz — Goy + G — Gyg ®)
a3 = Goy — Gop + Gy — Gy

siendo
Gjr = FF’}‘,
i L
y, naturalmente
. 2 F
s o8y

§ 4. TEJIDOS HEXAGONALES DE PLANOS Y DE HIPERPLANOS

En el péarrafo precedente sc ha recordado que el caracter hexagonal
u octaedral de un tejido 7% o resp. T4 puede expresarse independiente-
mente del calculo, introduciendo delerminadas figuras formadas me-
diante las curvas o superficies del tejido.

Comenzando por el caso de un 73 de curvas sobre una superficie,
sea P un punto del campo de regularidad- I" (vid. fig. 2). Por ¢l las tres
curvas ¢; = 0, 0, = 0, 03 = 0. Tomese sobre ¢, = 0 y dentro de I" un
‘punto Q + P; por este punto la curva del tercer sistema que se supone
corta a la o, = 0 cn un punto R tal, que ¢l arco Q R pertenczca entera-
mente a I'. Reiterando el procedimiento van obteniéndose sucesiva-
mente puntos S, 7, U, V, X. El ultimo punto, X, puede o no coincidir
con Q.

Es inmediato que para un tejido susceptible de representacién ana-
litica y que sea hexagonal (K = 0), basta dar un modelo mediante
tres haces de rectas formando angulos de 60° (tcjido regular) para con-
cluir que el punto X coincide con el Q, es decir, que la figura hexagonal
& considerada se cierra. Que la propiedad de cierre de las figuras & es
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ademas caracteristica para los tejidos hexagonales se prucba de varias
maneras, incluso geométricamente (2).

Independientemente pues de la representacién analitica, considera-
remos los tejidos hexagonales T° de superficies del espacio como aque-
llos para los cuales cierran las figuras & trazadas sobre una superficie
cualquiera de una de las series, mediante las intersecciones con las su-
perficies de las serics restantes, siempre dentro del corrcspondiente do-
minio de regularidad I".

Concretamente, en este parrafo vamos a ocuparnos de la caracteri-
zacién de los T* hexagonales de planos en R, y de los T"+! de hiper-
planos en R,, utilizando solamente el cierre de las figuras &.

5

A

Fig. 2 Fig. 3

Con tal fin comencemos por efectuar en R, una dualidad que trans-
formara el tejido de planos en un «tejido» de puntos y a las condi-
ciones de cierre de una figura & (fig. 3) plana, sustituira obviamente las
de una figura «&» radiada.

Sean P', @', ', n), ny', m,, 75, g los elementos homologos en la
dualidad mencionada, respectivamente de los =, P, P,, p,, P, P, P,
Pg que integran la figura 3.

Como resulta sin mas de la naturaleza de esta ultima, reportada
cn el esquema, la figura dual « & » estara constituida por puntos, y pla-
nos y rectas de la radiacion de vértice P, de tal manera, que en cada
plano por P’ que es por hipétesis punto del tejido, hay otros tres pun-
tos del mismo. Estos ultimos unidos con P’ dan las rectas duales de
las que aparecen en la figura 3. La condicién de cierre en el caso de la
figura € con la hipétesis de partir del punto P, para llegar al P consis-

() Vid. Brascuke y Bowi [3], pags. 10 -18.
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tia en que la recta por Py y P, pertenecia al tejido, consistira en el caso
de la figura radiada « & » en que se corten segun una recta del tejido
los planos =g, 7.

Por consiguiente, si proyectamos desde el punto P’ sobre un plano
que no pase por éste, a las ternas de puntos situados con P’ enun plano,
corresponderan en la proyeccion ternas de puntos alineados. Se partira
de una primera terna correspondiente al plano =’ y se seguira con la
terna correspondiente al plano =, que tendra — como también las que
corresponden a los m,'..., g — un punto comun con la terna de partida
debido a que ambos planos se cortan en una recta del tcjido. Al final
estaremos conducidos a expresar que las ternas correspondientes a 7,
y @ tienen en comun un elemento del tejido proyeccion.

Z(I

7/

Fig. 4

Observemos ahora que mediante proyeccién desde un punto gené-
rico de la curva, una cuértica alabecada de segunda especie se transfor-
mar4 en una cibica racional con un punto nodal, o cuspidal de primera
especie. Suponiendo por ejemplo que el punto singular sea un nodo,
quedara a nuestro arbitrio una proyectividad que permitira transfor-
marla en la curva

B+ —ay =0
cuyas ecuaciones paramétricas pueden elegirse asi:

12

t
*=irp ' VTixA @

y por tanto, para que tres puntos de la misma estén alineados es nece-
sario y suficiente que sus parametros cumplan la condicion

Lityts+1=0. @
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Admitamos pues que el plano #’ sea cortado en tres puntos de la
estrofoide (1) cuyos pardmetros sean #, 1, 5, ligados por la relacion (2).
Suponiendo que el plano ;" tenga en comin con el ' el punto de
la ctibica de parametro /; contendra ademas de éste y de P’ otros dos

1ot
cuyos parametros f,, ¢; estan ligados con #; por la relacion
11
Lilg+1=0.

Reiterando el procedimiento tal como se pone de manifiesto en la fi-
gura 5 obtenemos el siguiente sistema :

11
nll, tl 12 t3 —|— 1 = O,
2 1
nzl, tl tz t3 + 1 = O,
2 3
ﬂal, tl tz i3 "I‘ 1 - O,
4 3
ny, tilly+1=0,

5 4
ﬂsl, tl 12 13 + 1 - 0,
del cual se deduce facilmente :

5 1
tityls+ 1 =0.

Pero es obvio que esta relacion expresa que la seccién zg determinada
5

mediante los puntos ;1, 1, tiene en comun con la z," el punto f;, es decir,
que la figura proyecctada cierra.

En el caso en que la curva proyeccion presentara una cuspide po-
driamos tomar como modelo la parabola semicubica :

y2— a3 =0,
para la cual la relaciéon analoga a la (2) es:
Lh+t,+14=0,

y asi, mutatis mutandis, sc aplica el proceso anterior y podemos ase-
gurar en general el cierre de la figura proyectada, es decir, siendo I’
genérico, la figura « € » relativa a la cuartica alabeada de segunda es-
pecie, cierra a su vez, es decir dicha curva constituye un 7% hexagonal
de puntos.
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La via seguida para calificar las cuarticas alabeadas de segunda es-
pecie de tejidos hexagonales de puntos va a conducirnos muy simple-
mente a la identificacién de los tejidos hexagonales de punios de R, con
la totalidad de las cudrticas alabeadas.

A este fin, conviene que nos apoyemos en un teorema debido a Grar
y Sauker (}) segun el cual, en el plano, los tejidos hexagonales de rectas
se idenlifican con las envolventes de clase tres.

Sea T* un tejido hexagonal de puntos en R; y P un punto genérico
del mismo. Proyectemos el tejido desde P y mostremos que de este
modo obtenemos un cono algébrico de tercer orden. En efecto, la ca-
lidad de hexagonal para T* supone en la radiacion de vértice P, el cierre
de todas las figuras « & ». Si en cl plano el cierre de las figuras & implica
que las rectas del tejido sean tangentes a una curva algébrica dec clase
tres, es obvio que por dualidad en el espacio, el cierre de las figuras « &»
traerd como consecucncia que las rectas del tejido considerado, las cua-
les unen P con los restantes puntos de 7% constituyan un cono algé-
brico de orden tres, lo cual equivale a que el tejido 7% de puntos cons-
tituya una cuéartica, necesariamente alabeada.

Que rcciprocamente, dada una cuartica alabeada cualquiera, incluso
degenerada, en regiones convenientes, dicha totalidad de puntos es un
tejido T* hexagonal, podra probarse proyectando desde un punto de
ella sobre un plano, con lo que sc obtiene una cubica y traduciendo
por dualidad (cn el plano) el teorema de GrRAF y SAUER. De este modo,
en particular, se obtiene sin céalculo lo que hemos demostrado de las
cuarticas alabeadas de segunda especie.

Resumiendo y dualizando podemos enunciar la siguiente proposi-
cion (%) : los cuatritejidos hexagonales de planos del espacio Ry coinciden
con las envolventes de clase cuatro perienecienies a dicho espacio.

Paralelamente a como se ha procedido en el parrafo 1 al definir los
cuatritejidos de superficies en R;, podran introducirse los (n 4 1) — te-
jidos de hipersuperficies en R,, mediante n 4+ 1 series de hipersuper-
ficies en una conveniente region I' n— dimensional de R,.

Si en particular, se trata de tejidos de hiperplanos, se generalizara in-
mediatamente el concepto de cuatritejidos hexagonales en el de (n + 1) —
tejidos hexagonales, definiéndolos por la condicion de que en la interseccion
— a (n — 1) dimensiones — de I'" con todo hiperplano R,_, de una cual-
quiera de las series, los hiperplanos de las series restantes corten a R,_,

(}) Vid. BrascHKE y Bowr [3], pags. 24 - 28, donde se da una demostraciéon
geométrica del teorema de GRAF y SAUER.

(®) Este resultado fué obtenido por BoL [4] utilizando un teorema de BLASCHKE
[3] pag. 210 cuya demostracién postula condiciones de diferenciabilidad.
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en un n — tejido hexagonal de R,_,. Esta definicion por recurrencia (rae
como consecuencia necesaria que en la region contenida en I' de todo plano
comiin a n— 2 hiperplanos de series distintas, las ires series restantes
de hiperplanos cortan un fejido T2 de reclas, hexagonal. Reciprocamente
si esto es asi, en la region — tridimensional — contenida en I' del espa-
cio Ry segun el cual se corfan n — 3 hiperplanos de series distinias, las
cuatro series restantes corfan un tejido hexagonal T* de planos. Pasando
a los espacios R, seccidn de n — 4 hiperplanos de series distintas, ello su-
pone que los hiperplanos de las demds series corien un pentatejido hexa-
gonal de R; y asi, sucesivamente, es posible asegurarse de que son he-
xagonales los lejidos secciones sobre los hiperplanos R,_; del (n + 1) —
tejido de R,, con lo cual se vuelve a la definicion inicial (2).

Sentado esto, podemos extender el teorema de GRAF y SAUER a un
espacio lineal cualquiera. '

Desde luego se comprueba en seguida que debido a las consecuencias
obtenidas de la definicion de tejido hexagonal de hiperplanos, toda
desarrollable algébrica de orden n -+ 1 perfenecienie a un R,, en con-
venientes regiones I' de éste, constituye un (n 4+ 1) — tejido hexago-
nal de hiperplanos.

Para probar que reciprocamente todo (1 4+ 1) — tejido hexagonal
de hiperplanos de un R, esta constituido por hiperplanos de una des-
arrollable algébrica perteneciente a R, debemos proceder por pasos su-
cesivos a partir del analogo resultado ya establecido para n = 3.

Tomemos un R, cualquiera seccién de n — 4 hiperplanos de series
distintas. Las cinco series restantes de hiperplanos determinan en R,
un pentatejido hexagonal de espacios R;. Como hemos visto, esto su-
pone que en cada uno de éstos los de las restantes series cortan un tejido
hexagonal de planos y por consiguiente, en virtud de lo ya demostrado
éstos se organizan en una desarrollable algébrica de cuarta clase per-
teneciente a dicho R,.

Imaginemos una dualidad entre R, y un espacio R, auxiliar. El
tejido formado por los R; en R, sec transforma en un tejido de puntos
de R,". Como consecuencia de que en todo Rj se tenia una desarrollable
algébrica de cuarta clase obtenida como seccion por los R, de las otras
series, al proyectar desde un punto del tejido obtendremos un cono
algébrico de cuarto orden (basta considerar la dualidad en la radiacion)
y por tanto, el tejido de puntos en R,’ constituye una curva algébrica

(*) Notese que lo dicho es susceptible de extensién a tejidos hexagonales de
hipersuperficies, definiendo los tejidos de superficies, variedades a tres dimensio-
nes, etc., no en un espacio afin, sino directamente en una variedad curvilinia.
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de quinto orden perteneciente a R,’. Volviendo a R, ello supone que en
este espacio, el tejido seccion constituye una desarrollable algébrica de
quinta clase perteneciente a R,.

Asi, sucesivamente, por pasos como éste, llegamos al espacio R,,
obteniendo el siguiente teorema que parece natural denominar teorema
de GrAF y SAUER generalizado : los (n +1) — lejidos hexagonales de
hiperplanos de R, se idenfifican con las envolventes algébricas de clase
(n + 1) pertenecientes a dicho espacio.

§ 5. CUATRITEJIDOS OCTAEDRALES DE PLANOS

La caracterizacion obtenida en el parrafo precedente para los cua-
tritejidos hexagonales de planos junto con la propiedad (Vid. § 3) en
virtud de la cual todo tejido octaedral es hexagonal, permiten obtener
una demostracion simplificada del teorcma de SAUER (3).

Comencemos por recordar la propiedad de cierre 'caracteristica (?)
de un cuatritejido octaedral. Para abreviar refiramonos a la imagen del
cuatritejido formada por cuatro sistemas de planos paralelos a las caras
de un tetraedro regular. Elegido un tetraedro cualquiera dentro dela
regién de regularidad, formado por cuatro planos pertenecientes uno
a cada sistema, considérense los puntos medios de sus aristas. Estos
seis puntos como ensefia la figura 5, pueden considerarse como vértices
de un octaedro (regular) que tiene cuatro de sus caras sobre las del te-
tracdro y las otras cuatro pertenecientes también al tejido.

En el caso general, elegida una de las caras del tetraedro y conside-
rado en clla el tritejido 7" cortado por las superficies de los demas sis-
temas, se comenzard por «inscribir» en dicha cara un nuevo triangulo
que la dividird en otros cuatro T, T', T”, T'". Tomando como bases
los tres T, T, T"", quedaran definidos otros tantos tetraedr os con
caras pertenccientes al tejido y entonces, la condicion de cierre estriba
en que los vértices V', V", V'’ de dichos tetraedros estén en una su-
perficie del tejido.

Recordemos ahora el lema de Reve, segun el cual: foda cuddrica
langente a siele caras de un octaedro es tangente a la oclava y el conjunto
de las cuddricas tangentes a las caras de un oclaedro es un sistema lineal
doblemente infinito. (%)

(1) Respecto a la demostracion sintética reportada en [3], pags. 47-49, la
simplificacion supone el ahorro de una induccion y un paso al limite.

(*) El que dicha propiedad seca caracleristica puede probarse de varias mane-
ras. Vid. [3], pags. 44 - 46 y 50 (Aufgabe 7).

(®) Vid. BrascHkE y BoL [3], pags. 47 - 48.
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En virtud de la primera parte del lema anterior, es evidente que
toda envolvente de cuarta clase y primera especie constituye un tejido
octaedral de planos.

Para probar que reciprocamente todo tejido octaedral es una en-
volvente de cuarta clase y primera especie, conviene considerar la fi-
gura Dy del tejido, imagen de la que se construye en un modelo « regular »
del mismo, tomando un telraedro formado por planos del Llejido, divi-
diendo sus aristas en tres partes iguales y trazando por dichos puntos
los planos del tejido. Se prueba facilmente mediante el ya invocado

lema de REVE (1) que los doce planos integrantes la figura D;, per-
tenecen a una desarrollable 6 de cuarta clase y primera especie.

En virtud de la naturaleza de 6 podran tomarse dos envolventes
de segunda clase Q, Q' de tal manera, que 8 esté formada por los planos
comunes a2  y Q'. Ahora bien, puesto que todo tejido octaedral es he-
xagonal, en virtud del teorema demostrado en cl parrafo anterior cons-
tituye una envolvente &’ de clase cuarta irreducible, o degenerada de
cualquicr manera.

Si 6" es irreducible, por tener doce planos en comun con & esta conte-
nida tanto en Q como en Q' y por tanto coincide con & a consecuencia
del teorema de Bf:zour. Pero lo mismo se comprueba para cualquicra de

(*) Vid. BrLascukeE y Bovi [3], pag. 48.
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ios posibles casos de degencracién: en un haz lineal y una envolvente
irreducible de tres, en dos haces lineales Yy un cono como envolvente de
planos, en dos conos, y en cuatro haces de planos, debiendo obser-
varse que asi como en el caso hexagonal las componentes no tenian
por necesidad vinculo de conexi6én alguno, ahora por ser &' interseccion
de Q y Q' no ocurre asi. Que en efecto, cada una de las componentes
de &' pertenece a d = (Q, Q') se comprueba por ejemplo en el caso de
maxima degeneracion, en cuatro haces, observando que los doce pla-
nos comunes a 6 y ¢’ se distribuyen segun las cuatro familias del tejido
en grupos de a tres y que por consiguiente cada uno de los haces lineales
de ¢ ticne en comin con cada una de las envolventes de segunda clase,
Q y @', tres planos, lo cual en virtud del teorema de BfzouT permite
afirmar que pertenecen a dichas envolventes de segunda clase.

En resumen pues, hemos demostrado el siguiente tcorema de SAUER :
los cuatritejidos octaedrales de planos del espacio coinciden con las des-
arrollables de cuarta clase y primera especie.

§ 6. UN TEOREMA RELATIVO A LAS CUARTICAS ALABEADAS
DE PRIMERA ESPECIE

Volviendo de nuevo a la consideracién de los cuatritejidos de pun-
tos del espacio, ¢l feorema de SAUER iraducido por dualidad idenfifica
los cuatritejidos octaedrales de puntos del espacio con las ‘cudrticas alabea-
das de primera especie.

Siendo Sg, $;, S, S3, parametros normales para las cuatro scries de
puntos que forman el tejido, éste podra definirse mediante las siguien-
tes ecuaciones :

Pi)=a;(du+yi(sdv+z@)w+14()=01=0,1,2,3, (1)

y expresando que los cuatro puntos estdn cn un plano, es decir, elimi-
nando las variables u, v, w entre las ecuaciones (1), se obtiene en forma
de determinante la funcién F del tejido, o sea abreviadamente :

E = [Py (s0), P1 (51)s Py (52), P3 (s5)] = 0. 2
Ahora bien, en el parrafo 3 sc han calculado las curvaturas a;, (i = 1, 2, 3)

del tejido, mediante la funcion F, expresandolas a través de las fun-

ciones G,; = —’}' Observemos que por la naturaleza de la funcion

.1',' 7
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F, su derivada con relacion a s; se obtiene sustituyendo en su expresion
P; (s;) por P’ (s;) punto perteneciente a la tangente al tejido (}) en
P; (s;). Por consiguienie, al anular las curvaturas para expresar que
se trata de una cuartica alabeada C* de primera especie, se obtendran
dos condiciones que fijaran una propiedad de configuracion del conjunto
formado por cuatro puntos genéricos de un plano pertenecientes a una
cuértica alabeada C* y las tangentes en ellos a la curva, propiedad in-
variante naturalmente respecto a las homografias.

Para obtener cxplicitamente estas condiciones, elijamos el sistema
de referencia de tal manera que en el plano z = 0, el tridngulo funda-
mental sea el diagonal del cuadrivértice Py, P;, P,, P, con lo cual, es-
tos puntos pueden afectarse de las siguientes coordenadas :

Po=(1, 1,0,1)
Py=(-1, 1,0,1)
Py=(1,-1,0,1)
Py=(-1,-1,0,1).

Respecto a los puntos P;'; en virtud de cuanto se ha seialado con
relacién a su significado, las coordenadas podran tomarse arbitraria-
mente entendiéndose que uniendo I’, con P; queda determinada la
tangente. Esta libertad de eleccion de los puntos P; se comprueba
ademéas mediante la expresion explicita de las a;. Asi pues, asignaremos
a P; las coordenadas siguientes :

Pil = (xi’ Yss 1 0)7 i=0,1,2,3.

De este modo, teniendo en cucnta las formulas (3,8) se obtienen
las condiciones de BLASCHKE :

T+ X —Tp— 23 =0
Yo— U1 —Ys + Y3 = 0. 3)

Con el fin de hallar el significado gcométrico de éstas ultimas, em-
pecemos por buscar los conos que contienen a nuestra cuértica C% para
lo cual observamos que cualquiera de ellos cortard al plano w de los
cuatro puntos I’;, segun una coénica % circunscrita al cuadrivérlice
determinado por aquellos, es decir, representable para un conveniente
valor de A, mediante las ecuaciones

z=0,y2— 2+ A (@ —1?) =0. @

_—

(}) Es decir, la recta que une P; (s;) con el punto infinitamente préximo.

8 — Collectanea Mathematica.



114 J. Teixidor

Ademas, el plano tangente w, al cono, en el punto P; vendra determi-
nado por la recta P; P/ y la tangente #, en P; a »2, de manera que, para
los planos w; se oblienen las ecuaciones siguientes :

Wy, Av+y+ A+ 2A—2Axy—y)z— A+ 1=
By — ATy U+ A+ An—g)e— (14 Al —
Wy A+ y—(1+2A+ A+ g+ A+ =
w3, Az —y+(1+2A—2Ax+y)r— A4+ Dt =

®)

o © o ©

-

y anulando la matriz del sistema, se obtiene la siguiente condicion :
1(1+1)|-y0—yl—y2+y3+(xo‘f‘-'cl_xz—x:a)z-]=O. 6)

Dejando a un lado las soluciones 4 = 0, 4 =0, 4 = oo, correspondien-
tes a casos degenerados (1) sobre los cuales volveremos cn el parrafo
proximo, vemos que las condiciones (3) equivalen a la anulacién idén-
tica de la climinante. Fijandose en el grado respecto a 4 del factor esen-
cial resulta incidentalmente demostrado un clasico resultado de la Geo-
metria proyectiva : loda cudrtica alabecada de primera especie estd al
menos sobre dos conos cuddricos distinlos, de los cualcs es la inferseccién
completa.

Las condiciones (3) suponen que una vez dados los cuatro pun-
tos P; genéricamente en un plano y sendas rectas por tres de ellos queda
determinada la cuarta recta por el punto restante a fin de que exista
una cuartica alabeada de primera especie —y como veremos toda una
congruencia K — que pase por aquellos puntos y lenga en ellos aque-
llas rectas como tangentes.

Supuestas cumplidas las mentadas condiciones, busquemos el lugar
geométrico de los vértices de los conos que contienen cuarticas de la
congruencia K, para lo cual convendra fijarnos en las conicas (4). Se
observard que las tangentes a una de estas conicas en los puntos P;
se cortan para cada dos puntos P; alineados con un vértice del triangulo
diagonal 7, sobre los lados de dicho triangulo, de tal modo que variando
la conica cn el haz, las tangentes en dos puntos cualesquiera resultan
homologas en una proyectividad. Puesto que como ya se ha visto, los
vértices de los conos cuyo lugar buscamos estan en la interseccion de
tres de los planos que se obtienen al proyectar desde tres rectas P; P;’

Y) Como sc vera en el § 7, corresponden a las conicas degencradas del haz (4)

que contadas doblementie aparecen como cudrticas de la familia definida por los
puntos P;, y las rectas P; P;’ sujetas a las condiciones (3)
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las tangentes en P; a la conica seccién, y por tanto, los tres haces de
planos resultan homograficos, cl lugar buscado es una cubica alabeada
C3 la cual admitird como cuerdas las aristas de los haces, es decir, las
rectas P; P,’. Es cvidente, que suponicndo cumplidas las condiciones (3)
cl haz de planos correspondiente a la recta P; P; que no sea utilizada;
puede sustituir a uno cualquicra de los otros y por tanto, su arista es
también cuerda de la cibica C3. Ademas, se comprucba inmediatamente
que la cubica pasa por los vértices del tridngulo diagonal = de los pun-
tos I’;.

Resumiendo, podemos enunciar el siguiente teorema :

Dados cualro puntos no alineados en un plano y sendas rectas gené-
ricas por lres de ellos, queda deferminada una ciibica alabeada C3, que pasa
por los vértices del {ridngulo diagonal de los cuairo puntos, como lugar
de las iniersecciones de tres planos homdlogos perlenecienies a los haces
de arislas en las rectas dadas, en la homografia que se obliene al fomar
como correspondienics los que sean tangenles a una misma cdnica del haz
cuyos punios base son los punios dados. Por el cuarlo punfo pasa una
cuerda tinica de la ctibica alabeada C3 la cual es la tangente en dicho punio
a lodas las cudrlicas alabeadas que pasando por los cualro punifos lienen
en los tres primeros las rectas asignadas como {angentes.

Ocupémonos ahora en indagar cual es la figura determinada sobre
la cibica C® por los cuatro pares de punlos de apoyo de las tangentes
P; P'; auna C* de K y ello desde el punto de vista de la geometria «in-
terna» () de C3.

Procederemos aqui analiticamente hallando previamente las ccua-
ciones de la cubica alabeada (3, para lo cual se resuclve el sistema (5),
con las condiciones (3) y sc obtiene:

=14 2)[Yo— Y1+ @ + 7)) 4]
y=A0+ 2 [+ Yo+ (@— ) 4]
z =2}s(1 —I— }»)

L= (Us—Yo) A+ (22— 1) 2

Para determinar el par de puntos de apoyo sobre C3, de la tangente
P; P’; basta unir P; con el punto P> genérico de C3, cortar por el plano
t = 0 c identificar el punto asi obtenido con P;. Por ejemplo, para
la tangente P, P, resulta

(1) Vid. Enriques [6], pag. 203.

8% -
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RQRrxy+ a2, —x)+A@+ 2+ 2Yg— Y1 — Y)) + Yo — Uy _
To
_ A2 (ry—x)+ A (@—2 + Yy +Yp) + Yo—Y
Yo

L= 2A(1+ D),

sistema que se reduce a la condiciéon tnica

@, 22 (v;—v)+ 24 (,—T+ 2 Yyo—Y,—Y2) + Yo—Yy, = 0. ®
Asimismo se obtienen :
Py Py, (ID), 22 (2,—%)+ 2 (T — 1Y+ Yo) + YY1 =0 ®
P, Py, (ITI), 22 (2;—25)+ 4 (Xg+2,—22—Y; + Yo) + Yo~y =0 (10)

Py Py, (IV), 2% (Ty—2) + 4 22—Tp—2+2Yo—Y1—Y2) + Y5y =0 (11)

Consideremos ahora los pares de puntos (I), (II), (III), (IV), repre-
sentados por las ecuaciones (8), (9), (10) y (11) y las involuciones de-
terminadas por los pares siguientes :

o ={m,an |}
Q, = {(11I), (IV)}
Q, = {(1), (111) |
Q,={ }
Q5= { }

In, av)
(D, aAv)
Q.= {10, (11D }

Se obtiene inmediatamente de las (8), (9), (10) y (11) que las involu-
ciones £2;, £2, admiten como par comun el formado por los puntos cuyos
parametros son o y — 1 que designaremos respectivamente por L y U

Il

(12)

2
2, } (L, U) (13)

y del mismo modo denominando O (*) el punto que corresponde al va-
lor O del parametro

Qs
94} (0, L) (14)
‘QS
2, } U, 0. (15)

(*) Como sc deduce de la expresion de z en funcién de A en las ecuaciones
de C3, los puntos L, U, O son los vértices del triangulo diagonal T de los cuatro pun-
tos P;.
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Para sintetizar mas facilmente las relaciones que acabamos de ob-
tener es oportuno substituir la cubica C® por una cénica C? homogra-
fica a ella, lo cual, como vercmos en el parrafo 7, tiene lugar de una
manera espontanea, al considerar cierta desarrollable definida por los
puntos y rectas que determinan la congruencia K.

Designemos por O; el centro de la involucién imagen obre C? de
la 2; (i=1,2,3,4,5,6) y por I, II, III, IV, las rectas que unen los
puntos homologos sobre C® de los representados conjuntamente me-

2 O,

Fig. 6

diante las ccuaciones (I), (II), (III), (IV), respectivamente. Entonces
de las (13), (14) y (15) resultan para Q; las siguientes alineaciones:

01, 029 L’ U’
039 04, 0! L’
05, 0g U, O.

Tomando ahora por ejemplo los puntos O;, O, del lado L U del tridngulo
L, U, 0, observamos que en virtud de la (12) las rectas I y II se cortan
en O; y las III y IV en 0, Anilogamente se deduce para los pares
03, Oy de OL y O5, Og de U O, con lo cual queda demostrado lo si-
guiente : las rectas 1, II, III, IV forman un cuadrildiero compleio del
cual es {trildtero diagonal el formado por los lados del tridngulo O L U.
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Las alineaciones de los centros O; que resultan como consecuencia de
cllo, puestas de manifiesto en la figura 6 son, como por otra parte se
deduce de las mismas (12):

(I; 0y, 05, 0;), (II; Oy, Oy Qg). (III; Oy, Oy, Og), (IV; Oy, Oy Oy).

§ 7. ESTUDIO DL UNA CONGRUENCIA DE CUARTICAS DEL ESPACIO

En el parrafo precedente se ha demostrado que dados cuatro puntos
Py, P,, P,, P, y por tres de ellos sendas rectas, las cuarticas alabcadas
de primera especie que pasan por los cuatro puntos y en aquellos tres
tienen como tangentes las rectas dadas, tienen en el cuarto punto una
tangente determinada univocamente por los cuatro puntos y las tres
rectas.

Cada una de las cuarticas asi decfinidas podra determinarse como
interseccion de dos cuédricas pertenecientes a la red @ cuyo grupo base
esta constituida por los cuatro puntos P; prescritos, méas los tres infi-
nitamente proximos a tres de ellos sobre las rectas dadas. IRResulta pues,
que por un punto genérico del espacio pasa una y una sola cuartica
de la familia la cual es base del haz constituido por las cuadricas de la
red @ que contienen dicho punto, de manera que, las cudrlicas conside-
radas forman una congruencia K.

Para una cuartica genérica de K hay cuatro conos dislinlos, cuyos
vértices, como hemos visto al principio del parrafo anterior, péertenecen
a la cubica C3? definida proyectivamente por los cuatro puntos P; y las
tres rectas por tres de cllos. Como es sabido, el numero de conos distin-
tos que contiene una cuartica alabeada de primera cspecie se rebaja
cuando y sé6lo cuando la curva afecta puntos dobles, los cuales neccesa-
riamente pertenecen al lugar de los vértices de los conos, es decir, a la
cubica C3. Reciprocamente fodo punto de la cubica C3® delermina una
cudrtica de la congruencia K que licne dicho punio como doble. Basta cn
efecto considerar que la cuartica en cuestién se obtiene como interscc-
cion del cono de la red @ con vértice en aquel punto, con la cuadrica
genérica de la red que pasa por él. (})

Para estudiar las cuarticas de K que admiten punto doble, conven-
dra referirnos a un modelo plano de la ctibica C3, que obtenemos del
siguiente modo : supongamos representadas analiticamente la red @

() Paralas intersecciones de C* con ®, que son los vértices del triangulo dia-
gonal 7, las cuarticas coinciden con las conicas que resultan del haz (6,4) al susti-
tuir A por 0, co, — 1, contadas doblemente y la afirmacién subsiste.
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mediante la ecuacién @ =0 y sean «, f, y los tres pardmetros que figu-

ran linealmente y homogencamente en esta ecuaciéon. Interpretando

o, B, y como coordenadas proyectivas en un plano auxiliar, la imagen
de la cubica C3 lugar de los vértices de los conos de la red, se oblendra

considerando la curva de dicho plano cuya ecuacién se obliene anulando

el discriminante A de la forma cuadratica @. Esta curva es naturalmente

una cuartica 6% y por eslar en correspondencia birracional con la cui-

bica C? c¢s de género cero.

Es facil precisar que la singularidad de 6% es un punto triplo. En
efecto, enlre las cuadricas de la red @ figura el plano 7 de los cuatro pun-
tos I; contado dos veces. Este plano sc obtendra para valores a0 = a,
ﬂ=,§, y = %, de los parametros, los cuales daran caracteristica uno
a A. Por consiguiente, puesto que toda derivada scgunda del discrimi-
nante puede escribirse como una combinacién lineal homogénea de
menores de segundo orden extraidos de la matriz de A, todas las deri-
vadas segundas de A se anularan para o = a, f = E, y =¥ y por tanto,
el punto &, B, 7 de 8% es triplo (%) ordinario.

En cl plano de 84, las rectas corresponden a los haces subordinados
de @ y por tanto, represenian a las cuérticas de la congruencia K ; los
puntos comunes a una de estas rectas y a % corresponden a los cuatro
conos de @ que contienen a la cuartica alabeada representada por la
recta.

Puesto que como hemos dicho, las cuarlicas con punto doble estan
caracterizadas porque el numero de conos distintos que las contienen
es inferior a cuatro, corresponderan a rectas del plano de que cortan
a esta curva en menos de cuatro puntos distintos y reciprocamente.
Por consiguiente, vendran representadas por el haz de rectas de vértice
en el punto triplo y por las tangentes ordinarias y singulares de 6%

Una recta genérica por el punto triplo corta a 64 en un solo punto
fuera de la singularidad. A este punto corresponde uno de C3, vértice
de un cono quec contienc a la cuartica correspondienie de K. Dicha
cuartica cstad ademas en cl cono degenerado en un plano doble que co-
rresponde al punto triplo. Luego la curva cs degenerada en una conica
doble del haz de los cuatro puntos prescritos. Claro estd que a las tres
tangentes en el punto iriplo de &% corresponden las tres conicas degene-
radas de dicho haz por estar en un cono unico degenerado en el plano .

En cuanto a las tangentes ordinarias de la cuarlica ¢* representan
curvas de K, para las cuales los cuatro conos que las contiencn se re-

. (1) La singularidad no pucde ser de orden mas elevado porpue §* es imagen
birracional de la ctbica alabeada C3.
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ducen a tres, uno de los cuales cuenta por dos y por tanto son cuarticas
alabeadas con un nodo en el vértice de dicho cono.

Las formulas de PLUCKER dan para las singularidades tangenciales
de 6% seis tangentes de inflexion y cualro tangentes dobles.

Para cada tangente doble las intersecciones con la curva estan reu-
nidas en dos pares y cn correspondencia, la cuartica de K, por estar
contenida cn dos conos distintos cada uno de los cuales cuenta por dos,
degenera en una ctibica y una cuerda de la misma. Puesto que la curva
de todos modos debe pasar por los cuatro puntos P’; y tener como tan-
gentes en ellos las rectas prescritas, resulta que la componente recti.
linea coincide con una de dichas tangentes, mientras la cubica residual
sc apoya en, clla precisamente en los puntos en que la recta corta a C3-

Cada tangente de inflexion corta a 64 en tres puntos situados en el
de contacto de la tangente y en un ulterior punto, lo cual significa que
de los cuatro conos que contienen la curva correspondiente de la con-
gruencia K, tres estan confundidos y por tanto la cuartica de K pre-
senta cn el vértice del cono que cuenta por tres un punto cuspidal. Con-
siderando que para toda cuarlica alabeada de primera .especie con un
punto doble, las tangentes en éste estan contenidas en el plano deter-
minado por los tres vértices de los conos que contienen la curva y se-
paran arménicamente a las rectas que unen el vértice doble con los otros
dos, se deduce que la tangenle en el punto de retroceso es cuerda de C,.

“n resumen: la congruencia de cudrlicas alabeadas de primera es-
pecie definida por cualro punios coplanarios independientes Py, P,, P,, P;,
y lres rectas genéricas por ftres de ellos, contiene una familia o2 de curvas
de género uno — seis para cada mddulo dado (Y) — una familia ool de
curvas de género O con un punfo doble cuyo lugar es una ctibica alabeada
C? determinada por los cualro punlos y las lres reclas prescrilas : seis
de estas curvas tienen un punto cuspidal cuya tangente es cuerda de C3,
cualro curvas degeneradas cada una de ellas en una cuerda de C3 por un
punto P; y una ctibica residual por los restantes punios P; y los de apoyo
de dicha cuerda con (3. Ademds de eslas curvas alabeadas, en el plano
de los cuairo punios aparece un haz de cudrlicas degeneradas, cada una
en una cénica doble circunscrita a dichos punlos y tres de éslas son a su vez
degeneradas en dos reclas.

Es conveniente completar los resultados hasta ahora obtenidos, con
la consideracion de la superficie desarrollable envuelta por el sistema X, o1,
de planos deferminados por las tangentes en el punio doble de las cudrticas

() Se comprueba ficilmente esla afirmacién a partir de la representacion
analilica (§ 6) de C® calculando el moédulo en la forma ordinaria.



Sobre los cuatritejidos hexagonales y octacdrales de planos 121

de la congruencia K que se apoyan cn C3. Dicha superficie es de quinto
orden y admile una generacion proyectiva muy sencilla.

Empecemos por referirnos a las secciones o del sistema ¥} de planos,
por el plano w de los cuatro puntos P; y demostremos que dicha fami-
lia de rectas envuelve una coénica.

in efecto, todo plano de ¥ tiene en cl punto comtin a las tangentes
en el punto doble de la correspondiente cuartica de K, que es de C3,
cualro intersecciones con la curva. Si pues se consideran los planos
de X que pasan por uno cualquiera de los puntos P;, por pertenecer
éste a toda cuarlica de K, corresponderdan a cuarlicas degeneradas de
K y puesto que por P; pasa solamenle una tal curva que se apoye en
C3, la cual se compone de las rectas P; I, y de una cubica C'® que corta
a P; P/ en los mismos puntos que a la C3, oblenemos dos planos y solo
dos, que son los que proyeclan desde I’; las tangentes — necesariamente
no coplanarias — en los puntos de apoyo en €3 de la recta I; ;. Luego
por uno cualquiera de los puntos P; pasan dos y sélo dos secciones a.
Pueslo que ninguna de las dos es multiple, como se ve por continuidad,
concluimos que las rectas de o envuelven una cénica C2.

La conica C? es tangente « los lados del {ridngulo diagonal de los cuatro
punlos P;, como sc deduce al considerar que la curva C3 corta a o en los
vértices de dicho tridngulo por cada uno de los cuales pasa una cuértica
consistente en la cénica del haz (6,4) degenerada en dos rectas por aquel
punto y contada dos veces, de modo que, por una inmediata considera-
cion de limile, la interscccion del correspondiente plano es precisamente
la recta que une las otras dos intersccciones de C3 con @.

Al lomar como honidlogo de un punio P de C? ¢l punfo de conlaclo I’
de C? con la scccion por @ del plano que contiene las langentes en P a la
cudrtica de K que pasa por €l, eslablecemos una correspondencia H eviden-
temente biunivoca y algébrica, es decir, homogrdfica, entre las dos curvas.
Obsérvese que esta homografia entre C* y C2? estd determinada por las
condiciones dc corresponderse los tres vértices del triangulo diagonal =
de los puntos P; con los punlos de contacto de C2 con los lados opuestos
de dicho triangulo.

Ademés, es evidente que la superficie desarrollable envolvente del
sistema 2" de planos se obtiene como lugar de las rectas que unen pun-
tos homologos en la homografia enire ambas curvas, con lo cual la sec-
cion de dicha superficic por @ consla ademas de C2, de las reclas que
unen los vértices del triangulo diagonal con sus homologes sobre C2,
componentes todas ellas simples de la interseceion, con lo cual podemos
afirmar que dicha superficic desarrollable es de quinto orden.
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Para dar una aplicacién sencilla de estas consideraciones, tratemos
de nuevo de la posicion de los puntos de apoyo de las rectas P; P; sobre
la cubica C3.

Obsérvese, que mediante la homografia H, los homologos en C* de
los puntos de apoyo de la recta P; P; en C?, son los puntos de contacto
de las tangentes trazadas desde I’; a C? y por tanto, la recta que los
une es la polar de I’; respecto a C2. Analogamente, los homélogos de las
intersecciones de C3 con @ que como sabemos forman el tridngulo dia-
gonal de los puntos P; resultan ser los polos de los lados (opuestos) de
dicho triangulo. Por consiguiente, la figura determinada por dichos pun-
tos imagenes sobre €2 y las rectas que los unen, por ser polar del cua-
divértice Py, I’;, Py, I, y su triangulo diagonal 7 respecto a la conica
C? forma un cuadrildtero y su trilatero diagonal, éste inscrito en C?,
de acuerdo con lo demostrado ya por otro camino en el parrafo precedente.
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