SOBRE LA EXISTENCIA DE UNA FUNCION HOLO-
MORFA QUE SE APROXIME ASINTONTICAMENTE
A UNA SERIE DADA CON COTAS PREFIJADAS, Y
DE UNA FUNCION REAL INDEFINIDAMENTE DERI-
VABLE EN UN INTERVALO CON DERIVADAS
PREFIJADAS EN UN PUNTO Y ACOTADAS
EN EL INTERVALO

POR

Ricarpo San Juan
(Mabrip)

I. Dado un recinto, R, acotado con el punto 0 de acumulacion,

oo
. O <y T
una serie a, 2" una sucesion de cotas m, = | a existira una
n n n

n=0
funcion f(z) holomorfa en R y que admita como desarrollo asintético

(0]
Wl .
D) a, z* con cotas m,? Es decir:

n=

(=]

n—1
[ () — D) a2
v=0

D
z

<m,paraze Ryn=0,1,2, ..

Si se tratase de un polinomio

m

P, ()= Z a, 2",
n—0

éste y todas las funciones del tipo
@) =P, )+ 2" w()

admiten como desarrollo asintético a aquél, por ser

n—1

/(z)—Za,, iid

v—0
M

lim =aqa, paran < m
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y z — 0 dentro de R, cualquiera que sea la funciéon w (z) holomorfa y
acotada en R.

Sea E,, el conjunto de todas estas funciones que tienen ademas
| (z)| < K,, en R, tomando la constante

m

K,>M,=D'm,1* r=extr |z|,
n=0 3SR

para poder elegir las w (z) con

K T Mm
]w(z)[< ﬁl— en R.
E,, es un conjunto compacto en si en el espacio E de las funciones
holomorfas y acotadas (individualmente) en R con esta definicion de

norma :

171l =extr {1 ()|

Es sabido, en efecto, que la esfera ||f || < K,, es un conjunto com-
pacto en si en dicho espacio E ; luego todo subconjunto infinito de E,,
contiene seguramente una sucesion parcial f, que converge uniforme-
mente en R hacia una funcién limite ¢ de la esfera, la cual pertenece
también a E,, puesto que de

m
fn(@) ~ D) a2,
v=0
resulta
m
@~ D a,z"
n=0
Ahora bien, el cociente
n—1 2
f@—2>) a2
v=0

cn(f’ Z)=I_TI—2 Z”

es una funcién de z acotada en R, cualquiera que sca la funcién f de E,,
y 0 <n < m, poniendo, en particular

0 (i3 = s 11 @) |7
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pues para z — 0 dentro de R, tiene ¢, (f, z) limite finito azlm?; y ex-
cluido de R su interferencia con un entorno |z| <o, en la parte com-
plementaria son acotados inferiormente el denominador, |2*|>¢", y

n—1
superiormente el numerador por la acotacién de |/ ()| y > a2
. v=0

Existe, pues
€y (f ) = extr ¢, (f’ Z)
z2€f
y vamos a demostrar la continuidad de este funcional en E,,.

En efecto, en otro punto (f + h) & E,, se tiene:

n—1 n—i

L [TO—2 e fO—> a7 ;
C"(f+h)=,,_1”z' ;:0 t ‘_'%To—‘-l—;ﬁ =
n—1 2 n—1 —

1 f(Z)—goa,,z > I_lf(z)—ga,,z L
_;n_s P +n_1—3 ?_t o N +m_,%|—z_[2”_

=N +o®

designando con o (h) la suma de los dos tltimos términos, la cual tiende
a cero para z — 0 dentro del recinto, por ser h = o0 (z"); luego sera
[o (h) | < & en la interferencia de R con un entorno |z | < g; y tam-
bién en la parte complementaria de R si tomamos ||k || < §,, pues cn-
tonces son acotados superiormente los coeficientes de h en ambos tér-
minos de o (h).

Es, pues,

w()—e<c,(f+h) <c,()+¢ para ||h] <3,
y resulta:
ea(N—e<e,(f+h <e,()+e paa ||h]|<8,0<n<m
También es continuo, como consecuencia, el funcional
L, () = méx e, (f),
0<<n<m
pues serd también

L(D—e<IL,(f+1<I,()+¢c para ||k| <min 3,

0<<n<m
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Alcanza, por tanto, I,, (f) un minimo absoluto I,, en un punto f,,
de E,, al menos.

Si la sucesion I,, de estos minimos es acotada, I, <L < + o,
también son acotadas en su conjunto las f,, pues resulta

1
TT% ‘/m (Z) |2 < ()0 (/m) < Im (fm) = Im <L para m = 0.

Conticne, por tanto, f, (z) una sucesion parcial f,, — @ (2) uni-
formemente en R; y como es:

n—1
1 fm" (Z)—Z a, zv
=0

m? z"

< ey (fm,,) < Im,, (fm,,) = Imv para o <n<m,

fijado n, resulta, para m, — oo:

n—1
@ () — Z a, z¥
v=0

z* < my

si es I,, <1 para todo m.
Pero esta condicién suficiente es también necesaria evidentemente ;
pues si una funcion f (z) holomorfa en R admite el desarrollo dado,

Z' a, z*, con las cotas m,, sera c, (f,z) <1 en R, luego ¢, (f) <1;

n=0
también, por tanto, I, (f) <1, y con mayor razéon I, =1, (f,)
<I,() <1, puesto que siendo |f(2)|<my <M, <K, en R,
pertenece seguramente f (z) a todos los E,,.

En resumen : la condicién necesaria y suficienie para que una serie

(o] oo
Z’ a, z* admita una aproximacién asiniética holomorfa f (z) ~ 2 a, z"
n=0 n=0

en un recinto abierto y acotado R con colas m, prefijadas, m, > |a, |,
es que resulten I, <1 todos los minimos I, de los funcionales

n—1 2
ey f(z)_‘z a, z¥
I, (f) = max extr 1 =
0<n<m 28R m% Z”
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m

en el conjunto E,, de las funciones holomorfas f (z) ~ Z' a, 2" con | f (2) |
n=0

m

< Km en R’ Siendo (*) Km > Mm = m, I'”, r= e'?t_r. IZ],
0

"= zeR
Dicha aproximacidn es el limile de una sucesién de funciones holomor-
fas, fm, (z), uniformemente convergente en el recinfo, extraida de la suce-
sion f,, (z) de las funciones que dan dicho minimo I,, en cada conjunio E,,.
Notese que podemos suponer no creciente la sucesién de conjuntos

E,, es decir, E,, > E, ,,, sin mas que sustituir cada E,,,; de la su-

m41
cesion anterior por su interferencia o producto I E; # 0 con todos

i=1
los precedentes, lo cual no altera la compacidad ni las otras propiedades
en que se apoya la conclusion del teorema. Entonces el funcional I, (f)
estad también definido en E, ., y es I, (f) < I, (f) en E, ;; luego
también min I,, (f) < min I, (f). Pero siendo evidentemente min
Ep+y Ep+y E,,
I,.(H< ;nin I, (fy por ser E,, =E, ., resulta IEnin L=< ;nin
m*1 “m mty
I, . (f). La sucesion I,, cs asi monotona creciente I; < I, < I3 <.
y tiene, por consiguiente, un limite finito o infinito L. En el primer
caso existe una aproximacion holomorfa con cotas Lm,; y en el se-
gundo, no hay ninguna aproximacion con cotas del tipo Lm,, siendo
L << 4+ oo constante.

II. El método anterior vale con ligeras modificaciones para la ob-
tencién de una funcion real f (z) indefinidamente derivable en un in-
tervalo a < x < b con derivadas [ (x) que tomen valores prefijados
a, en un punto fijo x, del mismo y que sc conserven en todo él inferiores
en valor absoluto a los términos correspondientes de una sucesion prefi-
jada m, >|a,|, es decir:

" (xy) = a, en un punto fijo x, de [a, b]
| ¢ (x) | < m, en todo punto z de [a, b].

(*) El profundo método de CarLEmMAN (Les functions quasianalitiques. Pa-
gina, 55. — Coleccién Borel, Parfs, 1926) para el célculo de una aproximacién asin-
(o]

tética f (z) ~ X, a, z" holomorfa en |z — 1| < 1, supuesta cxistente, estd a nues-

n=0
tro juicio incompleto, pues la demostracion de que la funcién obtenida hace minima
a la integral considerada, rigurosamente detallada para a, = 0 en la pag. 45, fué
omitida en el caso general a, 3= 0 (pag. 58), la cual inutilmente hemos tratado de
completar para dar una condicion de existencia andloga a la acotacion de las formas
cuadraticas manejadas para las funciones reales de la pag. 72 (véase la nota al pie
de la pag. 91 de este articulo).
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Es sabido que las funciones reales con derivada m — ésima con-
tinua en [a, b] forman un espacio métrico C™ (completo y vectorial
respecto de cualquier anillo de numeros (*)), cuando se define la norma
o distancia al origen asi:

7] =max |f(@)]|+max |/ (@)]
asx<b a<<x<bh

Sea E,, el subconjunto de C™ formado por todasl as funciones cuyas
m primeras derivadas toman los valores prefijados f(* (z,) = a, para
n=20,1,..,my cuyas derivadas m — ésimas satisfacen una condicién
de Lipscuirz uniformemente en [a, b] y E,, esto es,

L™ @) — ™ @) | < K, [z —2' |

para todo z y 2’ de [a, b] y todo f () de E,,. Este contiene seguramente
el polinomio

mn

Pm (x) = Z %’f (x——xo)"

n=0
y todas las funciones del tipo
_ (x —zg) ™*1
f (@) =P, (z)+ mFnt ° (@),

siendo o (¥) una funcién con sus m primeras derivadas acotadas con-
venientemente en [a, b].

Demostremos que E,, es compacto en si con la métrica del espacio
C™. Dado un conjunto parcial infinito de E,,, las derivadas m — ési-
mas de sus funciones forman una familia normal en [a, b], es decir, con-
tienc una sucesién parcial £, () uniformemente convergente en [a, b],
la cual en z, vale ¢ () =lim £, (x,) = a,, y ademas verifica la misma

v—>00

condicion de Lipscurrz. Integremos ahora sucesivamente m veces a
partir de %, con los valores iniciales a,,_;, @,_g, ..., Gy para T = Ty:

P @) = tpa+ [ 1™ @) da,

¢2 (x) = am—z + j: ?71 (IE) dx,

D (2) = a + j:: Pm—1 (z) dz.

(*) Banacm. Theorie des operations lineaires. Warszawa 1932, pag. 11.
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Se obtiene asi una funcién @ (x) que pertenece a E,, y hacia la cual
converge uniformemente en [a, b] la sucesion parcial de las funciones
fv (x), del subconjunto E,,, que tienen como m — ésimas derivadas las
f»(™ (x). Esta @ () es un punto de acumulacién del subconjunto dado
con la métrica del espacio C™/, pues resulla de ambas convergencias
uniformes :

| fv— 1] — O para » — oo.

Formemos ahora el cociente

siendo f una funcioén de E,, ; y sea e, (f) su maximo absoluto en [a, b] :

Cy (f) = max Cp (/’ .’1?) '
a<x<bh

Este maximo es funcion continua en E,, ; pues en f -+ h, se tiene:

™ (x) + A™ (x))>
m2 -

n

o (f + 1) =
[ @]

m2

™ ()
= ¢, (f) + 2 h™ (x) e + = ¢, (f) + o (h),
designando con o (h) la suma de los tltimos términos; la cual resulta
menor que &, |o (k)| <e, en todo [a, b], para || k|| < ¢, suficientemente
pequefio, por ser entonces | h ™ (z) | < 6, y ademas | /™ (x) | < | a, |+
+ K,, (b —a) en todo [a, b]; luego también |/™ (z) | < C en [a, b]
para 0 <n < m, siendo C counstante. Es, pucs,

ea(N—e < e, (f+h) <e, () + ¢ para k]| <3,, 0 <n < m.

El funcional
L, (f) = max
0<n<

e ()

m

es también funcion continua en E,,, pues

L,()—e<1,(f+ h) <I,(f)+ ¢ para ||h||<gnsnz§”(?,,

Alcanza, por consiguiente, I,, (f) un valor minimo absoluto I, en
un punto, al menos, f, de E,,. Estas funciones f,, (x), lo mismo que sus
derivadas f,, (r) de un orden cualquiera n, forman sendas familias
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normales si esta sucesién de minimos 7,, es acotada, I,, <L < + oo}
pues sera

[f$:+1) (x)]Z < m,2;+1 Cut1 (im) gm;24+1 Im (fm) —<Lm3+1 para 0<n+ 1< m;
luego las /5 (x) verifican la condicién de Lipscurrz con K,, = VLm,,,
desde m =n + 1; y forman, por tanto, familia normal.

Sea fn, la sucesion parcial de las f,, que converge uniformemente
en [a, b] hacia una funcién f (z); la f’,,, como parte de la f, que con-
verge uniformemente en [a, b] hacia f” (z); y asisucesivamente queda
expresada cada derivada f(™ de f como limite de una sucesion par-
cial f® de la f* uniformemente convergente en [a, b].

Vn
Pero siendo
f™ (xy) =a, para 0 <n <m
[f(”) (x):|2 < m12t Cn (/,(,7) ) Smfzt Imv (/’”v )=m;21 I"'v <L myz,, para(0<n Sm,,”
Vn n n

fijado n, resulta, para m — o y m,_ — 0 respectivamente :

f(* (xry) = a, paran=0,1,2, ..
| /™ (x)| <m, paran =0,1,2,..,a<z<b,

si es L =1, es decir, I, <1 param=20,1,2, ..

Reciprocamente, si hay una funcién F (x) indefinidamente deriva-
ble en [a, b] que verifica estas condiciones, es ¢, (F,z) <1, ¢, (F) <1,
I, (F) <1,y como ésta F (z) pertenece a E,, si tomamos K,, = m,,,
sera Im = Im (fm) < Im (F) <L

En resumen : dada una sucesién de niimeros reales cualesquiera a,,
otra_ de numeros positivos m, = |a, |, un intervalo finito cerrado [a b],
y un punfo fijo x, del mismo, la condicidn necesaria y suficiente para que
exista una funcién real f (x) indefinidamente derivable en [a, b] tal que sea

f(*) (xy) = a, paran=20,1,2, ..
| /™ (x)| <m, para a <z <byn=0,12..

es que resulte I,, <1, la sucesion de minimos del funcional

[/ (@)]?

I, (f) = max mix ——
0<n<m a<zx<b my,

en el conjunto E,, de todas las funciones con m primeras derivadas

™ (o) = a, 0<n<m
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y cuyas derivadas m — ésimas verifiquen la condicion de LipscHiTz

[f) (x) — [ (@) | < m,qy |x— 2" | para
ar<r <boa<s <x<b

Dicha funcién f (x) resulia como limite de una sucesién f,, (x) unifor-
memenle convergente en el inlervalo [a, b], extraida de la sucesion f,, ()
de las funciones donde el funcional I,, (f) alcanza su minimo en cada con-
junto E,.

Lo mismo que antes podemos suponer no creciente la sucesion
de subconjuntos y resulta no decreciente la sucesién de minimos
I, <1, <1, <.. Esta tienc pues, seguramente un limite L, finito o
infinito ; en el primer caso valen las cotas Lm,, para las derivadas; y en
el segundo, no existe ninguna funciéon cuyas derivadas tomen los va-
lores prefijados y tengan cotas del tipo Lm, con L << 4+ o constante.

Se podria utilizar también cl funcional (*):

I, (f) = max ’ [f( )]? dz

0$n§mm12; a

en el espacio definido por
b b
1=[ verat [ 1w e
Pero como acontece en el espacio de HiLBERT, caraclerizado por
b
1=/ verda

tampoco en éste son conjuntos compactos en si las esferas de centro 0 (¥¥)
y no se evitaria imponer una condicién suplementaria en sustitucion
de la de LipscHiITZ.

Madrid, mayo 1951 - Instituto « Jorge Juan»

(*) La condicion de CARLEMAN (Loc. cit. pag. 72) obtenida mediante un fun-
cional andlogo, es necesaria para que sea |/(™ (z) | < k" m, y suficiente para
|7 (x) | < k"m$ siendo m} olra sucesién que verifica también la condicion de

n [o*
m? .
cuasianaliticidad si la cumple m, y tal que ,T‘—Mx:. No es, pues, necesaria y

suficiente para la existencia pedida, y en el enunciado de CARLEMANN habria de
introducirse esta salvedad.

(**)  G. Julia. Introduction mathématique aux théories quantiques. Cahiers scien-
tifiques publiés sous la direction de M. Julia, Fasc. XVI - 2 part. pag. 17.






