INTRODUCCION A UN ESTUDIO GEOMETRICO
DE LA TEORIA DE ERRORES

POR

Francisco pE A. SaLes VALLES

CAPITULO I

LEY DE ERRORES

1. Valor plausible y precision. Supongamos que sc han efectua-
do m medidas, en las mismas condiciones, de una cicrta magnitud fi-
sica, habiéndosc obtenido los resultados x;, Zy, 3, ..., T (Puede haber
varios valores iguales entre si). La primera cuestion que se plantea es
la siguiente : {Qué valor hemos de considerar como medida de la mag-
nitud? Y como cuestién inmediata, ;Qué grado de confianza podemos
poner en este valor? O de otra forma. ;Cuél cs la precision de este re-
sultado? (¥).

Llamaremos ley de errores-a unas normas que nos permitan resolver
las dos cuestiones anteriores, es decir, scfialar un valor a la magnitud
y una medida de la confianza. Llamaremos valor plausible a un valor
que se pucda tomar como medida de la magnitud segin una determi-
nada ley de errores. ‘

Una forma de dar una ley de errores es mediante una funcién de
distribucién de probabilidades F (x) considerada como distribucion de
las probabilidades de cometer un determinado error, pero no es sufi-
ciente dar esta funcién, sino que hay que tener ademés un criterio para
deducir de ella el valor plausible y la medida de la confianza (precision).
Pueden adoptarse diversos criterios que nos sirvan, conociendo ya la
funcion de probabilidades de los errores, para calcular el valor plausi-
ble (criterio del valor medio, de la mediana, del valor més probable,
etcétera) y diversas medidas de la precision (la inversa de la dispersion
calculada ésta como la raiz cuadrada del momento de segundo orden

(*) Ver P. LEvy, Calcul des Probabilités.
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respecto al valor medio, la inversa del momento absoluto de 1. or-
den, etcétera).

Es sabido ya que para la ley normal los diversos criterios para ha-
llar el valor plausible coinciden, pero no ocurre asi con otras leyes que
s¢ pueden adoptar (*). Reciprocamente : supuesto ya dado un crite-
rio para deducir de los datos empiricos el valor plausible, la funcién
de probabilidad de los errores sirve para dar a este valor un significado
en términos de probabilidad. Asi en la ley normal, supuesto ya admi-
tido el valor medio o media aritmética como valor plausible, éste es el
que hace maxima la expresion ¢ (r — ). ¢ @—mx) ... ¢ (r—=zx,)
siendo ¢ () la densidad de probabilidad.

Lo importante para que se pueda decir que se conoce una ley de
errores, es pues el saber deducir de los datos de la observacion el valor
plausible y tener una medida de la precision del resultado aceptado.

2. Leyes empiricas de los errores. En todo intento de establecer
una ley de errores se han de introducir previamente unas hipétesis o
postulados, entre los cuales, hay que distinguir dos categorias : Hipo-
tesis que pueden considerarse como leyes empiricas, es decir, que vie-
nen impuestas por las experiencias, ¢ hipotesis que se anaden a las pri-
meras para hacer posible una solucion. De la primera clase son :

Ley de simetria. Suele enunciarse en la forma siguiente : Si el ni-
mero de observaciones es muy grande, se producen en igual numero los
errores positivos que los negativos. En una forma mas rigurosa puede
enunciarse de la siguiente manera: Hecho un gran ntunmero de observa-
ciones y ordenados los valores obtenidos en sucesién no decreciente Ty, T,
T3, .-y Ty, existe un inlervalo ceniral que liene tendencia a permanecer fijo
al ir aumentando el ntimero de observaciones, o bien, en una forma mas
concisa, existe un inlervalo formado por valores medianos de la sucesién
que fiende a permanecer fijo.

Ley de los grandes errores. Suele enunciarse en la forma siguien-
te: La frecuencia de un error decrece al aumentar su valor absoluto. Un
enunciado mas preciso seria: Los valores observados que se apartan
mucho del intervalo de valores medianos son muy poco frecuendes.

Estas dos leyes empiricas se resumen en un solo enunciado que lla-
maremos Ley de la media aritmética; : Cuando se han efectuado un gran
numero de observaciones, la media aritmélica de los valores observados es
un valor mediano.

(1)__Véase Porva G., Sur une proprieté caracteristique de la loi de Gauss. Ann.
Inst. H. Poincaré. t. 1. 1931. pag. 118.
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Los enunciados de estas leyes empiricas tienen una cierta impreci-
sion debido a que son principios empiricos y no permiten por tanto ex-
presar otra cosa que una tendencia, son cn cierto modo aspectos de la
ley empirica del azar aplicada a la teoria de errores.

Desde ¢l punto de vista puramente matematico puede considerarse
la ley de la media aritmética como una definicién de los errores acciden-
tales, puesto que puede decirse que si se han efectuado un gran nimero
de observaciones y no se cumple, es que hay crrores sistematicos que
impiden el cumplimiento de la ley empirica del azar. Obsérvese que la
reciproca no es cierta, es decir, puede cumplirse la ley de la media arit-
mética y haber crrores sistematicos aditivos, o sea un desplazamiento
constante del origen de las medidas.

Estas hipotesis empiricas han de ser comunes a todos los procesos
que conducen al establecimiento de una ley de errores, y son las que
se afiaden a ellas las que conducen a resultados distintos si se toman di-
ferentes. Es conocido que para obtener la ley normal o de Gausss -
LAPLACE a estas dos hipotesis hay que afadir o bien la sumabilidad de
los errores elementales en la formacion del error final (LAPLACE) o bien
la hipotesis de Baves de las probabilidades de'las causas (Gauss). Tam-
bién se sabe que si se supone que el error total es el maximo error ele-
mental (FrRECHET) se obtienc una ley de errores distinta a la normal,
y si se¢ admite que la formacion del error sigue un proceso comparable
a la distribucién al azar sobre una recta de los puntos de un conjunto
de densidad lineal constante, se obtienc la 1.2 ley de LAPLACE.

3. Ley de probabilidad de los errores. Ademas de las dos cues-
tiones fundamentales en la teoria de errores, puede plantearse el pro-
blema de hallar la distribucion de las probabilidades de los errores. Ya
hemos visto como su conocimiento puede servir para resolver el pro-
blema practico. Reciprocamente, una determinada ley de errores lleva
implicada una determinada distribucién de probabilidades, asi es,
como se sabe, que la ley de los minimos cuadrados corresponde a la ley
de Gauss de probabilidades, la ley de los modulos minimos corresponde
a la 1.2 ley de Larrack, etc.

El problema teorico o sea dec hallar la distribucion de probabilida-
des puede plantarse en la forma siguiente, en la cual es facil ver la re-
lacién entre las dos cucstiones : Habiéndose efectuado m observaciones
de una misma magnitud, y habiéndosec obtenido los valores x;, x,, @3,
.ees T, 5Cual es la probabilidad de que en una nueva observacion se
obtenga un valor prefijado?
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Una primera indicacién sobre esta probabilidad ya viene dada por
la segunda ley empirica, o sea la ley de los grandes errores, ya que iden-
tificando la frecuencia con la probabilidad, podemos decir que los valo-
res proximos al intervalo mediano les ha de corresponder probabilida-
des superiores a los valores mas alejados. Teniendo en cuenta el teo-
rema de BIENAYME - TCHEBYCHEFF, podemos deducir sin necesidad de
conocer la ley de probabilidades de los errores, una limitacion inferior
de la probabilidad de un desvio absoluto respecto al valor plausible
menor que un miultiplo dado del valor medio cuadratico de estos des-
vios, asi si X es el valor plausible se tiene

Prob {|X — z| <ta}>1_i
{2
para > 1. No podemos conocer el valor exacto de esta probabilidad
sino conocemos la ley de probabilidad de los errores.

Vamos a intentar establecer, mediante consideraciones de caracter
geométrico, apoyandonos solamente en las leyes empiricas de los erro-
res, enunciadas anteriormente, lo que ha de ser comiin a toda ley de
errores, es decir, esclarecer qué parte es propiamente deducida de la
experiencia y qué parte se debe a las hipotesis adicionales.

El caracter general del problema nos llevar4, no a una ley concreta
de distribucién de probabilidades sino a un tipo de ley que podra adap-
tarse a toda hipétesis ulterior mas concreta que se haga sobre los errores.

Estas hipotesis adicionales suelen ser de naturaleza muy distinta,
unas presuponen un cierto conocimiento del mecanismo de la forma-
cién de los errores, como por ejemplo ocurre en la hipétesis de la aditividad
de los errores elementales, o en la hipétesis que conduce a la 1.2 ley de
LapLACE, otras afectan al caracter analitico de la funcién de probabi-
lidades, como por ejemplo ocurre en las hipotesis de Gauss, en la cual
se supone no sélo la absoluta continuidad de la ley de probabilidades
sino también la continuidad de la derivada de la funcién densidad.

Segin nuestro punto de vista estas hipotesis adicionales han de te-
ner un caracter general para que puedan admitirse, .es decir, han de pre-
suponer conocimientos globales y no muy precisos, asi son aceptables
las hipotesis que hemos sefialado anteriormente, asi como la de FRECHET
sobre el maximo error elemental, pero no es admisible, como hace F.
Haussporrr (1), suponer la aditividad de los errores elementales Yy que
cada uno de ellos siga una ley bien determinada. :

() Lecipzig Ber. t. 53. En realidad no es la intencion de HAUSSDORFF llegar

a una ley de errores, sino demostrar que no basta la aditividad de los errores par-
ciales para que se obtenga la ley normal.
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Las demostraciones, o mejor dicho, verificaciones experimentales de
una determinada ley de errores no indican otra cosa que en aquel caso,
0 sea, en el mecanismo experimental que se ha utilizado para obtener
las medidas, se verifican las hipotesis adicionales conducentes a la ley
de que se trate, pero no permiten deducir consecuencias mas generales,
es decir, la validez de la ley en otros casos distintos.

CAPITULO II

ESPACIO DE L0OS VALORES OBSERVADOS

1. Criterios determinativos del valor plausible. Supongamos que
se han efectuado m medidas de una misma magnitud fisica, y que estas
medidas estan libres de errores sistematicos, es decir, cumplen las dos
leyes empiricas de los errores. Sean los resultados obtenidos: X;, X,,
Xgs ... Xm, los cuales se pueden suponer todos positivos, pues en caso
contrario bastaria un cambio de origen en las medidas.

Tomaremos estos valores como coordenadas de un punto P; en un
espacio de m dimensiones. Si se hubiesen hecho las medidas sin error,
todos los resultados hubiesen sido iguales, luego en este espacio de m
dimensiones vendrian representados por un punto de la recta

Ty = Xy = Tg oo = Ty,

que designaremos por A.

Si consideramos los resultados obtenidos en otro orden, distinto al
que se han obtenido, seria otro punto en el espacio de m dimensiones
el representativo de las medidas, o sea que las m medidas nos dan, no
un sb6lo punto sino m puntos, los cuales todos ellos estan situados en
el hiperplano I7

x1+x2+x3+ ..--I-Il:”,:K,

siendo

m

K=13X,.
i=1

Si todas las observaciones se han hecho con las mismas condiciones
conocidas podemos tomar indistintamente cualquiera de estos puntos
P; como representativo de la serie de medidas, pero sino ocurre asi
no podemos alterar el orden de los resultados y so6lo el punto P; nos
representara a la serie.
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Un valor plausible de la magnitud medida ha de estar representado
por un punto de la recta 4 y su posiciéon en ella sélo debe depender
del punto P, representativo de la serie de medidas efectuadas.

Pueden adoptarse tres tipos de criterios para decidir el valor plau-
sible :

1. Criterios de incidencia. Se toma como valor plausible la inter-
seccion de la recta A con una hipersuperficie determinada por los pun-
tos P; rcpresentativos de la seric de medidas.

2. Criterios de ortogonalidad. Se toma como valor plausible el de-
finido por el punto de la recta 4 tal que el hiperplano perpendicular
a 4 en este punto contenga a un punto determinado de los P;.

3. Criterios de minimo. Se toma como valor plausible el defini-
do por un punto de la recta A tal que minime una cierta funcion de
las coordenadas de P,, en particular la distancia al punto P;.

2. Criterios de incidencia. En el primer caso, ¢l problema de de-
terminar el valor plausible esta intimamente relacionado con el pro-
blema de la determinacién de valores promedios. En efecto: Sea
f (X3, 5 ..., T,,) = 0 la ccuacion de la hipersuperficie determinada por
los valores X;, X,, ..., X,,, la interseccion de esta hipersuperficie con
la recta 4 vendra dada por la ecuacién

[(X, X, ... X) =0,

luego esta interseccion es el valor promedio definido por la relacion
(@, 2o, X5, ... x,) = 0. (Y

Si nos colocamos en el caso de que las medidas son homogéneas,
es decir, todas ellas efectuadas con las mismas condiciones conocidas,
la  hipersuperficic f (r;, @, ... ¥,) = 0 serd simétrica respecto a
Ty, Xy, Ty, ..., Ty Siademas queremos que el valor plausible sea tal
que al aumentar por lo menos uno de los valores X; aumente (monoto-
nia) y que si sustituimos varios valores X; por su valor plausible dedu-
cido de ellos (asociatividad), el valor plausible no altere, entonces por
el teorema de NAMURO - KOLMOGOROFF, existira una transformacion
continua X; = ¢ (X;) tal que el valor plausible X deducido por la
relacion f (v, ¥, ..., ,,) = 0 verifica

v , _
p (X) = m 2y (X)),

es decir, se reduce a una media aritmeética.

() Vée B. ve FiNerrn. Sul concefto di media. Gior. Ist. It. Att. t. IL 1931.
pagina 364,
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Si queremos que el valor plausible sea tal que al aumentar todos
los resultados en una cantidad constante aumente también en esta
cantidad constante, es decir, sea traslativo, so6lo podemos considerar
valores plausibles a las medias potenciales o sca

n 1 -
X — . X n
m ,Z !
y si ademds queremos que sea homogéneo, es decir, que al multiplicar
cada resultado por un valor constante quede X multiplicado por este
factor constante, solo se puede tomar como valor plausible la media
aritmélica, que viene definida como la interseccién del hiperplano I7

Y+ttt =K
con la recta 4
T =Ty = Ty = ... = Ty,

3. (Criterios de ortogonalidad. En el segundo caso, el valor plau-
sible depende en general de qué punto P, se trata y de la métrica adop-
tada en el espacio de los valores observados.

Sean

2 2 , .2 . -
(U X1+ Qo Xy e o Wy T = 2 W0 8y Ty - oo 202 @ T T,y =d (S)

las hipercuadricas fundamentales de la métrica. La ortogonalidad sec
definird considerando ortogonales el hiperplano tangente en un punto
de la hipercuddrica fundamental y el radio vector que contenga a cste
punto.

El hiperplano polar de P; respecto a (S) sera

Ty ay X% Doy X, s Ty D X =,
su intersecciéon con A verificara

d= X (Z ay; X{ + 2(1'_‘1' Xi -'l"' oo + zami Xi)!
0 sea
X — d
T Yan Xi+ Tay Xi+ oo+ 2Xa,,; X;°

Para que este punto esté sobre (S) se ha de verificar

m

X2 Za“ == (I,

1, /=1
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0 sea
X2 Zlaij= X[Xau X, + Xau X + . + Za,: X,
=
de donde
X — Xl Zail + X2 Zaiz + oo + Xm Eaim
m ° 1

) > a;; ‘ )
1,=1

El valor plausible es pues una media aritmética ponderada de los
resultados. Si consideramos las medidas homogéneas, este valor plau-
sible ha de ser el mismo cualquiera que sea el punto P; adoptado, o
sca (1) ha de ser simétrica respecto a las X;, de donde

Zail = 2(11'2 = .. = E(I,—m =0
y entonces se verifica

X=O'(X1+X2+ ..-+Xm)=_1_%Xi,
mo mi;—y

o sca, se obtiene la media aritmética. Como que este mismo resultado se
obtiene al buscar la interseccion de la recta A con el hiperplano 17, re-
sulta que en cl caso de que las medidas sean homogéneas, las hiper-
cuadricas fundamentales han de ser tales, que, no sélo 4 y II han de ser
ortogonales en el sentido euclideo, sino también en la métrica definida
por dichas hipercuddricas fundamentales. Estas pues, han de tener
como eje a la recta 4. )

Vemos pues, que el segundo criterio para determinar el valor plau-
- sible coincide con el primero cuando se supone la homogencidad de
las medidas, y las condiciones restrictivas sefialadas anteriormente en
la admision de valores plausibles, o sca la aditividad, homogeneidad y
traslatividad del valor plausible.

4. Criterios de minimo. En el tercer caso, si las hipercuadricas
fundamentales son

Uy T + Ao T + oo+ Ay x2 -+
—|— 2 Ay Ty Tg + v —|— 2([,,,_1, m Tin—1 Loy —I— d = O,
la expresion de la distancia entre cl punto de la recta 4 (X, X, X, ... X)
y el punto P; de coordenadas (X;, X, Xj, ..., X,,) sera

d? = ;1“11' X=X+ 3 a; X—X)(X—X);

=
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si esta distancia ha de ser la misma para todo punto P; representativo
de la serie de medidas, la expresién ha de ser simétrica respecto a las
X, o sea

Uy = Qgg = ... = Uy,

y
Ays = Qpq

cualesquiera que sean r s y p ¢, o sea las hipercuddricas fundamentales
han de ser de la forma

AX2?+4+ BYx; 2,4 d=0.
i=1 1,j=1
Resumiendo : Solamente cxisten dos clases de valores plausibles ;
1.9, la media aritmética, cuyo valor no depende de la métrica adopta-
da en el espacio de los valores observados, y 2.9, el valor dado por el
punto de 4 que minima la distancia a un punto cualquiera P; repre-
sentativo de la serie de medidas. Al primero lo designaremos por Py
al segundo que depende de la métrica adoptada lo designaremos por M.

CAPITULO III

METRICAS ESPECIALES

1. Espacio Euclideo. Se toman como cuadricas fundamentales las
hiperesferas '

23+ o+ a ot ..t oaf =12

y como expresién de la distancia entre dos puntos

d =V(.’L'1 - :%1)2 + (132 - :22)2 + + (xm - {I-:m)z-

Sea M, (X, X, ..., X) el punto de la recta 4 cuya distancia al punto
P, de coordenadas X;, X,, Xj, ..., X,,, representativo de la serie de me-
didas, sea minima, X serd el valor que hace minimo la expresion

m

% (X — Xy M

i=1

o sea la media aritmética.
Tenemos pues, que en este caso el valor plausible P, o sea la media
aritmética de los valores X; coincide con el valor plausible M.

3 — Collectanea Mathematica.
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Podemos tomar como medida de la precisién de las medidas la in-
versa de la distancia d de los puntos P; al valor M
1 1 1

d m

h = -
2 (X=X
i=1

Si designamos por ¢ (£§) d & la probabilidad de cometer un error
comprendido entre £ y & 4 d & y el valor plausible el que haga ma-
xima la expresion

X —=X)g X —Xp) . ¢ X — X))

(o el valor medio de esta expresion o el valor mediano) y queremos que
este valor coincida con la media aritmética de los valores X;, habra
de ser

p@)dé=Ke*¥d&;

o sea, hallamos la ley de Gauss - LArLACE como ley de distribucion de
los errores.

2. Espacio parabélico espeeial. Segun hemos visto ya, solo pue-
den admitirse como hipercuidricas [undamentales las de la forma

AXYat+4+ BYx;x;=D. S
i=1 '

=1

La expresion de la distancia deducida de las (S) es

d=VAX @ —z)2+ BYX @ —=) @—x).

Si B < A la meétrica es eliptica, el caso particular de B= 0 es la
euclidea. Si B = A la métrica es parabolica. Si B > A la métrica es
hiperbolica.

En el caso parabolico las hipercuadricas fundamentales son del tipo

0 Ssea
Sl =D,

es decir, las (S) son los hiperplanos

a:l-{-:cz—{—...—l—:cm—_—i\/ﬁ
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La expresion de la distancia sera

d=VI@—zP2+X@ —) @—z) =
=VE@—2)F =3 @ —z);
como que la distancia ha de ser positiva, modificaremos esta expresion

(modificacion que no altera los resultados esenciales) y tomaremos como
expresion de la distancia

d= 3|5 —|.

Vamos a ver, cual es el grupo del movimiento correspondiente a
esta métrica Las rotaciones alrededor del origen serdn aquellas trans-
formaciones que dejen invariantes las superficies S, o sea

T = o + Xy,
Ty = oy + X,
Ty = O + Xoms

con la condicion

o + g + .o + = 0.

La amplitud de la rotacion vendra dada por la expresion

m

4o+ . Fooh=— 2o,

i,7=1

El movimiento més general en este espacio sera pues

1
z]=al+a1+xl’
x2=(12+ag+x2’%(al+az+...+am=0)’

Xy = Ay + Xy, + '}(mJ

que son traslaciones en el espacio euclideo, luego el espacio parabélico
especial es el de las traslaciones euclideas.

Volviendo a los valores plausibles M en este espacio, este valor sera
el que haga minima la expresion

"W

X — X )
=1
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Si m es par, puede haber mas de un valor plausible puesto que segun
se sabe todo valor mediano hace (2) minimo, es decir, si consideramos
los valores X; escritos en orden no decreciente, cada uno de ellos tantas
veces como ha aparecido en las m observaciones hechas

X1y Xoy Xg oo Xops
los valores comprendidos entre X,,, y Xm ., son los valores que hacen
minima la expresion (2). Si X,,, es 1gual a X,,, "o este valor es unico,

pero si no, forman los valores medlanos el 1ntervalo cerrado (}x s X o 1).
-l

Si m es impar hay un valor mediano tinico.

En general el valor plausible P, o sea la media aritmética de las X,
no es un valor mediano M. En efecto : basta considerar los dos ejem-
plos siguientes que corresponden a un caso de m impar y a un caso
de m par, respectivamente.

Sea m = 3 X;=1,
X, =2,
X; = 5.

Los valores M se reducen al unico valor 2 y el valor P es 4.

Seam=4y

X, = 1,
X, = 2,
X, = 3,
X, = 10.

Los valores M son los comprendidos cntre 2 y 3 y el valor P es igual

a 8.
La ley dc probabilidades de los errores que convendra en cste caso

sera aquella que la expresion
pX—X)p X —Xp) .0 (X — X))
sea maxima para X igual a un valor M o sea la 1.2 ley de LaprLAcE
@ (x) = 6 e 21*1,

La precision de las medidas la definiremos anilogamente al caso
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de la métrica euclidea como la inversa de la distancia de un punto P;
representativo de la seric de medidas a un punto M, o sea

h— 1
XXX
que es la inversa de la dispersion (no la dispersiéon como valor medio
cuadratico, sino como momento absoluto de primer orden) respecto
a la mediana.

La precision tedrica o sea la deducida de la 1.2 ley de LAPLACE, que
es la que aqui conviene, se deducird de la forma siguiente

I_s ;lz"‘”llx]dxz.?d ::0—2'51'.7:dx:——L e—20x L
h ) 0 20 0 20’

—w

0 sea

3. [Espacio hiperbdlico especial. — Tomaremos como hipercuédricas
fundamentales las

m

Z T; .'1:7- == D2’

hj=1
que corresponden al caso particular de A = 0. La distancia entre dos
puntos vendra dada por

d=VI @ —w) @ —x)

que consideraremos modificada, como hemos hecho en el caso parabo-
lico, en la forma

d:\/zlf—ci_‘rillii—xfl

y tomaremos como valor plausible M un valor extremal de

m

1": d2 :21|X—X11 |X'—‘X,’-
v.]=

Derivando obtendremos

XX X — x|
I = |———————1-— — X — — X |l=
Zla== 1w+ =i -x
n X Xi|
—oy X=Xk x

=1 X — X;
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Sea X;, X,, Xj, ..., X, la sucesion de valores observados ordenados
en orden no decreciente y repitiéndose cada valor tantas veces como
haya sido obtenido, tomemos

X, < X < Xopu,
sera

% Fe(@—1 21 X — X,|+ 'ﬁj‘j‘H |x—x,.|—(m—-u)i§vl|x—x,.| _
_(m—v—l)i=%+1 X=X =03 [X—X| — | X — X;| —
—(m—v)ing———Xil—};=$+|1X-—X,~|=(21)—m)§1|X—X,-|—

— S IX =X+ 3 |X—Xi| = @v—m) T X—X| - X (X —X)).

=1

Si el valor de X es un extremal debe anularse F’ o sea

" m

@Rv—m 21|X—X¢I= Z (X — Xy,
=1 i=1

de donde
. 3 (X — X))
v=g5|m+F——|, (1)
T X —X|
pero
m X——X1
i B DT 1
3 X_X ’
51X —X,| Z| i
0 sea

S —1) <0< Yy m4 1),

Si m es par

. m
P>
y entonces
X, <X< X
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y de (1) se deduce que ha de verificarse

m

Z (X=X

7—=0’
Zl:IX—XiI
0 sea
X = ! X
_; 19

que es la media aritmética, luego en este caso, si la media aritmética es
un valor mediano es el valor plausible M, y si no lo es no existe ningtin
valor X que haga la derivada F’ nula.
Si m es impar, entonces o bien
m—1

v="5
o bien
m 1

en el primer caso
Xm—l S X S Xm+1;
3 2

)

2

y en el segundo caso
Xm+1 g X S Xm-{-S!

2 2

en general pues, para m impar,

X1 < X < Xogse 2)
2 2
. . m—1
Ahora bien, si v = 5 de (1) se deduce que

21‘. X — X))
E—
TX—Xi

o0 sea

| T X—X)=3|X—X}
de donde

X>Xis
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cualquiera que sea i, contra la condicién (2), siv = m _2*_ 1 de (1) se tiene
L (X—X)
1
m =—1,
I|X—X|
0 sea
X —X)=—2Z|X—X|
de donde
X < X,

cualquiera que sea i, contra la condicién (2), luego para m impar, no
hay ningin valor de X que anule la derivada F'.

Vamos a ver ahora si I puede tener un punto anguloso, es decir,
un valor extrenal sin que la derivada se anule.

Tenemos

m m

F':(2v—m)§l]|X——X,-|—i—21(X—X,~),

siendo
Xy < X < X,,+1.

Tomemos
X < X;, i=12,..,m

en estc caso v =0 y

m

Fle—m3|X—X| + 12 (X—X)=—3|X—X;| (m+ 1) <0.
Tomemos ahora
X > X, i=12..m)
cntonces sera v = m y
F'=m’z:|x—x,.| +'zl":(x_x,.)=(m+ 1)121"‘,]X—X,-[ >0,
luego F’ cambia de signo al pasar X de la izquierda de todos los X;

a la derecha de todos los X;.
Hagamos X = X,,
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sera
— m

1 2 v—1

F= @o—m)| T XX + 2% — X ||+ T (X —X) + 5 (%, — X) =
1 v+1 1 41
v—1 m v—1 mn

= @o—m) [BIX%—X |+ X — X, || = Z X X+ B[ XX | =
1 v+41 1 v+1

v—1 7
=[2v—(@m+ 1)]21] | X, — X;| +{2v——(m—1)]v§1[Xv—X,-|.

Si 2v=m+ 1, F’' > 0.
Si 20 < m—1, F' < 0.

Supongamos m par y 2v = m;

m m

5 -1 m ?{_1 m
Fre—3|Xn— X[+ 2 [Xn - X;| =— X (Xn— X)— 3 (Xn—X))=
1 2 m 2 1 2 £1+1 2 .
2 2
= —XXn—X)=—mXn+ ¥ X,
1 2 2 1

Si X"_t<z—:ﬁ§<—i, F’' > 0.

Si Xn_z>2im£", F' < 0.

La posiciéon de la media aritmética influye pues en la posicion del
punto anguloso de F, en el primer caso estara entre X%z_1 y Xg y en el

segundo caso entre Xum y Xm .
2 2
Obsérvese que el valor de X que nos da la extremal de F, es preci-

samente un maximo y no un minimo, ya que la derivada F’ pasa de
positiva a negativa. ’

CAPITULO IV

ESPACIO GENERAL DE LOS VALORES OBSERVADOS

1. Valores plausibles M en el caso general. — Recordando las leyes
empiricas de los errores enunciadas en el primer capitulo podemos siem-
pre considerar m suficientemente grande para que la media aritmética
sea un valor mediano de la sucesién de medidas X;, X,, ..., X,,, orde-
nadas en orden no decreciente.
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La expresion general de las hipercuadricas fundamentales es

m m

A¥2+ BYxzi+ D=0
=1 7,7=1

y la de la distancia de un punto de la recta 4 a un punto P de coorde-

nadas X; es:

m 7

F=ﬁ=A§m—Xy+3mx—&HX—&L
= ij=

las cuales también pueden escribirse en la forma

m m

S a2+ 4% 0,04 5 = 0
i=1 3

1,7=1
Fe XXX+ A% X — X[ | X — X
== hi=

Si A < 1 la métrica es eliptica, si A = 1 parabolica y si 4 > 1 es
hiperbolica.

Para hallar los valores que pueden ser plausibles M, hemos de bus-
car aquellos valores que anulan la derivada F'.

Tenemos

Fr=23X—X)+24[@o—m 3 |X—X|—§ x— X)) =

e m

=2 (X—X)1—4+22Qv—mY|X—X;|=0
i=1 i=1

(X es un valor comprendido entre X, y Xy ).
De aqui se deduce

m

a1 2 &—X)

=20 —m,
Fosix—x
=1
0 sea
I (X—X)
v=% m+lllj’ . )
Y| X —X;|

T=1
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Pero
11 2 (X —X)
—— <1 ¥ —1<=— <1
S X — X
0 sea
lm—n<o<lmty
2 ~ 2

Suponiendo m par, como haremos de ahora en adelante, tenemos
. m .
que v ha de ser forzosamente igual a 5 POT ser el tinico entero com-
m—1 m+1
2 Y2
Tenemos pues que: Los valores que anulan F’ han de ser valores
medianos y han de verificar la condicion

prendido entre

m

X=Xy
l_1ﬁ1 = 0. ©)
A .§1IX——X¢|

Si A =1 (caso parabolico), todo valor mediano anula F’ y puede
tomarse como valor plausible M. Si 2 # 1 solo anula F’ la media
aritmética y es pues éste el unico valor plausible M.

2. Valores negativos de A. — Si consideramos ahora el parametro
A negativo o bien tomandolo positivo, tomamos como expresién de la
distancia

F=ﬁ=$@—xm—lﬂx~&HX—&L

ij=1

la ecuacion que nos dara los valores plausibles sera

p:zzm_dm—zﬂ&%mnzm—x¢_2m~xﬂzq
i=1 i=1 —1

de donde

o

1

— X))

‘_ ' 1—[—2.1§ X
Z m
5 X~ x|
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0 sea que la limitaciéon de v sera

%[m “;'1]< < - [m-l-l—;—l]

m
Podemos pues tomar v # - en cuyo casc

m

l m
= | X —X;]

= 0.

Si A# —1 el unico valor que satisface esta ultima condicion es

la media aritmética, pero si A = — 1 la limitacion de v sera
m m
—2— << ? N

0sea v = %— y todo valor mediano anula F’.

Los valores de 4 admisibles en la expresion de la distancia

F— %(X Xp—A3 [ X—X||X—X,|, ®)

i,i=1

vendran dados por la condicion I = 0, o sea

z: (X — X2

2=1

"|X XX — x|

A<

)

=

El valor minimo del segundo miembro es

m

Z X — Xy)2

"ﬁ[x X[ X— X;|

1,j=

en donde X representa la media aritmética de los valores observados
Xi, si tomamos A2 menor que este valor minimo todas las distancias
F seran reales positivas.
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Ahora bien, si s6lo admitimos aquellas expresiones de la distancia
para las cuales entre dos puntos reales cualesquiera la distancia ha de
ser real, se deben excluir las expresiones (3) ya que en este caso supo-
niendo el punto P (z,, Ty, Ty, ..s T,,) ¥ el punto P (Ty, Ty, Tg, ..o, &,,) S€TA

F= (@ —)?+ ((?2—».1‘12)2——-2}. | % — 2 | [T — 2y
y llamando &, y J, respectivamente a |T, —=,| y |%, — x,| sera
F—68 1062188,

y se puede lograr que esta expresion sca negativa tomando 6, y J, de
manera que se satisfaga

8+
20, 0, ’
0 sea
1/1 1
5(62+5-1)<1 4)

Por pequeino que sea A siempre sera posible escoger é; y d, que se cum-
pla (4), o sea que la distancia d sea imaginaria.

3. Condiciones de minimo. — Vamos a ver, en el caso general

m m
F = zl(x_xi)'-’ + }_“21[X—X¢-| | X — X;|,
= 1=
cuando se puede asegurar que la media aritmética de los valores obser-
vados nos da realmente un minimo de la distancia. Puesta la derivada
F’ en la forma

m m

F =23 (X—X)+ 2/1[(20 —m) zllx—xi|—_'z::l(x_xi)],

i=

. m

nos interesa solamente el caso v = 5

(Xm, Xm +1) esta la media aritmética, o sea que tenemos
2 2

, puesto quec en el intervalo

m m m

F=23NKX—X)—213X—-X)=2(01—23 X — X)).
i=1 i=1 i=1

La derivada segunda para X en el intervalo considerado sera

F'=2m@—J).
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Para que en la media aritmética haya minimo ha de ser F” =0
osea <l

Con la restriccion impuesta antes a los valores A4 para que la distan-
cia entre puntos reales sea real, tenemos que s6lo se pueden aceptar
como métricas que dan condicién de distancia minima para los valo-
res plausibles, aquellas que corresponden a valores de 4 positivos y
menores o iguales que la unidad.

CAPITULO V

LEY GENERAL DIE ERRORES

1. Espacio general de valores observados y ley general de errores, —
Recordaremos que entendemos por ley de errores a un conjunto de
normas mediante las cuales de un conjunto de m medidas efectuadas
de una cierta magnitud fisica, se pueda deducir un valor para dicha
magnitud, dando ademas el grado de confianza que se puede tener a
dicho valor.

Si se quiere que la ley de errores satisfaga a los dos principios em-
piricos de los errores (principios que pueden considerarse como defini-
ci6n axiomatica de los errores accidentales) que pueden resumirse en
un solo principio, el de la media aritmética, enunciado como hemos
hecho en el capitulo primero, o sea que para m suficientemente grande,
la media aritmética de los valores observados es un valor mediano,
no se pueden tomar en el espacio representativo de los valores obser-
vados hipercuadricas fundamentales cualesquiera sino que solo se pue-
den admitir hipercuédricas de revolucion con el eje la recta 4 de ecua-
ciones

Xy = Tp = Tz = ... = Ty,

que es el lugar geométrico de los valores exactos.
Si s6lo admitimos meétricas que nos den siempre distancias reales
para puntos reales, la expresidn general de estas distancias serd ¢

m m

F=d% = .Zl@i—l‘,;) -+ Azlli,—-'ml !E,-—x,-l,

1== 1.]=

con A > 0 y si s0lo se admiten como valores plausibles los que minimi-
zan la distancia, entonces habra de ser 4 <1.
Ya hemos visto que los casos extremos A= 0 y A = 1 correspon-
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den a la ley normal o de Gauss - LapLACE y a la 1.2 de LAPLACE res-
pectivamente.

La formulacién mas general, de una ley de errores dada en forma
de distribucion de probabilidades de los errores ha de ser tal que la fun-
cion densidad dependa de un parametro « variable entre dos extremos
a 'y b de tal modo que para & = a se obtenga la ley de Gauss - LAPLACE
y para « = b la 1.2 de LarLace. Expresando esta funcién densidad
por ¢ (x, ) se ha de verificar ademas que

m

HQ(X—X,,OC)

=1

sea maxima para X igual a la media aritmética de los valores observa-
dos, si queremos que el valor plausible sea el mas probable.

2. Ley de Subottinne. — Una ley que cumple las condiciones es-
tablecidas en el nimero anterior es la propuesta por SuBorTINNE (V)
cuya funcién densidad de probabilidad es

A

K e l#|
que para « igual a 1 da la 1.2 ley de LAPLACE y para « igual a 2 la de

Gavus (3.
El calculo de K se hace mediante la condicion de area o sea

+ o o
K/e—r«lxi dr — 1,

1

Z/é—“ % dx
0

de donde
K =

Haciendo a ¥ =t se obtiene
ot 3
/e—“ de = 11 e"t/“ ldtzl—l—f'(l),
0 a /d,“ 0 a /a.a o

(1) Véase FrecHET. Sur ['hypothese de Uaddilivité des erreurs partielles. Bull.
Sciencies Math. t. 63. 1928

(?) SUBOTTINE aphcando esta ley a un caso practico va encontré que el valor
conveniente de @ estaba comprendido entre 1 y 2.
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0 sea
dlt.q

La expresion general de los momentos absolutos de esta ley es

aa/ﬁ( * 2

M, = /"c e—“lxldt_ e~y dr =
57 /et T s

r r 1
e o TlEstn) r(+)
oa T ® __\x o«

I

2 1
habiendo hecho a T =1 y T 1 = s. Mediante la funcién B de EULER

se obtiene
ol
M, = ——— i
T Bl—, —
“ (\a. a.)

Para determinar la ley que corresponde a unas experiencias dadas
se han de calcular los pardmetros ¢ y «, luego con dos ecuaciones hay
suficiente. Estas seran

r() r2)
1/ ( r 1 ) y M2 = 2:
a B 7, _(7_

M, =

Elevando al cuadrado M, y dividiendo por M, se logra eliminar
a, obteniéndose :

w7 rlE)eh =)

R

Una vez calculado «, que ha de estar comprendido entre 1 y 2 se
calcula facilmente ¢, mediante la relacion
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rleg) wrld

M, =

al (—1—) al (1—) @
o o
obtenida haciendo r = «, de donde;

o

a= —.
My

3. Estudio de la ley cuya densidad de probabilidad es K e—c[A#l+(1-4)s,
— Esta ley, que como facilmente se ve, cumple las condiciones estable-
cidas anteriormente para toda ley de errores, es un caso particular
de la ley cuya densidad de probabilidad es K e-#l11-8# estudiada en
cn mi tesis (*) como combinacién de la 1.2 y 2.2 leyes de LapLAcE.
El valor de K verificara

I{/e‘-_w“[“"[*'“““‘z] de = 2 K/e'“[“ + (=22 gy —
0

—0

V2 gge

-2 K/e—a (VT ot g,
0
. o A
Haciendo, para simplificar, ———— = s obtenemos
2V1—1

2Kca82/e—a Wi=hs+ ) 'dy = 1
0

y con el cambio de variable —a (V1 —14 x + s)* =1,

se tiene

Ke 1 1 Ke - 1\
N o) Last\ N T T — —dast |G| T 1,
Vi—A[F(2) r (2)] al/z\/l_a{\/” r (2)]
de donde
K— \/Z(ITle-“”'
\/7_‘_11(1\-2 (‘l‘)

2

1) F. Sarms. Conlribucién a un estudio de una ley de probabilidad. Sem. Mat.

Barcelona. 1947, y también, F. Sanus. Sobre la 1.8 ley de errores de Laplace. Co-
llectanea Mathematica. t. 1.

4 — Collectanca Mathematica.



50 F. de A. Sales Vallés

La expresién general de los momentos absolutos de orden r se halla-
ra de la forma siguiente

M, = 2K/m'e—aw+u—wl do —

K 0
= _2___. e—tt-é (['/3__ al/a 3)’ Tiit_' .
Va(@—2)/os a" (1 —2)F

Suponiendo r entero positivo, sera

2 K e * iri= ry,—t X
M, = 741 f+1/ 2|:2(_1)'(l)t2 a‘/'sildt=
as?

T (A—HT

=—,H2K—ewi—l‘§) (— 1)1( ) s [/Z_,t’ iz dt_/zi’:;" 1 ]=
a? (1—2) 2

et G e

Sustituyendo K por su valor hallado anteriormente se obtiene

M,=.[v7;—rus’(_;—l)] -« mzm*”ﬁ( Jo{r (=25 (=)

Para hallar los valores de a y A que convienen en un caso préctico,
utilizaremos la relaciéon, hallada en mi tesis, entre el momento de se-
gundo orden y estos parametros, la cual ahora es

16a(l—2A2M;,—8(1—2) —ai=0, 1))

multiplicando por d A e integrando entre 0 y 1 sera:

oo 052 i

0 sea

—;—[IBaMz—S]— =0,

a
3
de donde

12

"= WM,
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Despejando 4 en la ecuacion (1) se tendra :

,_(6aMy—4 +2VI+ 4 M, 2a
= a[16 M,—1] :

4. Aplicacibn a un ecaso prictico. — CastELnvovo da (1) la si-
guiente tabla de errores obtenidos en el calculo de una cierta latitud

Errores :zxtm:grcndidos Nlintegge 13; de;;ores sl\glgjﬁei-; fdeey ng?;le; Diferencias
0 0742 41 38’3 —2'7
0742 0784 30 30 0
084 1726 15 183 + 33
1726 1768 8 88 + 0’8
1”68 oo 6 4’6 —1'4

Vamos a aplicar la ley de probabilidades cuya funcién densidad es
K e—al*l2] + (=2 2],

12

El célculo de a se hace por la formula a = m_—:—l , 0 sea en

este caso a = 0'745.
El valor de 4 se calcula mediante la expresion

4 (16-0'745.0'713 —4) 4 2 VA | 4.0555-0713 — 149
- 0745 (16-0'713 — 1) :

Los dos valores que se obtienen son

8’545

A= 77754

A = 0058,

el primero de los cuales no nos conviene por ser mayor que la unidad.
Para cl valor de K emplearemos la férmula dada en mi tesis (%)

_ 7
K= e Vr (1— 0 (s))

(*)  Cualcolo delle probabilita. vol. 1. pag. 229.
(®)  Contribucién al estudio de una ley de probabilidad. Barcelona, 1947. pag. 42,
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que en el caso actual sera

_ Vada=»h
et (1—0() Va
siendo
al

§$ = —on—— =083
2Va (1 —2)
El nimero tedrico de errores comprendidos entre v; y v, vendra
dado por

0’83 2
¥ 00068 . ()’9607 \/7; ,

V2
e [(0°97 z + 0°0299)*— 0°00089] dx.

1

Mediante el cambio
0'86 (095 = + 0'0299) = ¢

se obtiene el numero de errores entre v; y v, dado por la expresion

0’83 . ev00002 9 O’Eg‘?t + 070257
09607 - 0'817 " Y/, /O ¢ =

'817v, + 0’0257

= 1056 [0 (0’817, 4 0,0257) — 6 (0’817, + 0'0257)],

indicando con 6 (¢) la integral de Gauss - LAPLACE.
El cuadro que se obtiene es el siguiente:

Etrores entre Nﬁfggegz;;;ores Nﬁm:arlzui’.acdg;rores Diferencias
0" —0"42 41 39’65 — 135
0742 —0"84 30 3039 + 039
0784 —1"26 15 18’82 + 3’82
1726 — 1”68 8 9'25 + 125
1768 — oo 6 507 — 093

La suma de los valores absolutos de las diferencias obtenidas es
7'74. Con la ley de Gauss - LAPLACE esta suma es 8'2.



