EXTENSIONES FINITOGENERADAS Y PROYECTIVAS
DE UN ALGEBRA m-CONVEXA

por

JoAN VERDERA MELENCHON

O. INTrODUCCION. En {13] estudiamos extensiones de un dlgebra
de Banach conmutativa y unitaria A4, finitamente generadas y pro-
yectivas como médulos sobre A. Uno de los propésitos de este traba-
jo es estudiar la situacién mds general que se presenta cuando se
supone s6lo que A sea un 4lgebra localmente multiplicativamente
convexa.

Antes de establecer nuestros convenios sobre terminologia y
notacién resumiremos brevemente el contenido de cada seccién.

Sea A un 4lgebra m-convexa conmutativa y unitaria sobre el
cuerpo C de los niimeros complejos y sea B una A-4lgebra fiel, finitoge-
nerada y proyectiva como 4-médulo. En la seccién 1 demostramos que
es posible dotar a B de una topologia m-convexa naturalmente aso-
ciada a la A. En las siguientes secciones se supone la conmutatividad
de B. Designemos por # a la dual, entre los espacios de caracteres
continuos de B y A4, de la inclusién de 4 en B. En la seccién 2 descri-
bimos la estructura de m. En particular resulta que el conjunto de
puntos en los que z no es un homeomorfismo local es un cerrado sin
interior. En la seccion 3 presentamos una condicién de tipo algebrai-
co que es necesaria y suficiente para la existencia de una subéilge-
bra inercial de B. Por medio de esta condicién demostramos el si-
guiente teorema de existencia para subélgebras inerciales: si 4 es
completa y n un homeomorfismo local, entonces B contiene una
subdlgebra inercial. Finalmente, en la seccién 4, se demuestra un
teorema cuyo interés, a nuestro parecer, reside en el hecho de que
proporciona un método para construir clases relativamente amplias
de limites inductivos estrictos y numerables de 4lgebras de Fréchet
cuya topologia limite inductivo no es m-convexa.
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Procedemos ahora a aclarar nuestra terminologia y notacién.
Nuestros anillos son asociativos y tienen un elemento unidad 1 y,
salvo que se especifique lo contrario, son conmutativos. Utilizaremos
la terminologia usual sobre dlgebras y médulos sobre anillos conmu-
tativos tal como aparece, por ejemplo, en [2], donde también se
encontrard informacién sobre la teoria de las dlgebras (algebréica-
mente) separables y una exposicién del concepto de rango de un
mdédulo finitogenerado y proyectivo.

Una seminorma p sobre un 4lgebra compleja 4 se dice que es
una seminorma de dlgebra si p (ad) < p(a) p(d),a, bed y p(1) = 1.
Por algebra m-convexa (o multiplicativamente localmente convexa)
entendemos un 4lgebra compleja 4 dotada de una topologia de
Haussdorf localmente convexa que puede definirse por medio de
una familia filtrante superiormente (p,);., de seminormas de alge-
bra. Para abreviar, llamaremos a una tal familia una m-base. Para
cada A e el conjunto p,~1(0) es un ideal cerrado de 4 y 4/p,~1(0)
es un 4lgebra normada respecto de la norma ||x|| = p,(x), donde la
barra indica clase en 4 /p,~1(0). Sea 4, la completacién de esta alge-
bra normada. Si M, denota el conjunto de caracteres continuos de
A (por un caricter de un 4lgebra compleja 4 entendemos un morfis-
mo no nulo de C-dlgebras de A en C), dotado de la topologia de Gel-
fand, entonces M, se identifica, para cada A€, a un subconjunto

compacto de M,. Ademds M, = |J M,,. Supondremos siempre
A€a

dotado a M, de la topologia generada por la familia de compactos
(M 4;)1¢4- Esta topologia, llamada A-topologia por ciertos autores,
es mas fina que la de Gelfand y no depende de la m-base (£;);c4 sino

s6lo de la topologia de 4. f es la transformada de Gelfand de fe 4.
La referencia clsica para las 4lgebras m-convexas es [11].

Sea A un 4lgebra compleja, # un caricter de 4 y a(x) =
= f] a; ' € A [x] un polinomio. Escribiremos

i=0

@ (o) 2* € C[],
0

I s

2y (%) =

Z(ag) = (heClag (2) = 0,

y denotaremos por M (2, ay) a la multiplicidad de 4 como raiz de
ag (x). Escribiremos «X» en lugar de X ».
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1. TopoLoGIA EN B. Sea 4 un dlgebra compleja, M un A-médulo fini-
togenerado y proyectivo, (m;, 1;)1 <i<n ((m;, ;) € M X Hom (M, A) V1)
una base dual para M ([1], pag. 4) v p una seminorma en A. Escri-
biremos:

p(m) = }”: p(u;(m)) ¥ meM.

i=

Es claro que p es una seminorma en M.

Definicion. Si A es un algebra m-convexa, la topologia proyec-
tiva de M, que denotaremos por 7(M), es la menos fina que hace
continuas las aplicaciones de Hom, (M, A).

La siguiente proposicién contiene propiedades elementales de la
topologia proyectiva y no serd demostrada.

1.1. Prorosiciox. Sea A un 4lgebra m-convexa, M, N y P
A-mébdulos finitogenerados y proyectivos.

[

Si (p5)1e4 s una m-base de A, entonces (p,);¢4 define 7(M).

[ S)

)

) weHom,(M,N) = u es continua,
) M=N®@P- 1(M)|N = z(N).
)
)

NOW

M=Ax...x4 = ©(M) es la topologia producto.

5) A completa = 7(M) completa.

Veamos, ahora, un resultado bésico:

1.2. TEOREMA. Sea A un &lgebra compleja, B una A-ilgebra (no
necesariamente conmutativa) fiel, finitogenerada y proyectiva y p
una seminorma de 4lgebra en A. Existe una seminorma de &lgebra
g en B que extiende a p. Si p es una norma, ¢ se puede tomar norma.

Demostracion. Las hipdtesis sobre B aseguran que existe uge
€ Hom, (B, A) tal que uy(1) =1 ([12], Corolario 1.4, pag. 2). Sea
M = Keruy y (b;, #;)1<i<n una base dual para M, (b;, ;) € M X
X Homy (M, A) Vi. V¢ >0 definamos:

g:(0) = p(uo(0) +tp(b —uo(b) VbeB.

g, es una seminorma en B que extiende a p y que verifica:
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q.(ad) < p(a)q:(b) V(a,b)ed xB.
Sim, meM y K() = max (g,(b; ;)):

1<i,isn

g(mm') = q,(( =élu,-(m) b,-)( g“ w;(m’) bi)) =

i=1

07

= q,(}_]m (m) u;(m') b; b, <
J

< X p (s m) 5 () 4,(6: ) <

%1

< K(®) pm) p(m).

Extendamos los #;, 1 € ¢ <%, a B imponiendo que sean cero
en A y escribamos by = 1. Como (b;, 1;)9<i<s €s una base dual
para B:

bt —uo(b:B) + X ua:B) by Vi
k=1
GBib) = plug(®: %) +¢ Y pw(b.8) Vi (1)
k=1

Sib, b € B y escribimos m == b — uy(b) y m' == b" — uy(b’):

7:(00) = q:((uo (5) + m) (uo(¥) + m')) =

= (o (B) wo(6) 4 o (b) m' + uo(b') m +m m') <

< qi(uo(B) u0(6) + (w0 (B)m') + (w0 (') m) + q:(m m') <

< (o (B)uo (b)) + p (o (B))g:(m') + (o (b'))g: () + K (2)  (m) p ().

Ademais:

q:(b) ¢:(b") =
= p(ug(8)) p(uo () + ¢ p(uo(

Uy ) P (m) +
+ t p(uy(b)) p(m') + &2 p(m) p(m’

(m).

Ahora, observando que si m e M es g,(m) =t p (m):

b)
p

7:0V) < q.(b) ¢.(0) + (K@) — ) p(m) p(m).
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Teniendo en cuenta que K (f) = ¢,(b; b;), para ciertos ¢, j y recordan-
do (1):

K() —2 <N+ Nt —#2

donde N = mfl'?: (B (u, (B: %)) )

Si £ es grande K (f) — 2 es negativo y entonces:

q:(00) < q(b) () Vb beB

1.3. TEOREMA. Sea A un 4lgebra m-convexa y B un A-dlgebra
(no necesariamente conmutativa) fiel, finitogenerada y proyectiva.
La topologia proyectiva de B es m-convexa. Si A es normable (resp.
completa) B es normable (resp. completa).

Demostracion. Sea (p;);c4 una m-base de 4. V AeA conside-
remos una extensién de p, a B, digamos g,, relativa a cierto #; > 0
tal que g; sea una seminorma de 4lgebra. La familia (g;);c4 no es
necesariamente filtrante superiormente debido a la arbitrariedad del
¢, que determina la submultiplicatividad de g;. Sea v la topologia
m-convexa definida en B mediante la familia de seminormas de 4lge-
bra que se obtiene de (g;);c4 tomando supremos finitos. Es facil
comprobar que, conservando la notacién de 1.2:

0:(0) < mix (1,t) 3 pa(m,()  VbeB
k=0

Y p:(u,(8) < mdx (1, 4,71) ()  VbeB

k=0

Luego 7 = 7(B) y hemos terminado.

Nota. 1.3 contiene el resultado principal de [9]. El autor ha de-
mostrado en [15] un resultado andlogo cuando A es un dalgebra
Pseudo-Banach.

2. ESTRUCTURA DE M. En esta seccién A indicard un élgebra
m-convexa y B una extensién finitogenerada y proyectiva de 4,
7 serd, en todo el trabajo, la dual espectral de la inclusién de 4 en
B, estoes, n: Mg —>M,, n(y) =y[A VyeMy. Sioa(x)esun poli-
nomio ménico en A [«], indicaremos por 4, a la extensién A [%]/i ) ,



46 Joan Verdera Melenchén

que es libre de dimensién el grado de «(x), y por =, a la proyeccién
de M4, en M,. Resulta que M 4, es homeomorfo a {(2, 1) € M4 X

X Cle e My, Ae Z(ay)}, ([7], 4.3, pag. 56). Razonando como en la
seccién 1 de [6] obtenemos el siguiente

2.1. LEMA. Para cada o € M4, si Z(ag) = {A1, ..., Mpay), k(o) =
= card Z(ay), entonces existen M-entornos V; de (o, 4;), dos a dos
disjuntos, tales que:

1) 7(V) = a,(Vy) Vi
2) ﬂa—‘l(ﬂa(Vl)) = U Vi
3) =, (V) puede tomarse incluido en un entorno prefijado de .

Definicion. Sea weMp, o = n(y) v mg = kers. B, p es
un algebra de dimensién finita sobre C y su espectro es naturalmente
homeomorfo a #71(2). Si ¢ es el idempotente de B/, 5 tal que el

soporte de ¢ es {p}, definimos la multiplicidad m(y) de y como la
dimensién compleja de e(B/,, , ).

2.2. LeMa. Supongamos que B tenga rango definido sobre 4
y sea #n. Entonces para cada b e B existen un polinomio ménico
a(x) en A[x], de grado %, y una aplicacién continua

f* My ->My,
que conmuta con las proyecciones, tales que:
1) ad)=0
2) Z(ag) =bn~1(2)), VeoeM,
3) f* es exhaustiva.
4) M), ary) =Zm(0), VyeMy,

donde la suma se extiende sobre los 0 € M, que cumplen

f6) = f*(y).

Demostracién. Aplicar los argumentos de [13] teniendo en
cuenta que si y es un cardcter de B, wye M si y sélo si w(y) e M ,.
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Ahora podemos dar una descripcién completa de la estructura
de = .

2.3. TEOREMA. Si W es un abierto de M ,, s e W y 4, ..., v, son
los puntos distintos de #~1(2), entonces existen entornos ¥V, de
v, 1 <7 < m, dos a dos disjuntos y un entorno U de o tales que:

3) a(V)=U , 1<i<m

"

2 a-1(v) =07,

3 Y myp)=my) , wel , 1<i<m
yven=-l(@)nV;

4 UCW

Ademds n es una aplicacién abierta.

Demostracion. Notemos que no restringe la generalidad el
suponer que B tiene rango definido sobre 4. En efecto, por [2, 4.11,
p. 31], se pueden encontrar idempotentese, ..., ¢, de 4, con ¢;¢; = 0
sii#jye;+ ...+ ¢ =1, tales que ¢; B es una extensién finito-
generada y proyectiva de ¢; 4 con rango definido. Supongamos, por
tanto, que el rango de B sobre 4 es #%.

Sea b e B tal que b separe los puntos de #~1(2) y sean a(x) y
f* un polinomio y una aplicacién dados por el lema 2.2. Debido al
lema 2.1, existen M-entornos V;* de los puntos f*(y,), dos a dos dis-
juntos, y un entorno U de oz tales que

n(V*=U , 1<ism , m Y(U)=UV*

y UCW. Si escribimos V, = f*~1(V.*), 1 < ¢ < m, resulta que las
condiciones 1) 2) y 4) del Teorema se satisfacen obviamente. Para
demostrar 3) consideremos we U y fijemos ¢ € {1,2, ..., m}. Recu-
rriendo a la definicién de M-entorno obtenemos:

m(y;) = M(y; (), ag) = 2} M (2, «,) (2)

donde la suma se extiende al conjunto {6(8)/6 € V; n =~ 1(w)}. Pero
por el lema 2.2. para cada § € V; n n~ 1(w):
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M), a,) = Y m(y) 3)
v

donde la suma es sobre el conjunto {p/f* (y) =f*(0)}. (2) y (3) de-
muestran (4).

Falta demostrar que z es abierta. Sabemos que esto es cierto si
A es Banach [13, Teorema 1]. Para el caso general consideremos
una m-base (p,),.4 de A cerrada por supremos finitos (esto es, si 4,

.., Ay €/, entonces sup p, = p, para cierto 1 € 4). Construya-
Igigyp

mos una m-base (gy)y., de B a partir de (p,);.4 aplicando el teore-

ma 1. a cada p; y luego tomando supremos finitos. Entonces V 2’ € A’

existe A e/ tal que

g2 (0) = po(o®) + & Y £ (), beB,

i=1

donde el significado de #; y de las #; es como en el teorema 1. Si gy
(b) = 0 para algn b€ B, entonces u;(b) € p,~1(0) para cada j € {0,
1,...,n}. Por tanto b = ¥ ;(b) b; € p,~1(0) B, y de aqui g, 1(0) =
=0
$171(0) B. Ahora resulta que B/,,-1() es una extensién finitogenerada
v proyectiva de A/,,-1. Es facil comprobar que la norma 6] =
= ¢ »(b), b € B, proporciona la topologia proyectiva en B/,;-1 rela-
tiva a la topologia en 4 /,,-19) dada por la restriccién de || || a 4/y-10)-
La relacién

|
I

I s
=
—_—
S
\G"
(=)
m
&

donde las barras tienen el significado obvio, extiende a la comple-
tacién By de B/, -1(0 que resulta, por tanto, ser una extensién fini-
togenerada y proyectiva de 4,. Sea x, la dual espectral de la inclu-
sién de 4; en Bj;. Observando que Mp, = 7~ 1(M,), obtenemos,
si V es un abierto de My:

2(V)n My, ==V na~1(My) =m(V n Mg,) .

Entonces, como m, es abierta, 7 (V) n My, es abierto en M 4,. Luego
7w es abierta.

Definicion. Un punto y de My es singular si y sélo si @ no es
homeomorfismo local en w.
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2.4. CorOLARIO. Si S es el conjunto de puntos singulares de My,
S v #=(S) son cerrados sin interior.

Demostracion. Como = es abierta es suficiente demostrar que 7 (S)
tiene interior vacio. Consideremos @y € 7 (S) y sea W un entorno abier-
to de @y. Escribamos £(2) = cardinal #~1(2) v n~1(2) = {#q, ...,
v, o) Para g € M . Sea o € Wtal que k(o) = mca’;k(w). Considere-

mos entornos V; de ¢,y U de ¢ dados por el Teorema 2.3. Entonces:
cardinal (z=1(0)nV,) =21, 1<i<k(@B), 06U 4)

La definicién de @ nos dice que, de hecho, vale el signo igual en
(4). Por lo tanto =n/V; es un homeomorfismo sobre U para cada 7,
o sea o ¢ x(S).

2.5. COROLARIO. Si B es separable como A-dlgebra, entonces =
es un homeomorfismo local y, por tanto, Mz un revestimiento con
fibra finita de M, con proyeccién .

Demostracion. Sea y € M, y escribamos o = n(y), my = Ker o .
Entonces B/, 5 es 4/, = C-separable [2, 7.1, p. 72]. Por consi-
guiente B/, p es, como C-dlgebra, Cx .. xC, # = dim B/, 5. La
conclusién es m(y) = 1 V y € M. Entonces x es un homeomorfismo
local.

Nota. 2.5 contiene el teorema 5 de [8].

3. EL TEOREMA PRINCIPAL DE WEDDERBURN. El teorema princi-
pal de Wedderburn afirma que si B es un dlgebra de dimensién fini-
ta (no necesariamente conmutativa) sobre un cuerpo y B/gy (R(4)
es el radical de Jacobson de un anillo A) es separable, existe una
subdlgebra By de B tal que B = By @ R(B) (suma directa de es-
pacios vectoriales). En [3] se propone el siguiente problema: Si A4
es un anillo y B una A-ilgebra finitogenerada (no necesariamente
conmutativa) tal que B/g es A-separable ;qué condiciones ga-
rantizan la existencia de una subdlgebra inercial de B (o sea, de una
subalgebra By de B, A-separable, tal que B = By, + R(B) )°.

El objeto de esta seccién es profundizar en el estudio del proble-
ma expuesto con hipétesis de conmutatividad y proyectividad sobre B.

3.1. TEOREMA. Sea A un anillo y B una A-algebra finitogenerada
proyectiva tal que B/ p sea A-separable. Son equivalentes:

4 — Collectanea Mathematica
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1) B contiene una subélgebra inercial.

2) BQ® B contiene un idempotente ¢ = ¥ x; & y; tal que:
2 Ruy=1 '
b) 2x,-®y,~= Yy Qx; en B&® B

) ¥%4Qx%Qy,y;=¥%9%y,Q®y, en BOBX B.
47

%]

Dewmostracion. 1) = 2). Sea By una subdlgebra inercial de B,
¢ =Y x ¥y el idempotente de separabilidad de By ([2]), pag. 40)
:

¥ ¢ la proyeccién natural de By en B/g (5. Entonces:
x,-'®(l®y,-' — Q1) ¢ =0 V1

por definicién de idempotente de separabilidad. Sumando sobre :
,-2,- %' Q%' Qv yi' = § 2 @ xy @y
También por definicién de idempotente de separabilidad:
2:4 %'y =1.

Utilizando la unicidad de los idempotentes de separabilidad en
el caso conmutativo:

Yo' Wy =Ny Q.

Escribiendo ¢ = (p @ ¢) (¢'), %; = ¢ (%) v y; = @(y)/) V i obtenemos
lo deseado.

2) = 1). Definamos By ={beB | (X1 —1Qb) e =0} y conside-
remos el A-morfismo ¢ : B> BQ® B definido por:

p(B) =(0®1 —1®b)e VbeB.

By es una subdlgebra de B y, por definicién de By, la siguiente su-
cesion es exacta:
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(0) —> By—> B2 > BY B. (5)

Tensorializando por B, que es A-plana, obtenemos que es exacta:
(0) —> B By—> BRB-12% BRBXB

(1 @) (¢) = 0 por c); luego ¢ € BQ By y, por tanto, podemos su-
poner que y;€ By Vi. Sean u: BQ By ~B y g: B> BQ By las
aplicaciones definidas por u(b @ b)) =bb" y g(b) =0 ®1) e. uy g
son By -lineales (para g hay que utilizar la definicién de By) y u o
g = I, por a). Ahora podemos escribir la sucesién de implicaciones:
B es un By-factor de BQ By > B es By-proyectiva = By es un By-
factor de B ([12], Corolario 1.4, pag. 2) -» By es A-proyectiva - B
es A-plana.
Tensorizando (5) sobre 4 por By, resulta que es exacta:

(0) — By® By—> By ® B ~£% By® B Y B.

Por b) e e By & B; pero por ¢) (1 X ¢) (¢) = 0. Luego ¢€ By & By.
La conclusién es que By es A-separable. Que By + R(B) = B resul-
ta de [4], lema 6, pag. 7.

Nota. En la demostraciéon precedente se han utilizado ideas
de A. Magid (véase [10], pag. 91).

3.2. TEOREMA. Sea A un anillo y B una A-4lgebra finitogenerada
y proyectiva tal que B/ g sea A-separable. Si 4 tiene la propiedad
de que, para cada A-dlgebra finitogenerada y proyectiva C, cada
idempotente de C /g, es imagen, por la proyeccién canénica, de un
idempotente de C, entonces B contiene una subélgebra inercial.

Demostracion. Sea p la proyeccién natural de B Y B en B/ &
Y R[gp ¥ € el idempotente de separabilidad para B/gp. Como
Ker pc R(B®B) v BQB es A-finitogenerada y proyectiva,
existe un idempotente ¢ de B® B tal que p(e) = ¢y. Escribamos:
e=Xx%5QYy;%,%€B Vi

La conmutatividad del diagrama:
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B® B—L* B/R(B) ® B/R(B)

l

B———————— Bl

donde las flechas verticales se definen x @y —x y y la horizontal
inferior es la proyeccién canénica, nos dice que ¥, #; y; es un idempo-
P

tente de B que, médulo R(B), es 1.
Entonces

z %y =1 (6)
Consideremos los morfismos de A-dlgebras:

BRB-">BRBQB P1(x®Y) =2 (1Qy)e
BRB-2>»B®BR®B q(r®y) =2Q(yQ®1)e

Escribamos #; = ¢;(e), 2 = 1,2. Teniendo en cuenta la conmutatividad
de:

B®B ——*% > BOB®B

p lq
* ’
B/rs)® Blrsy —> Blrs @ Brs ® B/r(s

donde ¢;' se define como ¢; sustituyendo e por ¢, obtenemos:

q(uy) = q(u2) (B/g(s es A-separable).

Como que los u; son idempotentes y Ker ¢q ¢ R(BQ® BQ B):
1%y = #,. De otro modo:

2%’@";@ yiyi=§x£®x/yi®yi (7)

Wi

Razonando de forma semejante sobre el diagrama:



Extensiones finitogeneradas y proyectivas de un 4lgebra m-convexa 53

B®B—— > B®B

5 l;b
Y
B/R(B) ® B/R(B) —> B/R(B) b2y B/R(B)

donde las flechas horizontales se definen x Q y - y & «x, concluimos
que vale

in®yi=2yi®xi (8)

Ahora (6), (7) v (8) concluyen el razonamiento mediante una
aplicacién de 3.1.

3.3. CorOLARIO. Sea A un 4lgebra m-convexa completa y B una
extensién finitogenerada y proyectiva de 4. Son equivalentes:

1) B/gs es A-separable.
2) B contiene una subalgebra inercial.

3) = es un homeomorfismo local.

Demostracion. 1) = 2). Comprobemos que A verifica las hip6-
tesis de 3.2. Sea C una A-algebra finitogenerada y proyectiva y Ann
C el anulador de C. Como Ann C es un ideal de A generado por un
idempotente ([2], 1.9, pag. 7), Ann C es cerrado y Ag = A/ pnc €S
m-~convexa completa. Sustituyendo 4 por 4y puedo suponer que C
es una extensién de 4. Entonces 1.3 nos dice que existe en C una
topologia m-convexa completa y, por tanto, el teorema de idempo-
tencia de Shilov nos garantiza que A verifica las hipétesis de 3.2.
2) = 1). Una imagen homomorfa de un A-dlgebra separable es A-
separable ([2], 1.11, pag. 46).

1) = 3). Hemos visto que 1) implica que A verifica las hipétesis de
3.2. La demostracién de 3.2 nos dice que B cumple 2) de 3.1. De
aqui deduciamos que B contiene una subdlgebra inercial B, finito-
generada y proyectiva. Por [4], proposicién 1, pag. 2, My ~ Mpy
por 2.6 = es un homeomorfismo local.

3 = 2). Sea My x My = ({5, y) € My x Ml(s) = =(p)

dotado de la topologia inducida por M X M. Los morfismos:
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B—>BQ®B B—> BQ®B
b-—>bR1 b—>1@0b

inducen una aplicacién continua y biyectiva:

‘Z‘/IB?yB -2 5 "MB 3{( MB'
My

Si D= {(9,9)eMy X My| o =y}, D es un abierto y cerrado de

My
Mg X Mg porque 7 es un homeomorfismo local. Luego Dy = ¢~ 1(D)
M 4
es un abierto y cerrado de Mpg 5. Sea ¢ el idempotente de BQ B

tal que ¢ = Zp,, la funcién caracteristica de Dy. Si e =Y x,Qy;,
%;,y;€B Vi, y para %,y € B designamos por % X Q: la funcién de
C(Myg ) definida por:

(% 3) (e,9) =#(2) () (2, 9) €My X M,

resulta que

£=EA¢ X.&’\z
De aqui:
2_7?;' = 9)
D5 X5 =X X % (10)
;
ﬁc,x@x&,&,: ‘Q,XA,-&,X@, (11)

De (9), (10) y (11) deducimos, como en la demostracién de 3.2, que:
Yay =1
Y5y, =%y Qx

Y@y %Qy, =¥ 5¥%Qy;y;.
i

6
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Aplicando 3.1 hemos terminado.

Nota. Es interesante comparar 3.2 con el teorema 2 de [5]. Los
resultados de esta seccién fueron anunciados, sin demostracién, en
[14].

5. EXTENSIONES LOCALMENTE SEPARABLES. En Teorfa de Galois
de anillos conmutativos con unidad se utiliza la nocién de extensién
localmente separable ([2], pag. 102). Si 4 es un anillo, una extensién
B de A se dice localmente separable cuando es unién de una familia
de subélgebras finitogeneradas, proyectivas y separables. Nuestro
interés reside en la siguiente situacién: supongamos que A es un
dlgebra m-convexa y que B es una extensién de A tal que existe una
familia numerable (B,),.n de subélgebras de B que contienen 4 y
verifican:

a) B, es finitogenerada, proyectiva y separable como A-dlgebra.

b) B,$B,,, VneN, By=AyB=\B,.

neN

Dotemos a cada B, de la topologia proyectiva y a B de la topo-
logia T limite inductivo respecto del sistema inductivo que forman las
B, v las inclusiones canénicas. El problema es si T es una topologia

- m-convexa.

5.1 LEMA. Sea A un 4lgebra compleja, M un A-médulo finitoge-
nerado, proyectivo y fiel, (m;, f;)1<i<» una base dual para M ((m;, f;) €
eM x Hm, (M, A) V1i)ypy q seminormas de dlgebra en 4. De-
finamos seminormas en M escribiendo:

pm) = K, ¥, p(fi(m)) VmeM (K, >0)

é(m):KqEq(f,-(m)) VmeM (K, >0).

i

Entonces, si p y ¢ son equivalentes, p y ¢ también lo son.

Demostracion. Supongamos que, para cierto ¢> 0:

p(m) < cq(m) VY meM.
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Las hipétesis sobre M garantizan la existencia de elementos
X{, ..., X, de M que verifican ([2], 1.9, pag. 7):

; fi(x) = 1.
Consideremos la aplicacion:
F:MxMx® xM—A
Fi 90 = fi()-
Definamos, para s,7€{1,2,..., %} :
ef =(0,...,0, m;,0,...,0)
donde ; estd en la coordenada s-ésima.
Sia= nftg’x(ﬁ(F(ef) ,q(fi(x)) . Vaed:

p(@) =plaF(xy, ..., %) = p(F(axy, ..., ax,)) =
ZP(F(};fi (axy) m;, "";ff(axn) mf)) =

=p(F(§7_]f,-(ax,) el + ... —}—;fi(ax,,) e,-")) =
= P(;fi(“xl) Flgl) + ... + ;ff(‘”») F(e,v")) <

N

a(EjIp(f,-(axl)) +.. 4 ;p(ﬂ(axn)) =

= afx, (Blax) + ... + $lan) <
aclk, (qlax) ... q(ax,) =
= a c(Kyx,) @ q(f;(axy)) + ... +21]q(f,-(axn)))<

N

< o2 ¢(Kyx,) (; g(a) + ... + 2]‘, q(a)) -
= (an)? ¢(Kyx,) 9(a).

5.2 TeoreEMA. En la situacién explicitada antes del Lema, si
ademés A es metrizable resulta que:

T es m-convexa <= A es normable,
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Demostracion. La implicacién reciproca resulta de un resultado
general de Arosio ([1], proposicién 12, pag. 349).

Supongamos que A no es normable. Consideremos una m-base
para 4, (p,),.en, tal que:

Po<p1 <. <Py <

vy p, no es equivalente a p,.; V nelN.

VneN —{0}, B, es B, ; finitogenerada y proyectiva ([2], 2.4,
pag. 94). Sea u,e Homg, ,(B,, B,_1)conu,(1) =1y M, = Keru,,.
Entonces B, = B, _ | ® M, (suma directa de B, _ | -mddulos).

Por tanto, Ve N —{0}:

B,=A®OM ®...®& M, (suma directa de A-mddulos).

Pongamos My=A y Vne N —{0} escojamos una base dual para
M, como B, _;-médulo finitogenerado y proyectivo: (m"*, f*)1<i<on

Demostremos la siguiente proposicién:
(P) : existen una sucesién de seminormas de algebra (g,),en en B
y una sucesién doble de ndmeros reales estrictamente positivos
(K,™,=0, que verifican:

mx1

a) qua=p, VYneN yqg<qg <..<¢, <...

b) yxeB,,,m>1,si
x=x + %+ ...+ %,, x;eM; para 0 <j < m,

entonces:

0. = pal) + 3 K 3 4,(7/(%) ) (12)

i=1 i=1

Para demostrar (P) construimos cada ¢, inductivamente. Pon-
gamos gy = pg en A. Supongamos construida ¢y en B,,, m > 1, de
modo que se cumpla (12) para #» = 0. Apliquemos 1.2 tomando B,, co-
modlgebra base, B,,, | como extensién y gy como seminorma de al-

gebra en B,, existe un Ky”+1 > 0 tal que:

@m+1
g'o(%) = qo(tty - 1(%) + K¢ "1 % qo(f*H1(x — u,.1(%)))

i=1
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es una seminorma de dlgebra en B,,,;. Teniendo en cuenta que
X — #,,, 1(x) es el elemento x,,,; de la descomposicién de x que
figura en b):

j=1 1=

o) = polwo) + S Ki 2 ao(fi(%)) VxeBo...
1

Entonces ¢'g serd gg en B,, , ;.

Supongamos construidas seminormas de 4algebra ¢q,...,q, en By
K»,m > 1,0 <j <n, de modo que se cumplan a) y b). Indicaremos
el primer paso para la construccién de ¢,.;. Apliquemos 1.2 to-
mando 4 como 4algebra base, B; como extensién y p, . ; como semi-
norma de dlgebra en A: existe una seminorma de algebra ¢ en B,
tal que ¢/ =p,.1 vy VxeB;, six =%+ %, %0€ A y x1€M;:

(%) = Pur 1 (%0) + € X P 1 (fi1 (1)) (e >0).

Pongamos K!,,; = mdx (o, K,!) y Vxe B;:

qn+1(x) = Pn—!—l(xO) + K]n-:-l an+l(fi1(xl))

g, +1 cumple todo lo que se desea. Para «subir g,,; de B,,a B,, . ;
se procede de forma andloga. (P) estd demostrada.
Sea neN. S8i xeB,,

% =%+ ...+ x,, %,€ M; para 0 < j < n, definamos:
P,(¥) =¥ ¢i+1(%)
i=0

P, es una seminorma en B, y es inmediato que P, 15, = P, V #.
Sea p la seminorma en B tal que /5, = P,V n. p es J-continua por
construccién. Supongamos que g sea una seminorma de é4lgebra
T-continua tal que, para cierto K >0: p < Kq.

Existe v € N con:

ql4 < copy (co > 0)
Demostremos:

(P') VmeN 3¢, >0 tal que:
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q/Bm S Cm qv/Bm *

Induccién sobre m. Para m = 0 basta recordar que ¢,/4 = p,
Sea m > 0 tal que el enunciado sea cierto para cada # menor estricto
que m. Sea x € B,,,

x=2% + ... +%,, %€M Vie{0l,...,m
v escribamos:

R = mdx (¢(m/)) , c,, = mdx (co, (Re;_1)/K)).
1<igm I<ism
1<i<y

Obtenemos:
g(x) = q(f}o xf)s X q%) =

=960 + 3 o 3 £ i) <

=1 s=1

N

co , (%0) + ﬁ R {j q(fi (%)) <

i=1 =1

N

wp i) + 3 RS 6_14,(fi(x) <

i=1 t1=1

N

enlt, () + 3 KPS g, (fi(x) =

i=1 a=1
= Cm 4 (%).
(P') estd demostrada. Ahora:
4,41/, = Plu, < Kq/u, < Kcg,/u, .
Por tanto, ¢,, |y ¢, son equivalentes en M, .

Ya que, VxeM,:

o) = K7 3 ¢,(f7(%)

i=1

g1(¥) = K’y 'e}a 1 (f7 (%),

1=1
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es posible aplicar el Lema para concluir que ¢, y ¢, son equiva-
lentes en B,_;. Luego p, y p,.1 son equivalentes en 4, lo que
no es cierto. De aqui ¢ no puede existir y, finalmente, 7 no es m-
convexa.

Ejemplo. El interés del teorema radica en que permite construir
con facilidad limites inductivos estrictos y numerables de dlgebras
de Fréchet que no son dlgebras m-convexas. El primer ejemplo es
de Arosio ([1], ejemplo x11, pag. 358).

Escribamos:

C* = {feC (R)/f es indefinidamente diferenciable},
B, = {f € C®®|f es periédica de periodo 2x-27%,

A =By y B= | B,. Se comprueba que:

B” ~ A [x]/(xzn_fo), fO (t) =5 eit V t € R.

Luego B, es una extensién finitogenerada, proyectiva y separable
de A. Dotando a A de una estructura de algebra de Fréchet mediante
la topologia de la convergencia uniforme de la funcién y sus deriva-
das obtenemos el ejemplo deseado.
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