CO-H-ESTRUCTURAS SOBRE LA UNION PUNTUAL DE DOS
CO-H-ESPACIOS

por

M. CAsTELLET-J. I,. NAVARRO

Abstract. Given two co-H-spaces (Xp, u;) and (X,, u,) we classify
the «essentially differenty co-H-structures over the wedge X, Vv X;
for which the inclusion ¢;:X; - X, X; and the projection
$2: X,V X; > X, become primitive.

1. PRELIMINARES.

Todos los espacios serdn considerados con punto base y del tipo
de homotopia de un CW-complejo conexo. No distinguiremos entre
una aplicacién y su clase de homotopia punteada. Las definiciones

y notaciones son las usuales; en particular puede consultarse (2) y
(6).

Consideraremos tnicamente co-H-espacios 1-conexos. Para ellos
se tiene ((6), prop. 2.3)

1.1 Proposicién. Si X, es un co-H-espacio 1-conexo, para todo par
de espacios Y, Z se tiene una sucesién exacta de lazos

0—»>[Xy, Y Z] 2o [X,, YV Z] 2 [X,, Y X Z]—> 0

donde Y # Z indica la fibra homotépica de la inclusién canénica
1:YVZ->Y X Z.

En particular, para Y = Z = X; un co-H-espacio, dada una
aplicacién continua f: X, - X, se tiene 4, D(uy f, (fV fluz) =0y
por tanto existe un elemento w = w(f; ua, 1) € [Xs, X1 # X1]
univocamente determinado por k,w = D(u; f, (f V f)u2). Podemos
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considerar o como una obstruccién a la primitividad de f, ya que o
se anula si y sélo si f es (u,, p1)-primitiva.
La aplicacién
(5 pa, p) P [ Xy] —> [Xo, Xy # X]
[ ol(f; p,m)

no es, en general, un homomorfismo de lazos. Sin embargo,

1.2 Proposicién. Si u, es homotépicamente asociativa y conmuta-
tiva, o(; g, p1) es un homomorfismo de grupos abelianos.

Demostracién: Sean fj, f, € [X,, X{]. Pongamos w; = w(f; ; #a, p1),
wy = o (fy; 42, p1). Se tiene

ky (o) + 03) = Ry o1 + by oy = (uifi — (f1 V fi) u2) +
+ (1 fa—(f2V fo)pa) = wi(fs + 1) — LAV ) pe 4 (F2V f2) ua2l

Consideremosfel diagrama

X:VX2VX2V-\':MX1VX1VX1 VX

W 2

“)3«

XZ 1\/"['\/1 Tvryl XIVXI
%P Qq

.
Y XV X2V KoV X, R AR AV

HV VAV f2

donde v es la aplicacién codiagonal.
Los subdiagramas del centro y de la derecha conmutan y el de
la izquierda conmuta salvo homotopias. Ahora bien, el elemento

VAV AN 2V f2) aVudpe = VI(fiVA)u2V (£2V f2) a2l pa
es un representante de (f; \/ f1) 2 + (f2 V f2) 42, mientras que

(VV V) (VY AV) @Y )=
= [V(fiV 2p2V V(fi V f2) pal p2
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es claramente hométopa a [(fi + f2) V (f1 + f2)] 2. Asi pues, se
tiene k,(w; + w,) = Rk, o (fi + f2; 42, 1) que, junto con la inyec-
tividad de %, y la igualdad w(0; uy, u;) = 0, demuestran la propo-
sicién.

1.3 Observaciones.

a) Ker o(;p, ny) coincide con el subgrupo de las aplicaciones
(u2, u1)-primitivas de X, en X;.

b) Coker o(; pa, 1) = [Xa, X1 # X )/ Im w( ; ua, u1); asi pues, dos
elementos 6, 6’ € [X,, X{# X] representan la misma clase en
Coker w( ; up, p1) sl y s6lo si existe un ke 'X,, X{] tal que 6 = 0" +
+ o(h; p2, ).

c) A pesar de que w( ; ua, #1) NO es en general un homomorfismo de
lazos, la igualdad

o (fi + f2; 2, 1) = o (f1; w2, p1) + o (f2; w2, 1)

es cierta si f; 6 f, estidn en el centro de [X,, X;], como resulta al
analizar el diagrama de la proposicién.

2. LA UNION PUNTUAL DE DOS CO-H-ESPACIOS
Dados dos co-Hespacios (X1, u1) v (X2, p2) se puede definir sobre

X, V X, una comultiplicacién py de manera que el siguiente dia-
grama sea conmutativo.

_ 7 b2
Xl :Xz V Xl —Xz
#11 1#0 lﬂz
\ nvi D2V 12
X1V Xy —— X,V X3V XpV X——>X,V X,

71 l 1]’ l]z
X7 X
X X =250 oy ) %y xp 22222y, L x,

ug es, entonces, la aplicacién {(i \/ 73) o, (51 V 71) 41y, que es una
comultiplicacién en X, V X; ya que juy = 4.

De la definicién de uq se sigue que 71 es (ug, yo)-primitiva e 7, es
(42, po)-primitiva; entonces, 41 p1 + 75 p, es la identidad de X,V X.
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2.1 Lema. o(py; po, p2) = 0.

Demostracién: De (pp V po) po 2 = (P2 V p2) (02 V i2) p2 = pa, Te-
sulta. (j)z \/ ]52) Mo iz PZ = Uz Pz , pbero 1:2])2 S D(l, 1'1 }51), de donde
p2p2 = (p2V p2) o D (1,41 p1) = D((p2 V p2) o, (b2 V 2) mot1 £1) =
= D((p2V P2 o, (P2 V P2) (51 V 21) w1 p1) = D((P2V P2) o, 0) =
=(p2 V p2) mo, ya que pp 4y = 0.

2.2 Proposicion. Para todo espacio Y,

0— [X2 YI25 [X,V X, V]2 [X,,Y]— 0

es una sucesién exacta de lazos y homomorfismos.

Demcstracién: Puesto que ¢; es (ug, wo)-primitiva, C(s;) admite
una comultiplicacién u, tal que la inclusién g: X, VV X; — C() es
(Mo, u,)-primitiva (véase (5)). Ademds, u, estd univocamente deter-
minada por esta propiedad, ya que C(7;) es l-conexo y por tanto
g* es inyectiva (¢* ~1(0) = 0 se sigue de que Si; admite una inversa
homotdpica a izquierda y como [C (¢1), Y] es un lazo, por ser C (1)
l1-conexo, la relacién ¢*—1(0) = 0 es equivalente a la inyectividad
de g*). Entonces, si u’, es otra comultiplicacién sobre C(z;) tal que
#oq = (qVq) po, se tiene p, g = p', q; asi pues, u, = p’,.
Como p,%; = 0, existe una extensién de p,

B:C(y) —. X,
tal que kg = p,. Puesto que p, es (ug, uo)-primitiva,

0 = w(p2; po, t2) = 0 (RG; po, pre) = @ (k; g, p2) ¢

va que g es (up, g)-primitiva. De la inyectividad de g* se sigue en-
tonces w(k; ., p2) = 0. o

Ademas, kqiy py = pris pr = Py p*,inyectiva implican kg1, = 1.
Por otra parte, gi, kg = qiy pp = qD(1,4; p1) = D (g, 0) = g y ¢* in-
yectiva implican ¢4,k = 1. Concluimos, pues, que % es una equiva-
lencia homotépica con inversa g7, y, por tanto, (X, us) v (C(¢1), &)
son co-H-equivalentes, es decir, equivalentes como co-H-espacios.
Entonces, la sucesién

(X1, 1) 2> (X2 V X1, po) 22> (X2, o)

es cofibrada y nos induce la sucesién exacta deseada.
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En virtud de la biveccién
(Xo vV Xy, Y] 5 [X,, Y] X (X, Y]

para todo espacio Y, todo elemento ¢ € [X, V Xy, Y] admite una
presentacion ¢ = (¢,, 7). Observemos que Im p* ={fp,|fe[X,, Y]},
pero fp, tiene una presentacién de la forma fp, = (f,0). Si u, es
homotépicamente asociativa y conmutativa, [X,, Y} es un grupo
abeliano para todo Y, y es obvio que los elementos de la forma (f, 0)
estdn en el centro de [ X,V X1, Y], es decir, Im j)z cZ[X,V X,,Y];
por lo tanto v

0 —> [X,, Y1225 (X, v X, Y125 [X,,Y]—> 0

es una extensién central de lazos y homomorfismos.

J

2.3 Definicién. Una cofibracién B —L»> E £ F se dice principal
(en el sentido dual de Peterson-Thomas) si

(i) F admite una comultlphcacwn u,

(ii) Existe una aphcacmn ¢$:E -F\ E tal que
UV P —puiE~FVFyiglyg—g4:B~FVE

(iii) Existe una aplicacién #: F — E, tal qite ¢k, t,) ~t,: E - E,,
donde E, es el espacio obtenido a partir de E\/ E por la identifi-
cacion (¢(b), &) (4, g(0)), para todo beB. Si [I:E\ E - E, es la
proyeccién, entonces ¢, = ITk, (k,:E - EV E, i = 1,2 las inclu-
siones candnicas).

Ejemplos. a) Para todo espacio 4, la cofibracion 4 --C4 - SA
es claramente principal.

b) Dada una aplicacién f: A - B, la cofibracién inducida por
A —-CA - SA via f, B~ C(f) -»SA es principal. Tal cofibracién
se dird inducida.

2.4 Proposicion. Si (X,, uy) es co-H-grupo homotépicamente con-
mutativo, entonces la cofibracién

(X1, my) 2> (Xo V Xy, po) 22> (X2, uo)

es principal.



28 M. Castellet-J. L. Navarro

Demostracién: Sea ¢: X,V X; - X,V X,V X la aplicacién
definida por ¢y = (1V i1)¢;, @2, = (1 V 42) uy; se tiene, entonces

(IV pa)d=(1V p2) AV ix)pa, (1V 4y)21) =
=1V p2) (1V 22)pa, (1V p2) (1V 21)%1) = {2, 0) =
= pu2 (1,05 = pz P2,

y tendremos dos diagramas estrictamente conmutativos

7

X '_—'1_" XV Xy XoV X —_95—" XV XV X,
1'11 1V P 1V 92
¢ #2
XV X =XV X2 VX X, —> XVZX;

Consideremos el push-out topoldgico

1
X — X5V X1

2% 73

X2VX1—T->(X2VX1)*
1

y la extensién central

0 — [X3, (X2V X1)4]

P2 X,V X1, (XoV X0)y] 5 [ X, (X2V X1)s] —> 0.

Puesto que ¢,*(f;) = i1*(¢,), existird un tnico m € [X,, (X, v X1)4]
tal que mp, = D (5, ¢;). Entonces,

(mtyd=v(mt)d={_v(mVit)(1Vis)us,vi(mVt)(1Vi)i)=
= (V(m\ t193) pa, V(m\ t131) 41) = (m + 219, b101);

pero ¢4y = t,%; y, por otra parte,

(m +t105) po = mpy +t112py = Dy, t1) + ¢, D(1, 41 51) =
= D(t3, 1) + D (¢, trt1 p1) = D (2, L1201 $1)s

va que D(t,,t;) = mp, es un elemento central. Entonces,
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(m —+219) p2 =D (b2, 131 51) = D(fa, 8201 1) = 82 D(L, 51 51) = L2020,

y puesto que po* es inyectiva, se tiene m - #; 45 = #57,. Asi pues,
(m, b1y ¢ = (m b1y, Byiy) = (bata, boty) = 12(72, 11) =1

y obtenemos un diagrama homotépicamente conmutativo
X,V Xi—X VX,V

73 {m, 1)

XaVXy)e

en consecuencia,

(X1, p1) > (X2 V X1, o) 22> (X, 12)

satisface las condiciones de la definicién 2.3.

3. Co-H-EXTENSIONES

Consideremos una sucesién de co-H-espacios y aplicaciones pri-
mitivas respecto a las multiplicaciones dadas

(X1, p1) L (X, p) > (Xy, 12).

3.1 Definicién. La sucesién anterior se dice una co-H-extensién de
(X1, p1) por (X, up) si, para todo espacio Y,

0— [X,, Y25 [X, V1% (X1, Y]—> 0
es una extensién central de lazos y homomorfismos.

3.2 Observacianes.

a) (X, uy) es, entonces, necesariamente, un co-H-grupo homoté-
picamente conmutativo.
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b) Para Y = X, puesto que fi* es exhaustiva, existird un g, € [X, X]
tal que g, f; = 1. Es decir, X; es un retracto homotépico de X. Ade-
mds, si g; € [X, X1] es otro elemento, distinto de g;, tal que g, f; = 1,
la exactitud de la sucesién implica la existencia de un dnico % € [ X5, X1]
tal que &f, = D(gy, g1)-

¢) Para Y = X, consideremos D(l, f1g1) €[X, X]. Es claro que
D(1, f181)f1 = 0; por tanto existe un tnico g, € [X,, X] tal que g, f, =
= D(1, f1g1). Puesto que f, es inyectiva, de la relacién

g182f2=28€ D(1, fig1) = D(g, g1f181) = D(g1,81) =0

se sigue gy g, = 0.

3.3 Ejemplos.

1) En el apartado 2 hemos visto que si (X5, up) era un co-H-grupo
homotépicamente conmutativo, entonces

(X1, pr) 2 (X2 V X, po) 22> (X2 o)
era una co-H-extension.

2) Seaf:(X,pu) — (X, u) una aplicacién nulhomotopa (obviamen-
te (u, uq)-primitiva). Puesto que X es un co-H-espacio, es claro que
la suspension SX es un co-H-grupo homotépicamente conmutativo.
Entonces

(X1, 1) —> (C(f), ) —> (SX, o)

es una co-H-extensién.
- Vamos a ver que los «andidatosy a ser co-H-extensién se redu-
cen esencialmente al tipo del ejemiplo 1. En efecto,

3.4. Proposicion. Si (X, u1) L (X, p) 2> (X5, uo) es una co-H-
extension, entonces X ~ X,V X;.
Demostracién: Sean g; e[X, X;] tal que g1 fi=1 y g e[X,, X]

unico tal que g,f, = D(l, f; £1); consideremos las aplicaciones

<g2’f1>3X2VX1 —> X
infs +i181: X — X,V X,
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Se tiene

(&2 f1) (2fa + 1181) = &2 f1) 12fo + &2 f1) 1181 = &2f2 + figi =1

Inversamente,

(G2f2 + 1181) &2 f1) = {(af2 + 4181) &2 (2f2 + 1181) f1)-

1 *
3 b
Ahora bien, puesto que fi* es un homomorfismo

(taf2 + 1181) fr = 2 fofi + t1&81f1 = 41,

va que f,f; =0 y g, f; = 1. En general g,* no es un homomorfis-
mo, pero

(t2fa + 1181 &2 2= (2fa + i181) D(L,fig1) =
= D(i2fs + 1181, (laf2 +1181) f181) =
= D(izfa + 2181, 11&1) = 12/

y como fo* es inyectiva, (i5f, + 9181) g2 = 1. Asi pues, resulta
(t2f2 + 1181) (&2, /1) = (42,%1) = 1 y concluimos que %5f; + 4;&; es
una equivalencia homotépica.

Observemos que, entonces, X,V X; admite una comultiplica-
cién, que denotaremos por u, tal que 7, f, 4 7, g; es (u, u)-primitiva.
Puesto que p,(25f2 + 41 f1) = f2, de (3.1) de (6) se sigue que p, es
(u, p)-primitiva, y de (i, f, + 4;81) f1 = ¢; se sigue que ¢ es (uy, u)-
primitiva, ya que es composicién de aplicaciones primitivas. Tenemos,
pues, un diagrama homotdpicamente conmutativo

X:
/( . y‘
‘(Xl,.ul._) Lh+tiag | = (X2, p2)
gl /
(X2VX1: /7) '

donde todas las flechas son primitivas respecto a las comultiplica-
ciones dadas y, por tanto, la sucesién inferior es una co-Hextensién
«esencialmentey igual a la superior. Aparece, pues, de forma natural
el concepto de co-Hextensiones equivalentes.
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3.5 Definicién. Una co-H-extensién

(X1, 1) 2 (K1) B (X, 1)
se dird equivalente a una dada

(X1, 1) L (X, @) L (X5, o)

si existe una aplicacién (u, i)-primitiva g : X — X tal que el diagrama

LING
Xl- g XZ
Ji /2
1\\5{' 2

es homotdépicamente conmutativo.

De la definicién se sigue que g es, necesariamente, una equiva-
lencia homotépica. En efecto, al igual que en la demostracién de
(2.2) se tiene que (X,, uy) es co-H-equivalente a (C(fy),u,) y a
(C(f1), &) ¥, puesto que X; es un retracto homotépico de X y de

X, la sucesién exacta larga de homologia escinde en sucesiones exac-
tas cortas, para todo #,

TI:; (X)
S« Jas
0 > ﬁn(Xl)/’ g*>I~{n(X2) >0
fl*\\ﬁ” (Y) f_2*

y, por el lema de los cinco, g induce isomorfismos en homologia;
asi, pues, es una equivalencia homotépica, al ser los espacios CW-
complejos 1-conexos.

3.6 Proposicion. Ia relacién anterior definida en el conjunto de
las co-H-extensiones de (Xy, u;) por (X,, us) es de equivalencia.
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Demostracién: ILas propiedades reflexiva y transitiva son obvias y
serd suficiente probar la simétrica. Como g es una equivalencia ho-
motépica (u, w)-primitiva,

g*:[)—(, Y-I —> [Xr Y]

es un isomorfismo de lazos, para todo espacio Y. En particular,
para Y = X, existe un tnico % € [X, X] tal que hg = 1. Pero, en-
tonces, ghg = g y, tanto, gh = 1. Ademds, puesto que w(4; u, u)g =
=whg pu p) = o(l; u,pu) =0, ok u, u) = 0. Bastard, pues, pro-
bar la conmutatividad homotépica del diagrama

pero hfy =hgfr=rf1 v fah = f28h = f>.

Denotemos por CHE (X, uy; X5, us) el conjunto cociente y ob-
servemos que, de la observacién previa a (3.5), se sigue que en cada
clase de co-H-extensiones existe un representante de la forma

(X1, 1) 2 (X2V X1, p) 225 (X2, o) -

4. CLASIFICACION DE CO-H-EXTENSIONES
Toda co-H-extensién
(X1, ) 2> (X, p) 2> (X5, 4a)
induce una extensién central
0 — [Xp X1 # X0 5% [X, X+ X152 [X), X, # X1] —> 0
elegido un g; e [X, X;] tal que g;f; = 1 obtenemos un elemento

bien determinado w(g;; u, u1) € [X, X1 # X]. Como f; es (uy, p)-
primitiva, por (3.1) de (6) se tiene

3 — Collectanea Mathematica
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(g1 4, p1) f1 = w(g1f1; po p) = 0(1; p, p) = 0;

existe, pues, un elemento 6 e [X,, X; + X;] univocamente deter-
minado por 0, = (g; 1, ).

(4.1). Si tenemos una co-H-extensién equivalente a la anterior

(X1, ) 1oy (X, B) L2y (X, o),

existe, entonces, una equivalencia homotdpica (u, u)-primitiva

b (X, u) —> (X, p)

tal que hfy =f1 v fah=/a

Tomemos g; = g; h € [X, X{]; entonces g, f; =g hf; = g1fi = L.
Aniélogamente como antes existird, pues, un elemento 6 € (X5, X, #
# X;] univocamente determinado por 0f; = w(gy; &z, ). Pero

0f2=0f2h =gy i p)h=owlgh pm) =0f
y como _75 es inyectiva, se sigue que 6 = 6.

(4.2). Supongamos que en la co-H-extensién inicial elegimos ahora
otro g’y € [X, X;] tal que g,"f; = 1, distinto de g;; existira, enton-
ces, un 0’ €[X,, X; # X;] univocamente determinado por 6'f, =
= w(g'1; 1, p1). Por 3.2.b) existird, entonces, un elemento % e[X,, X ]
univocamente determinado por Af, = D(gy,g’y) tal que

0fs = o(gi; u, 1) = 0(g's + hfs; g p1) = 0(g'1; s 1) + o (B; po, 1) f2

yva que hf, es un elemento central y f, es (u, u;)-primitiva. Resulta,
pues,

0fr = 0'fr + o (h; pz, p1) f2 = 0" + o (k; ua, p1) f2

y la inyectividad de f3 implica 6 = 6’ + w(%; uo, p1). Es decir 6 y 6’
representan una misma clase [0] € Coker w( ; pa, p1)-
Podemos, pues, definir una aplicacién

®:CHE (Xl: K15 XZ’ /‘2) —> Coker w( > 42, ;“l)

tal que D[(Xy, p1) L (X, ) 2> (X, p2)] = [6], que por (4.1) esta
bien definida y por (4.2) es independiente de la retraccién definida
para fi.
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En particular, si consideramos la co-H-extensién

(X1, 1) 2 (XoV X1, po) 22> (X2, p2)

definida al principio del §2, le asociaremos un tnico 6 € [X,, X # X{]
tal que 0p, = w(p1; ug, 41). Pero, puesto que

(PrV 21 wo = {(P1V £1) 2V i2) pa, (B1V £1) (1 V 41) 1) =
= {0, p1) = p1 {0, 1) = p1 p1,

P es (ug, uy)-primitiva y, por tanto, w(p;; ug, 1) = 0. De la in-
yectividad de p3 se sigue, entonces, que 0 = 0.

(4.3). Dado 0 € [X,, X;# X,], tomemos X = X,V X y conside-
remos el diagrama

7y ?2
X > X,V Xy =X,
U1 &0 M2
v
XV X —— XLV iV XV X ——— XLV X,
Ve P2V P2
J1 J J2

\ 4
Xy X X1 — (XoV X)) X (XpV X)) —=X X X,
11 X 71 P2 X P2

Definimos una aplicacién
ot X2V X1 —> (X2 X1) V (X2V X))

tal que wpei; = (Vi) 1 YV etz = (12V12) p2 — (21V %) k6.
Puesto que ju, es la aplicaciéon diagonal (ya que j1 & = 0), u, es una
comultiplicacién sobre X,V X|.

Es obvio, a partir de la definicién, que #; es (uj, up)-primitiva.
Por otra parte, (p;\/ $2) fty = (z, 0) = pz (1, 0) = 3 py; asi pues,
también p, es (u,, u2)-primitiva. Es, pues, claro que

(X1, 1) 2 (XaV Xy, ) 22> (X2, o)

es una co-H-extensién, que llamaremos «asociada a 0y.
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(4.4). Supongamos que § y 0 representan una misma clase en
Coker w( ; uy, p1); es decir, existe un he[X,, X;] tal que 6 =
=0+ w (h; uy, u1). Entonces, para 0 tendremos definida, andloga-
mente que para 0, una co-H-extensién

(X1, p1) 2> (XaV Xy, pa) 22> (X, o).

Consideremos el diagrama homotépicamente conmutativo

i X,V X4
V \’j

X Y X,
' X,V Xy &

donde y = (4, — %1 A, 4;). Se tiene, entonces,

— @1V 51 kO, 1V i) mi) (Bp — i1k, 1) =

ury = {(52V 92) 2 )
= (B2V i) pr2 — GV i) O — (51 Vi) uahy (1V 61) ) =
= (Vi — 1V 91) kO — (61 V i) ko — (51 V 51) (BV B) po, (51 V 31) 1) =
=2V i) pa — (1 V51) RO — (G AV 51 h) pa, (31V 71) 1)

Pero, por otra parte

VP e =<y V) G2V — (V) C1Vi)kO, (yvy) (Vi) =
= (52 — 41 B) V (52 — 41 k) o — (51 1) RO, (51 V 51) 1),

ya que yi; = 4; ¥ yiy = iy — 11 4. Ahora bien, puesto que u, es ho-
motépicamente asociativa y conmutativa, aplicando (1.2) resulta

(2 —31h) V (52 — 61h)) pa = (52 %2) p2 — (412 415) 2

Asi pues, ugy = (Y V 7)o Y v €5 (ptp, p5)-primitiva.

Es facil comprobar que (i3 + %15, 1) y {43 — i1k, ;) son equi-
valencias homotépicas inversas. Hemos pues probado que si 6 y
0 representan la misma clase [6] en Coker w( ; uy, uy), las co-H-ex-

tensiones asociadas a 6 y a 6 son equivalentes.
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Tendremos, pues, una aplicacién bien definida
W Coker o( ; pa, p1) —> CHE (X1, p1; Xa, o)
tal que
P16] = (X1, 1) > (X2 X1, ptg) 22> (X, o).

(4.5). Dado [0] € Coker w ( ; pa, p1), puesto que (p;V p1) pe =
= —k0py+ p1p1, es claro que w(py; pu, p1) = 0 p2, ¥y por tanto
D Y6 = [0].

Reciprocamente, dado un elemento de CHE (X1, pu1; X,, pa), por
la observacién previa a (3.5) podemos tomar un representante de la
forma

(X1, m) 2> (XoV X1, p) 22> (Xo, po)

Sea [0] la imagen por @ (0 € [X,, X; # X;] univocamente determi-
nada por 0, = w(py; 4, #1)) ¥ e la comultiplicacién sobre X,V X;
«asociada a 6Oy, definida en (4.3).

Se tiene, entonces, wy¢y = (¢1V ¢1) 4y = pt;. Por otra parte,
mediante un simple célculo y aplicando la proposicién (3.1) de (6),
obtenemos pu,i2p2 = (22 V t202) p — k 0 (41515 p1, p1). Puesto que
iyps +i1p1 =17y iyp, es un elemento central, por 1.3.c) resulta

w(@1p1; p, 4) = — w(i2p2; g, p) ¥, por tanto
Bolopa = (12p2V t2p2) u + k(i3 p2; i, p) = piz P

de donde wyi, = ui, en virtud de la inyectividad de p3. Asf pues,

te = {Mot2, Hyt1) = (Pt priry = pulia, 11y = 4
y concluimos que ¥ @ = 1. Podemos, pues, enunciar.

4.6. Teorema. Existe una correspondencia biyectiva entre el con-
junto de co-H-extensiones de (X, uj) por (X, up) médulo la rela-
cién de equivalencia definida, CHE (X, u1; X5, u2), y €l conticleo de
la aplicacion o ( ; po, 1) : [ X2, X1] = [X2 X1 # X1].

En consecuencia, queda inducida una estructura de grupo abelia-
no en CHE (X4, p1; X3, uy), donde el elemento neutro es precisa-
mente la clase de la co-H-extensién

(X1, 1) 2> (XoV X1, po) 2> (X2, o)
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definida en el §2. Notemos que estd caracterizada por hacer (ug, 41)-
primitiva a p;; por tanto pf es un homomorfismo y la extensiéon
central es escindible a derecha, es decir

(93, p1): [Xov Xy, Y] = [Xp, V] X [Xy, V]

como lazos algebraicos.

4.7 Observacion. Si p es una comultiplicacién en X y u' =~ pu, es
obvio que u’ es otra comultiplicacién. La clase homotopia de u se
dird una co-H-estructura sobre X.

Dos co-H-estructuras sobre X, representadas por sendas comulti-
plicaciones u; y p,, se dirdn equivalentes si existe una autoequi-
valencia homotépica (i, uy)-primitiva de X. Obviamente, de 3.1 de
(6) se sigue que la relacién definida en el conjunto de las co-H-estruc-
turas sobre X es de equivalencia. El cociente resulta ser el conjunto
de co-H-estructuras «esencialmente distintasy sobre X.

Si u; y u, representan co-H-estructuras «esencialmente distintasy,
entonces (X, u;) y (X, uz) no son equivalentes como co-H-espacios.
Dicho de otra manera, inducen estructuras de lazos no isomorfos en
X, Y]

Observemos, entonces que clasificar co-H-extensiones de (X1, u1)
por (X5, uz) no es otra cosa que clasificar las co-H-estructuras «esen-
cialmente distintasy sobre X,\/ X; que hagan primitivas a 7; y a
P2, respecto a co-H-estructuras u; y u,, sobre X; v X, respectiva-
mente, fijadas previamente.

4.8 Ejemplo. Es conocido que si # > 2, entonces S* admite una
tnica co-H-estructura o,. Puesto que S” es (» — 1)-conexo, S* + S*
serd (2#n — 2)-conexo. Asi pues, para m < 2n — 2, [S”, S*+ S")| =
= I1,(S"+ S") = 0y, por tanto, CHE (5%, S™) = 0, es decir, S”\/ S*
admite una tnica co-H-estructura ¢ tal que 7,:S5"— S™\/ 5" es
(o,,, 0)-primitiva y p,,:S"\ S* —> S™ es (o, 0,,)-primitiva. En par-
ticular, CHE (S*, 5§*) = 0 para todo # > 2. :
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