ZUR INHALTSTHEORIE DER POLYEDER (¥)

Von H. Habpwicer (Bern)

Die Theorie des Polyederinhalts im drei —und hoher— dimensio-
nalen euklidischen Raum kann nicht streng elementargeometrisch (%)
auf dem Begriff der Zerlegungsgleichheit aufgebaut werden, wie dies
D. HieerT (?) in methodisch und inhaltlich voll befriedigender Weise
im zweidimensionalen Fall durchfiihren konnte. Der Grund dieser
Schwierigkeit liegt wie bekannt in dem von M. DEmnx (]) bewiesenen
Satz, wonach es inhaltsgleiche Polyeder gibt, die nicht zerlegungs-
gleich sind.

Allerdings ldsst sich eine geometrische Inhaltstheorie entwickeln,
die indirekt auf der Zerlegungsgleichheit beruht, indem man nach dem
Vorgehen von M. DEnN (%) und F. ExrIQuEs (%) zwei Polyeder inhalts-
gleich nennt, wenn keines von diesen mit einem echten Teilpolyeder
des andern zcrlegungsgleich ist. Jedoch galt es auch hier die durch das
Zerlegungsdilemma bedingte Schwierigkeit zu beheben, vor allem die
Unklarheit um das De Zoltesche Postulat zu iiberwinden (). Dies wurde
in der Tat dadurch méglich, dass man sich zun#chst vom klassischen
Begriff eines an sich gegebenen geometrischen Inhalts abwandte und
den Polyedern nur Inhaltsmasse, also reelle Zahlwerte definitorisch
zuordnete. Damit wurde durch die Untersuchungen von G. VERONESE (7),

(*) Zusammengestelll und ausgearbeitet nach Vortragen in Freiburg i. Br., Ti-
bingen und IHamburg im Juli 1950.

() Die Bezcichnungsweise « clementargeometrisch» ist hier im weitesten Sinne
so zu verstehen, dass nur Schliisse zur Anwendung gelangen sollen, die
mit endlich vielen Polyedern und Zerlegungen auskommen ; jeder unendlich
fortgefithrle Prozess mit Limesbetrachtungen usw. soll vermieden werden.

() D. HiLserT, Grundlagen der Geometrie, Kap. IV, 4. Aufl. Leipzig, 1913.

(®) M. Denn, Ucber raumgleiche Polyeder. Gott. Nachr. 1900 ; Ueber den Raum-

" inhalt. Math. Ann. 55 (1902) 465-478.

(*) Vgl die Ausfithrungen von M. ZacuArias, Encykl. I1I/AB. 9, S. 950.

(°) F. ENriQuss, Fragen der Elementargeometrie, deutsch von Thieme, I. Teil
Leipzig, 1911 ; insb. § 14 (Padagogische Schlussbemerkungen S. 202).

(®) Darstellung bei F. Exriguss loc. cit. S. 160.

(") G. VERONESE, Dimostrazione della proposizione fondamentale dell equiva-
lenze delle figure. Atti del R. Ist. Venelo di scienze, lettere ed arti. t. VI(7)
(1894/95).
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S. 0. ScaaTunowsKI (8) und W. Siss (?) eine neuc #usserst fruchtbare
Phase in der Entwicklung des Inhaltsproblems ecingeleitet. Es galt
vor allem fiir die definierte Inhaltsmasse diejenigen Eigenschaften
nachzuweisen, dic einen befriedigenden Ausbau der Theorie gewihr-
leisten ; dies betraf in erster Linie die Eigenschaft des Inhaltsfunktionals,
additiv zu scin. — Fiir mehrdimensionale Polyeder wurde dieser Nach-
weis erstmals von W. Suss (1) erbracht.

Die Theorie der Inhaltsmasse brachte nun fiir die geometrische In-
haltstheorie auch die notwendige Klarung. So gelang es beispielsweisc
auf dieser Grundlage sowohl das Cavalierische Prinzip (1) als auch das
De Zoltesche Prinzip (*?) als beweisbare Sitze klarzulegen.

Indessen vermochte auch die Theorie der Inhaltsmasszahlen noch
nicht vollstdndig zu befriedigen, vor allem war es die Willkiir bei der
Wahl der elementaren Inhaltsformel, welche berechtigte Kritik veran-
lasste. So lehnte es M. Zaciarias (33) ab, in der Konstruktion von S. O.
ScHATUNOWSKI eine vollstindige Losung des Inhaltsproblems zu sehen,
da z. B. die Frage offengelassen ist, ob nicht auch andere Inhaltsmass-
zahlen existieren, die von der willkiirlich gew#hlten verschieden sind.

Mit der vorliegenden Abhandlung wird nun eine Inhaltstheoric fiir
Polyeder angestrebt, die die oben angedeuteten M#ngel von vorne
hercin ausschliesst. Dies wird dadurch erreicht, dass die Theorie einzig
und allein auf vier Postulate aufgebaut wird, welche vier Grund-
eigenschaften einer Inhaltsmasszahl ausdriicken, ndmlich die Eigenschaften
translationsinvariant, additiv, definit und normiert zu sein. Eine In-
haltsmasszahl wird nicht nur willkiirlich angesetzt, und so die Exis-
tenz einer LOsung fiir dic vier gestellten Forderungen nachgewiesen,
sondern es wird auch gezeigt, dass Eindeutigkeit besteht, in dem Sinne,
das sich der Ansatz umgekehrt aus den vier Forderungen in zwingender
Weise herleiten 1sst.

Der Inhaltssatz, dessen Beweis das eigentliche Hauptziel der vor-
liegenden Arbeit darstellt, sagt aus, dass der elementare Inhalt das

(®) S. O. ScuaTtuxowski, Ueber den Rauminhalt der Polyeder. Math. Ann. 57
(1903) 496-508.

*® Ww. St‘jss,3(])30grilndung der Lehre vom Polyederinhalt. Math. Ann. 82 (1921)
297-305.

(*) 'W. S@ss, Ueber das Inhaltsmass bei mehrdimensionalen Polyedern. Tohoku
Math. J. 38 (1933) 252-261.

(**) W. Stss, Beweis des Cavalierischen Prinzips fiir n-dimensionale Polytope
ol(me Benutzung des Archimedischen Axioms. Tohoku Math. J. 24 (1925),
307-312.

(*®) Vgl. F. ENrIQUES, loc. cit. Fussnote 6).

(**) M. Zacnarias, Encykl. ITI/AB. 9, S. 940-942.
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einzige translationsinvariante, additive, definitc und normierte Polye-
derfunktional ist (14).

Es darf hervorgehoben werden, dass in der hier entwickelten Theo-
rie die Translationsinvarianz an die Stelle der sonst iiblichen Forde-
rung der Bewegungsinvarianz tritt, sodass also wesentlich schwéchere
Forderungen gestellt werden als dies bei einer axiomatischen Begriin-
dung ciner Inhaltslehre iiblich ist (*%).

Wie bereits K. F. Gauss (¥) befiirchtete, D. HiLBERT (') bestimmt
vermutete und M. Denx (18) erstmals streng nachwies, ist fiir die Ent-
wicklung einer Theorie des Polyederinhalts ein Grenzprozess unver-
meidlich. Es ist ein besonderes Charakteristikum der hier vorgctragenen
Inhaltstheorie, dass der Grenzprozess nunmehr vollstindig aus dem
geometrischen in den arithmetischen Bereich verschoben ist, und auf
eine fast unmerklich einfache Weise in Erscheinung tritt. Dadurch dass
die oft iiblichen Polyederapproximationen oder aequivalente infinite
Verfahren ausgeschaltet werden konnten, hat die Theorie den wiinsch-
baren elementargeometrischen Charakter erhalten (19).

Abschliessend sei noch erwihnt, dass Verf. die Anregung, diese Ab-
handlung niederzuschreiben, Herrn J. KaramaTa (2%) verdankt.

(*%) Im Fall dreidimensionaler Polyeder wurde ein analoger Salz, allerdings auf
Grund der stiarkeren Forderung der Bewegungsinvarianz, auf elementare
Weise begriindet. Vgl. H. HapwickER, Bemerkungen zur elementaren In-
haltslehre des Raumes. Elemente der Math. 4 (1) (1949) 3-7.

(*%) Man kann sich mit Recht fragen, ob es nicht Vorteile bieten wiirde, die In--
halts- und Masstheorie in euklidischen Ré#umen grundsitzlich transla-
tionsinvariant aufzubauen. Die Bewegungsinvarianz wire dann nicht eine
Forderung, sondern in gecigneten Masssystemen eine zusitzliche Rigen-
schaft, die gefolgert wird. Den Hauptvorteil des neuen Standpunktes sieht
Verf. darin, dass es nunmehr universell giiltige Masssysteme (vom BANACH
schen Typus) gibt, nach welchen alle beschrénkcten Punktmengen gemessen
werden  kounen; dies hat nach einem Theorem von J. voN NEUMANN
seinen tieferen Grund darin, dass die Translationsgruppe abelsch ist. Halt
man dagegen an der Bewegungsinvarianz fest, so muss man in einer spé-
teren Phase der Theorie erkennen, dass es sicher kein universelles Masssystem
geben kann, so dass sich nur solche beschriankte Punktmengen ausmesseu
Jassen, dic gewissen Messharkeitsbedingungen geniigen. — Der durch den
Inhaltssatz im Rahmen der elementaren Grundlage enthiillte Sachverhalt
spricht fiir die Verniinftigkeit des oben erdrterten neuen Standpunktes.

(*%) Vgl Briefe an Gerling (Werke VIII, S. 241, 299).

() Mathematische Probleme N.° 3, Gott. Nachr. 1900 S. 266.
(*®) Loc. cit. Fussnote 3).

(1) Vgl. Fussnote 1).

(2) Anlésslich einer Diskussion im April 1950 in Bern @iber das Inhaltsproblem bei
Polyedern machte mich .Herr Karamata auf einen hiibschen Kunstgriff
aufmerksam, der in einer besonderen fortgesetzten Zerlegnng eines Tetraeders
bestand. Die weitere Verfolgung des Einfalls ermdglichte es mir, in dlteren
Plinen eine methodische Vercinfachung vorzunehmen.
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§ 1. UeBer POLYEDER, POLYEDERINHALT UND INHALTSPOSTULATE

A, B, C, ... sollen Polyeder des k — dimensionalen euklidischen
Raumes bezeichnen. Diese sind stets als abgeschlossen und beschriankt
anzunehmen. Ein einzelnes speziclles Polyeder ist durch den Aufbau
der Theorie des Inhalts besonders ausgezeichnet, nimlich ein Einheifs-
wiirfel E.

Punkte des Raumes R; charakterisieren wir hdufig durch ihre Orts-
vektaren, die in cinem festen Ursprung O angreifen sollen. Die Orts-
vekloren der Punkte eines Polyeders A nennen wir kurz Ortsvektoren
von A.

Nachfolgend erkliren wir kurz vier einfache Polyederoperatio-
nen, die im Laufe der Entwicklung angewendet werden miissen. Es
sind dies:

(1) Addition A4+ B falls  (AB)=0;
(2) Subtraktion A — B falls A2 B;
3) Dilatation 24 fir  1>0;

(1) Minkowskische Addition AX B

 Hierbei sind noch die folgenden zusitzlichen Erklidrungen und Vor-
schriften zu beachten: 1. A + B ist die gewohnliche Summe im Sinne
der Punktmengenlehre ; sie darf aber hier nur gebildet werden, wenn. A
und B keinc inneren Punkte gemeinsam haben, sodass der offene Kern
(AB)° des Durchschnitts A B leer ist (diese Konvention entspricht dem
tiblichen Begnff des Zusammensetzens bzw. des Zerlegens der Polyeder
im Sinne der Elementargeometrie). 2. A — B ist die abgeschlossene
Hiille der gewohnlichen Differenz im Sinne der Punktmengenlehre ;
sie kann nur gebildet werden, wenn B in A als Teil enthalten ist,
geschrieben B € A. 3. 1A ist das zu A homothetische Polyeder, dessen
Ortsvektoren durch Aa gegeben sind, wobei a die Ortsvektoren von A
durchléuft. 4. A X B ist das sich aus A und B durch die verallgemeinerte
Minkowskische Lincarkombination ergebende Polyeder, das durch die
Ortsvektoren a 4 b beschrieben wird, wobci a und b unabhiingig alle
Ortsvektoren von A und B durchlaufen.
Durch die Anschrift

) A=Y 4,

bezeichnen wir eine Zerlegung des Polyeders A in die Teilpolyeder A,.
Die Additionen verstehen sich hier im Sinne der oben gegebenen Vor-



Zur Inhaltstheorie der Polyeder 141

schriften. Alle Summen sind in der vorliegenden Arbeit stillschweigend
als endlich vorausgesetzt. Im Hinblick auf dic Assoziativitat der Addi-
tion sind in (5) keine Klammern zu erwégen. — Es soll jetzt eine
recht niitzliche Erweiterung von (5) eingefithrt werden, die dadurch
zustande kommt, dass man auch dic oben erklarte Subtraktion anwendet.
Durch die Anschrift

(6) AZEFVAV (‘EV:il)

sei eine Zerlegung des Polyeders A im erweiterten Sinne charakteri-
siert. Hierbei se1 aber dic Voraussetzung erfiillt, dass sich die rechte
Seite von (6) durch formales Auflosen belicbig incinander verschach-
telter Klammern ergibt, wobei sich mit Beachtung der Klammern alle
Operationen im Sinne der Vorschriften bei Addition und Subtraktion
bei Polyedern effektiv ausfiihren lassen. Diese Konvention bedingt
cine in technischer Beziehung sehr wirksame Vercinfachung im formalen
Ausbau der Theorie.

Zwei Polyeder A und B, die durch eine Verschiebung im Raum zur
Deckung gebracht werden konnen, heissen lranslationsgleich; dies ist
eine Verwandtschaft, die wir durch

(7) A=B

symbolisieren wollen.

Ein fiir alle Polyeder des Raumes A definiertes reellwertiges Funk-
tional @ (A) wollen wir eine Inhallsmasszahl nennen, wenn dieses die
vier durch dic nachfolgend aufgefithrten Inhaltspostulaie zum Ausdruck
gebrachten Grundeigenschaften aufweist :

Das Funktional @ (A) sei

1. translationsinvariant, d. h. es gilt

- (8) DA)=D A" falls A=A ist;
II. additiv, d. h. es gilt ‘

© @A+ B)=0(4)+ D (B);
II1. definit, sodass stets gilt

(10) P(A)=0;
IV. normiert, d. h. es gilt

a1 - P (E)=1.
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Die vier Forderungen I. bis IV. driicken die urspriinglichsten und
primitivsten Qualititen aus, die einer Inhaltsmasszahl zugesprochen
werden miissen. Sie sind sogar wesentlich schwicher, als die Postulate,
die bei der Grundlegung einer Inhaltstheorie sonst iiblich sind, da I.
nur die Translationsinvarianz an Stelle der hier meist verlangten Be-
wegungsinvarianz fordert. Es soll noch darauf hingewicsen werden,
dass sich IV. nicht auf jeden beliebigen, sondern nur auf cinen einzigen
fest gewihlten Einheitswiirfel bezieht. Diese Unterscheidung ist im
Hinblick auf die oben erérterte schwache Form von I. nun wesentlich.

§ 2. TRANSLATIVE ZERLEGUNGSGLEICHHEIT

Zwei Polyeder A und B heissen translativ zerlegugsgleich, geschrieben
12) A~ B,

wenn sie sich in paarweise translationsgleiche Teilpolyeder zerlegen
lassen, d. h. falls es zwei Zerlegungen A = 3, A, und B= 3 B, so gibt,
dass A, = B, gilt. Die translative Zerlegungsgleichheit ist eine reflexive,
symmetrische und, wie sich leicht einschen lasst, translative Po-
lyederverwandtschaft. — Einem kiirzlich bewiesenen sich allgemeiner auf
Parallelotope beziehenden Satz zufolge, (31), sind insbesondere zwei sich
in beliebiger relative Drehlage befindliche Einheitswiirfel translativ zerle-
gungsgleich (Abb. 1 gibt hierzu einc Illustration im Falle k = 2).

§ 3. SIMPLEX UND ORTHOGONALSIMPLEX ALS POLYEDERBAUSTEIN

Ein Simplex S mit einem durch den Ortsvektor & gegebenen Eck-
punkt kann durch die folgende Vorschrift festgelegt werden: Die Orts-
vektoren von S sind

k
(13) C=C+ Tma, (1= === 0= 0),
1

wobei a, (v =1, 2, ..., k) k festc Vektoren sind und o, k variable Koef-
fizienten bedeuten, dic den rechts stehenden Nebenbedingungen zu
geniigen haben. Ein durch die genannten Bestimmungsstiicke fixiertes
Simplex bezeichnen wir kurz durch

(14) S=3S [@ y 015 eee ﬁk].

(*) Ein Beweis wird unter dem Titel « Translative Zerlegungsgleichheit k-dimen-
sionaler Parallelotope» voraussichtlich in « Revista Matematica Hispano
Americanan..., erscheinen. -
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Das allgemeine Simplex S ist insofern Baustein des allgemeinen
Polyeders, als sich bekanntlich jedes Polyeder ‘A in endlich vicle Sim-
plexe zerlegen lédsst, sodass geméss (9) cine Darstellung der Form

(15) A=3S,

moglich ist. — Es mag nun fiir verschiedene Zwecke, die auch ausser-
halb des Rahmens dieser Note liegen diirften, niitzlich sein festzuhal-
ten, dass an Stelle des allgemeinen Simplex S ein sehr speziell gebautes

Abb. 1

Simplex T einen ausreichenden Polyederbaustein darstellt, wobei nun
allerdings eine Zerlegung im erweiterten Sinne geméss (6) in Betracht
fallen muss. Es handelt sich um das Orthogonalsimplex T, das sich nach
Ansatz (13) auf Grund eines orthogonalen Vektorsystems a, (v=1, 2, ..., k)
ergibt ; zuséatzlich sind also noch die Bedingungen

(16) (av; a,u) =0 (‘V + ,u)

zu beachten (Abb. 2 zeigt ein Orthogonalsymplex im Falle k= 3).
Die runde Klammer bezeichnet das Skalarprodukt.
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Wegen des speziellen Baues des Orthogonalsimplex sind zwei seiner
Eckpunkte besonders ausgezeichnet, ndmlich die Anfangsecke © und

k
die Schlussecke © -+ Y qa,.
1

Die oben erwahnte Darstellung eines beliebigen Polyeders durch
Orthogonalsimplexe gelingt sogar auf eine besonders ausgezeichnete
Weise, indem nur Orthogonalsimplexe als Bauelemente verwendet
werden, deren Anfangsecken alle im Ursprung 0 liegen.

Abb. 2

Demnach gilt fiir ein beliebiges Polyeder A die folgende Zerlegung
im erweiterten Sinne

17 A=2eTy (= 1),

wobei T cin Orthogonalsimplex T (0; ay, ..., ;) bezeichnet, dessen An-
fangsecke in O liegt.

Der Nachweis der Zerlegungsformel (17) ldsst sich durch voll-
stédndige Induktion leicht fithren. Im Falle k = 1 ist die Aussage trivial ;
diese sei jetzt richtig fiir die Dimension k— 1. Um den Nachweis fiir die
Dimension k zu leisten, geniigt es im Hinblick auf die Zerlegung (15)
zu zeigen, dass (17) fiir beliebige Simplexe S richtig ist ; hierbei ist in-
dessen wic auch im folgenden stets die bei (6) gegebene zusétzliche Er-



Zur Inhaltstheorie der Polyeder 145

klarung zu beachten. Da aber fiir ein Simplex S stets die Zerlegung
k

S = Y& S; (¢ = 4 1) besteht, wobei die S; Simplexe bedeuten, die
0

eine Ecke in 0 aufweisen, geniigt es den Nachweis nur fiir solche S
zu fiihren,

In diesem Falle ist S = [0,S"], wobei hier die eckige Klammer die
Bildung der konvexen Hiille andeutet, und S’ das (k — 1) — dimensio-
nale Gegensimplex von 0 in S bezeichnet. Ist nun weiter 0" der Fusspunkt
des von 0 auf den (k— 1) — dimensionalen Trigerraum R;_; von S’
gefallten Lotes, so ldsst sich nach der induktiven Voraussetzung
S'= X, T, schreiben, wobei nun 7" ein Orthogonalsimplex des Rj ..y
ist, dessen Anfangsecke sich in 0" befindet. Miihelos erkennt man, dass
nun S= Y ¢, [0, T',] (¢, = + 1) gilt, und dass weiter [0, 7",] = T,
gesetzt werden kann, wo jetzt T ein Orthogonalsimplex des Ry ist.
Hieraus folgt endlich S= X ¢, T, (e, = + 1) w.z. b. w.

L
§ 4. EINE SPEZIELLE SIMPLEXZERLEGUNG

Wir greifen auf die Darstellung (13) fiir ein allgemeines Simplex
S zuriick. Es sei A ein festgewdhlter Wert des Intervalls 0 < 1 << 1.
Es lasst sich nun eine dem A zugeordnete Zerlegung von S in (k + 1)
Teilpolyeder

(18) S=3 80
0

nach der folgenden Vorschrift bilden : Die Ortsvektoren des Teilpolye-
ders S; (A) sind ¢ :

19 C€=Ya,0q, Izy=zu2A=dpg = =2a=0).

Es ist ohne weiteres einzusehen, dass die soeben beschriebenen
Polyeder S;(4) keine inneren Punkte gemeinsam haben, dass sie aber
in ihrer Summe das Simplex S vollstindig ausfiillen. (Abb. 3 illustriert
eine solche Zerlegung im Falle k= 3 und 1= 1/3).

Fiir die vorgesehenen Anwendungen ist es erforderlich, die gestalt-
liche Natur der Teilpolyeder noch einlésslicher zu erdrtern. Nach An-
satz (19) lasst sich fiir die Ortsvektoren von S;(2) schreiben

(20) C=p—+aq,

10 — Collectanea Mathematica.
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wobei nun

lzu=z..z2u=h);

A=y =... 2, =0)

[\

i
p= Zavav
1
k
g= X 00,
i+1

ist. Die Ortsvektoren p und q charakterisieren einzeln ein i — dimen-
sionales Polyeder P; (4) und ein (k —i) — dimensionales Polyeder
Q-1 (4); die richtige Lescart von (20) fiihrt nun zum Ergebnis, dass

(21) Si (M) =DPi (A) X Q-1 (D)

Abb. 3

ist. Wenn in den Darstellungen fiir die Ortsvektoren p und q ‘dic Para-
metertransformationen o, = 44 (1 — 1) 8, und «, = 48, durchgefiihrt
werden, so ergeben sich die neuen Formeln

(22) p=z§’av+(1—z)§’ﬂvav A=f > >p>0);
k
q= A,Eﬂvav (1 = ﬁs’»]—l = .. Zﬂk ZO),

welche abzulesen gestatten, dass die Translationsgleichheiten

(23) Py =(1—2) S[0; ay a3
Qk_1 (Z.) ~18 [0 3 Bty eees ak]
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gelten, wobei wir die Darstellung (14) auch fiir unterdimensionale Sim-
plexe sinngeméss beanspruchen.

Indem wir nun (18), (21) und (23) fiir die Formulierung eines zusam-
mengefassten Ergebnisses verwenden, gewinnen wir die nachfolgende
Zerlegungsformel. )

Fiir ein beliebiges Simplex S =S [&; aj, ..., ] und 0 < 1 < 1 gilt

(24) S= i Si (4),

wobei sich die Teilpolyeder S; () durch Minkowskische Addition unter-
dimensionaler Simplexe geméss der Relation

S; (l) =(1— A)S [0; [ STRPOT (I,'] X AS [0 Qi1 e ak]
ergeben ; insbesondere ist

S,(M=AS;  Si(H=(1—2)S.

§ 5. DER INHALTSSATZ

Es sei jetzt @ (A) eine Inhaltsmasszahl, welche den Inhaltspostu-
laten I. bis IV. geniigt. Im Hinblick auf die fiir ein beliebiges Polyeder
giiltige Darstellungsformel (17) ist es klar, dass eine Inhaltsmasszahl
@ (A) durch die Inhaltswerte @ (T), welche den Orthogonalsimplexen
T zukommen, vollstindig charakterisiert ist.

Durch Beanspruchung der Additivitat des Funktionals @ (4) allein
folgt namlich aus (17), dass fiir ein beliebiges Polyeder A die Inhaltsformel

(25) DA)=26P(T,) (= £1)

gilt; hierbei ist T, ein Orthogonalsimplex T,[0; aj, ..., 8], dessen
Anfangsecke im Ursprung 0 liegt.

Es gilt nun der folgende Inhalissaiz :

Es gibt eine aber nur eine Inhaltsmasszahl @ (A) = J (A), welche den
Inhaltspostulaten 1. bis IV. geniigt. Sie ist charakterisiert durch die fir
das Orthogonalsimplex T = T [0 ; ay, ..., 03] giiltige Inhalisformel

_loal foa] - o]
(26) J(T) = o .

Durch diese ausgezeichnete Inhaltsmasszahl ist der elementare Polyeder-
inhalt J (A) gegeben.
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Mit etwas anderen Worten ausgedriickt besagt der Inhaltssatz, dass
der klassische elementare Polyederinhalt J(A) das einzige translations-
invariante, additive, definite und normierte Polyederfunktional dar-
stellt.

In den folgenden Abschnitten wird ein Beweis des Inhaltssatzes
entwickelt, der sich methodisch nach bester Moglichkeit im Rahmen
einer elementaren Polyedertheorie hélt ; dies zu errcichen ist die Haupt-
zielsetzung der vorliegenden Arbeit.

Vorerst noch einige grundsatzlich wichtige Feststellungen, die sich
unmittelbar an den Inhaltssatz anschliessen :

Aus Ansatz (26) geht unmittelbar hervor, dass der elementare Inhalt
J(A) bewegungsinvariant ist, d. h. es gilt

27) J(A)=J(A) falls A=A’ (kongruent) ist.

Dadurch ist die fiir die Grundlegung einer clementaren Inhalts-
theorie wesentliche Tatsache ausgedriickt, dass die Bewegungsinvarianz
aus der Translationsinvarianz ableitbar ist. — Ferner lasst sich nach (26)
ablesen, dass der elementare Inhalt J(A) homoegen vom Grade k ist, d. h.
es gilt

(28) J (A A) = 2 (A).

Dass der Inhaltssatz im Falle k= 1 richtig ist, darf als trivial
‘bezeichnet werden ; die noch notwendigen einfachen Schliisse konnen
dem Leser iiberlassen werden. In den folgenden Abschnitten wird die
Giiltigkeit des Inhaltssatzes geméss einer induktiven Voraussetzung
fiir alle Dimensionen angenommen, welche kleiner als k sind. Insbe-
sondere wird fiir verschiedene Konstruktionen ein (k— 1) — dimensiona-
ler Inhalt zur Verfiigung stehen. Neu werden dann sdmtliche Aussagen
bewiesen fiir die Dimension k.

§ 6. DIE ZvLINDERFORMEL (1. HILFssaTZ)

Unter einem k — dim. Zylinderpolyeder (kurz Zylinder) verstehen wir
die Minkowskische Summe U X V zweier unterdimensionaler Polyeder
U und V, wobei U in einem { — dim. Unterraum R; und V in einem
(k —i) — dim. Unterraum R;_; liegen soll und noch 1 <Zi< k—1
vorausgesetzt sei. Stehen die beiden Tragerrdume R; und R;_; auf-
einander orthogonal, so wollen wir von einem geraden Zylinderpolyeder
sprechen.
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Es bezcichne J; (A) den j— dim. clementaren Inhalt eines unter-
dimensionalen, in einem j — dim. Unterraum R, licgenden Polyeders A.
Dieser steht gemiss der induktiven Voraussetzung, wie am Schluss des
vorausgehenden Abschnittes erwahnt, zur Verfiigung, falls 1< < k—1ist.

Es sei nun @ (A) eine Inhaltsmasszahl im Rj;. Nach unseren Erkla-
rungen bedeutet dies nur, dass @ (A) die Inhaltspostulate I. bis IV.
erfiilllt. Dann gilt der

1. Hilfssalz: Ist U x V ein gerader Zylinder, so gill die Inhalls-
formel '

(29) & (U x V)= Ji(U) Jp-i (V),

wobei U b=w. V ein i — dim, bzw. ein (k — i) — dim. unterdimensionales
Polyeder ist (1 <1< k—1).

Als einfaches Korollar von (29) ergibt sich noch einc Inhaltsformel
fir einen geraden Zylinder, der durch Minkowskische Addition zweier
unterdimensionaler Orthogonalsimplexe

U= U[0; ay ..., 4], V=VI[0, ait1, .., 0]
entsteht. Nach (26) und (29) crgibt sich némlich

I CAICAES

Solche Zylinder kommen nach der Zerlegungsformel (24) bei der
dort erérterten Simplexzerlegung vor, falls es sich insbesondere um ein
Orthogonalsimplex handelt. Die an sich naheliegende Kontrolle der
Zerlegungsformel (24) aul Grund der Additivitdt des elementaren In-
halts nach den Formecln (26) und (30) wird durch den binomischen
Lehrsatz in cinfachster Weise verifiziert.

§ 7. Der HOLLvEKTOR (2. HILFSSATZ)

Die (k— 1)— dim. Seitenfldchenpolyeder cines Polyeders A wollen wir
im folgenden durch P, (» =1, 2, ...), bezeichnen. Unter dem Hiillvektor
X des Polyeders A verstehen wir die Vektorsumme

(31) x (A) == 2 Jk—l (Pv) n,,

wobei sich dic Summation iiber alle Seitenflichen P, von A erstrecken
soll und 1, der nach aussen gerichtetete Normaleneinheitsvektor von A
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in einem «inneren» Punkt von P, ist. — Offenbar stellt ¥ (A) ein vek-
torielles Funktional der Polyeder A dar. Dieses ist translationsinvariant,
d. h. es gilt

32) XA)y=%@4", falls A =~ A’ ist;

ferner ist das Funktional additiv, d. h. es gilt

(33) E(A+ B)=X(4) + 2(B);

weiter ist dieses homogen vom Grade (k— 1), d. h. man hat dic Relation
(34) E@AA) = A1 X (4).

Es gilt nun der folgende 2. Hilfssatz :
Der Hiillvekior eines beliebigen Polyeders verschwindet, d. h. es gilt fiir
alle A

(35) £ (A) = 0.

§ 8. BEWEIS DER HILFSSATZE

1. Nachweis von (29):

Es sei @ (A) ein Funktional, das die Forderungen I, bis IV. d. h.
die Inhaltspostulate befriedigt. U x V sei ein gerader Zylinder, E € R;,
VeR,_, 1<i<k—1, R, | Ry_..

Wir denken uns zunéchst V fest, dagegen wollen wir U in seinem
Trégerraum R; frei variieren lassen. Dann setzen wir

(36) pU)=0(UX V)| DE; X V),

wo E; eincn festen i — dim. Einheitswiirfel im R; bezcichnet. Durch An-
satz (36) wird im R; ein Funktional ¢ (U) definiert, welches dort trans-
lationsinvariant, additiv, definit und normiert ist. Diese Einsichten
ergeben sich der Reihe nach auf Grund der folgenden vier Bemerkun-
gen: 1. Aus U= U’ folgt U X V=U’' X V und also ¢ (U) = ¢ (U');
2. Aus U=U; + U, folgt UX V= (Uy x V)+ (U, x V), also
@ (Uy+ Up) = ¢ (Uy) + ¢ (Up); 3. Es ist (U X V) =0, also ¢ (U) =0;
4. Es ist ¢ (E;) = 1.

Da nun aber fiir den R; nach der induktiven Voraussetzung der
Inhaltssatz gilt, muss demnach

(37 ¢ (U) = J: (U)

sein, wo J; (U) den elementaren Inhalt im R; bezeichnet.
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Weiter betrachten wir jetzt

(38) p(V)=D(E: X V),

wobei wir uns nun V in seinem Trigerraum R;_; frei variierbar denken.
Der Ansatz (38) dcfiniert jetzt analog im R._; ein Funktional p ).
Zunichst kann in genau gleicher Weise wie oben geschlossen werden, dass
p (V) translationsinvariant, additiv und definit ist. Die Einsicht, dass es
auch normiert ist, gewinnt man so: Wird mit E,_; ein Einheitswiirfel
im Ry_;bezeichnet, so ist zunéchst E; X Ep_;= E’ ein Einheitswiirfel im
R;. Nach dem in § 2 erwihnten Satz betreffend die translative Zer-
legungsgleichheit von Wiirfeln gilt aber E’=[E, wo nun E den
im Inhaltspostulat IV. genannten Wiirfel bezeichnet. Demnach folgt
pEr) =0 E)=0 (E)=1.

So folgt analog wie oben nach der induktiven Voraussetzung, dass

(39) M=)

sein wird, und aus den Relationen (36) bis (39) lasst sich auf
(40) @ (U X V)= J; (U) Je_i(V)
schliessen, wzbw.

2. Nachweis von (35) :

Tiir k=1 ist die Aussage trivial und fiir k= 2 folgt sie vektor-
geometrisch auf einfachstc Weisc. Es sei demnach k = 3. Nach (17)
und (33) hat man

(41) X (A) = z €n £ (Tn) (gn = + 1)°

Es geniigt demnach zu zeigen, dass fiir cin Orthogonalsimplex T
stets % (T) = 0 ist. — Zunéchst betrachten wir cinen beliebigen geraden
Zylinder UX V, Ee R;, V& R, 1 SIS k—1, R; | Ry_;. Die
(k—1) dim. Scitenflichen von U X V sind die geraden Zylinder P, X V
und Q. X U, wobei P, (v =1, 2,...), die (i—1) dim. Scitenflachen
von U und Q, (¢ = 1, 2,...), die (k—i—1)—dim. Seitenflachen von V
bezeichnen. Sind nun n, und m, die #usseren Normalenvektoren von
U x V in «inneren» Punkten von P, X V und Q. X U, so liegt 1, wegen
1, | V& R,_;im R; und analog liegt m, wegen m, | Ue R; im R;_,.
n, bzw. m, ist also im R; bzw. im R;_; susserer Normalenvektor von U
an die Seitenfliche P, bzw. von V an die Seitenfliche Q.
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Nun hat man nach Definition (31) fiir den Hiillvektor des Zylinders
U X V mit Riicksicht auf dic oben gemachten Feststellungen zunichst

EUXV)=XJe1(Py X V)1, + X Tt (Qu X U)my,

und dann nach der Zylinderformel (29), die nach der induktiven
Voraussetzung fiir den clementaren Inhalt J,_, gilt,

A3 X2UXV)=Jei(NZJica @)1y + T (U) 2 Taig (Qu) My
oder endlich
(44) (U X V)= Jp—i(V) & (U) + J; (U) & (V),

wobei ¥; (A) den Hiillvektor des unterdimensionalen Polyeders A im
j — dim. Unterraum R; bezeichnet. Gemiss dem induktiven Verfahren
diirfen wir annehmen, dass £, (A)=0 ist, falls 1<j< k—1 ist.
So folgt nach (44) also

(45) : Z(U X V)= 0.

Nun gilt aber nach (24) fir ein Orthogonalsimplex T' eine Zerlegung
der Form T = ¥ T; (). Wenn wir nun bedenken, dass T; (A) fir
1 <j < k—1 gerade Zylinder sind, hat man nach (33) unter Beriick-
sichtigung des oben erreichten Resultates (45)

(46) EN)=2{T,M}+z{T:}.
Nun gilt aber Ty () =2 AT und T (A)= (1 —2) T, sodass sich aus
(46) durch Anwendung von (34) und (32) mit A =% die Relation
47) 1—22-¥2(T)=0
gewinnen lasst, dic wegen k > 3 offenbar die zu beweisende Beziehung

48) E(T)=0 zur Folge hat.

§ 9. EXISTENZ DES ELEMENTAREN INHALTS

Gemaiss der induktiven Voraussetzung gilt der Inhaltssatz fiir Raume,
deren Dimension kleiner als k ist. Insbesondere ist damit ausgesagt,
dass einc Losung des Inhaltsmasszahlproblems existiert, insofern als
in diesen Réumen durch Ansatz (26) ein translationsinvariantes, addi-



Zur Inhaltstheorie der Polyeder 153

tives, definites und normiertes Polyederfunktional, ndmlich der elemen-
tare Inhalt, gegeben ist. Wir bewecisen jetzt, dass Ansatz (26) auch
im k — dimensionalen Raum ecine Inhaltsmasszahl charakterisiert, womit
auch fiir die Dimension k die Existenz des elementaren Inhalts sicher-
gestellt ist.

Es sollen wie in den beiden vorstehenden Abschnitten durch P,
v=1,2,..), die (k— 1) dim. Seitenflichenpolyeder von A bezeichnet
werden ; ferner bedeute n, wieder den nach aussen gerichteten Norma-
leneinheitsvektor von A in einem «inneren» Punkt p, von P,. Durch
den Ansatz

“9) @ (4)= 1 5 Ty (P2) (1 1),

wobei sich die Summation tiber sédmtliche Seitenflichen P, von A zu
erstrecken hat und p, den Ortsvektor des Punktes p, darstellt, wird
ein Polyederfunktional @ (A) definiert, da der Wert der in (49) ange-
setzten Summe von der Wahl des « inneren» Punktes p, der Seitenfliche
P, nicht abhingt. Das verwendete runde Klammersymbol bezeichne
das Skalarprodukt. Zuné#chst zeigen wir, dass das erklarte Funktional
translationsinvariant ist, d. h. dass

(50) O (A)=B(A) falls A=A’

gilt. In der Tat: Bezeichnct t den Verschiebungsvektor derjenigen
Translation, welche A in A’ iiberfithrt, sodass o’ = a 4 t gilt, wenn «
und a’ korrespondierende Ortvektoren von A und A’ sind, so ist offenbar

(51) @ (A,) = 2 Jk—-l (Pv) (11,,, P, + t);

oder mit Verwendung des durch Ansatz (31) eingefithrten Hiillvektors
nach nahcliegender Zerlegung

(52) G (A) = B (A) + (% (4), ).

Da aber dem 2. Hilfssatz der Hiillvektor verschwindet —vgl. hierzu
(35) — so gewinnt man die Behauptung (50) aus (52).

Unmittelbar an die Definition (49) anschliessend kann erkannt
werden, dass das konstruierte Funktional additiv ist, d. h. dass die
Relation :

(%3) ®(A+ B)y=2(A)+ @ (B)
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erfiilllt wird. Weiter zeigen wir, dass das Funktional auch definit ist,
sodass stets

(54) ®(A) =0

gilt. Da sich ein Polyeder A in Simplexe S, zerlegen lisst — vgl. hierzu
© (15) — geniigt es wegen (53) das Gewiinschte fiir ein allgemeines
Simplex § zu beweisen. Mit (50) bedeutet es keine Einschriankung
anzunchmen, dass eine Ecke von S im Ursprung O liegt. Ist jetzt S” das
(k— 1) dim. Gegensimplex von O in S, und n der zugehorende dussere
Normalenvektor von S, so hat man

(35) D (S) = Ji—1(S) (n, »).

Nach Grundtatsachen der elementaren Vektorgeometrie ist indessen
(n, p) der Abstand der Trégerebene von S’ von O, und als solcher po-
sitiv, da der Normalenvektor dieser Ebene in denjenigen Halbraum
weist, der O nicht enthédlt. Demnach folgt @ (S) = 0, und hieraus also
die Behauptung (54).

Endlich zeigen wir noch, dass unser Funktional normiert ist, also
dass fiir den Einheitswiirfel E

(56) dE)=1

gilt. Es geniigt wegen (50) das Gewiinschte fiir einen Wiirfel E'= E
nachzuweisen, der eine Ecke im Ursprung 0 hat. Von den 2k (k— 1) dim.
Seitenflichenwiirfe] von E” haben k in 0 einen gemeinsamen Eckpunkt ;
die k andern Seitenflichenwiirfel sollen durch E', (v = 1,2, ..., k)
bezeichnet werden. Dann ist zunichst

57) D(E)= ;—c 2 Jr—1 (E) (0, 0,).

Aus vektorgeometrischen Griinden, wie sic unmittelbar weiter oben
erortert wurden, gilt aber (n,, p,) =1 und da E’ ein (k — 1) dim.
Einheitswiirfel ist, hat man J_; (E') = 1, sodass sich aus (57) die
Behauptung (56) ergibt.

Mit den durch (50), (53), (54) und (56) ausgedriickten Eigenschaften
des Funktionals @ (A) ist dargetan, dass es sich um eine Inhaltsmass-
zahl handelt. Die in diesem Abschnitt zur Diskussion stehende Behaup-
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tung ist offenbar dann bewiesen, wenn wir jetzt noch zeigen, dass fir
ein Orthogonalsimplex T die Formel

(58) o (1= Lalloal - [u]

besteht. In der Tat: Es sei T= T [0} qy, ..., az]. Die Anfangsecke von
T befindet sich im Ursprung 0; es sei jetzt noch T' = 1" [a;; @, ..., 0]
das (k—1) — dim. Gegensimplex von 0 in T. Nach Ansatz (49) hat
man zunéichst

(59) & (1) = 1 it (T') (5 ),

wobei 1 den dusseren Normalenvektor von T in T’ bedeutet, fiir den man

n=a;/|a;|  setzen kann.

[ag] |ag] ... |az]
(k—1)!
fiir p der Vektor a, gewihlt werden kann, ergibt sich aus (59) die

gewiinschte Behauptung (58).
Damit ist der Existenz beweis abgeschlossen.

Mit Riicksicht darauf, dass Jz—1 (S") = ist und dass

§ 10. EINDEUTIGKEIT DES ELEMENTAREN INHALTS

Wenn im vorstehenden Abschnitt gezcigt worden ist, dass wenig-
stens eine Inhaltsmasszahl existiert, wollen wir jetzt beweisen, dass es
héchstens eine solche geben kann. Damit ist dargetan, dass der elemen-
tare Inhalt durch die vier durch die Inhaltspostulate I. bis IV. ausge-
driickten Grundeigenschaften eindeutig bestimmt ist.

Es sei @ (4) ein translationsinvariantes, additives, definites und
normiertes Polyederfunktional. — Fiir einen geraden Zylinder U X V,
UeR;, VeERy_;, 1 <i< k—1i, Ry | Ri_; gilt nun nach dem 1.
Hilfssatz — vgl. hierzu (29) —

(60) B (U X V)= J; (U) Ja—s (V).

Dies muss so interpretiert werden, dass die Funktionalwerte fiir
gerade Zylinder eindeutig vorgeschrieben sind. Offenbar kann es sich
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in diesem Fall nur um den elementaren Inhalt handeln, woraus zu
schliessen ist, dass

61) WU X V)y=JUXYV)
sein muss. — Durch den Ansatz

(62) @ A)=DA)—J(4)-

erkliaren wir nun ein neues Funktional, das sicher wieder translations-
invariant und additiv ist — die beiden andern Grundeigenschaften
gehen i. a. durch lincare Kombination verloren. Nach (61) ist

(63) e (Ux V)=0.

- Nun gilt wieder nach (24) fiir ein Orthogonalsimplex T eine Zer-
legung der Form T'= X, T;(4). Da nun aber T;() fir 1 < j< k—1
einen geraden Zylinder darstellt, hat man wegen der Additivitat des
Funktionals ¢ (4) und mit Riicksicht auf (63)

(64 pM=p{TW}+o{T:@ ]}

Wihlen wir auch hier 1 = % und bedenken, dass T, (%)E% T und

ebenso T (—é) ;-; T gilt, so gewinnen wir aus (64)

(65) g (D=29@7D).
Durch n-fache Iteration erscheint
(66) @ (T)=2"g (27" 1),

und wegen der Darstellungsméglichkeit eines beliebigen Polyeders
durch Orthogonalsimplexe geméss der Zerlegungsformel (17) folgt
allgemeiner

67) @ (A) = 2" @ (27" A).
Riickgreifend auf Ansatz (62) hat man mit (28) und (67)

(68) D (27" A) = 2" @ (A) + 27 J (4).
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Da @ (A) definit ist, folgt so zunéchst
(69) @ (4) 4-27#=07 J (4) 20,
und da k > 1 ist, und n beliebig gross gewahlt werden darf
(70) @ (A) =0.

Das Hilfsfunktional ¢ (A) ist demnach definit und infolgedessen auch
monoton, d. h. es muss

(71) pA)ZL p(B) fir ACDB

gelten. Wihlen wir aber nun fiir B einen géraden Zylinder und beriick-
sichtigen (63) so schliesst man

(72) p(A)<0.

Aus (70) und (72) folgert man

(73) pA)=0
oder also
(74) & (A)=J (A).

Damit- ist der Eindeutigkeitsbeweis abgeschlossen.

§ 11. UNABHANGIGKEIT DER INHALTSPOSTULATE

Abschliessend weisen wir noch nach, dass dic vier Inhaltspostulate
1. bis IV. voneinander unabhingig sind. Nachdem wir in den voraus-
gehenden Abschnitten gezeigt haben, dass der clementare Inhalt J (A)
das ecinzige Funktional ist, dass die vier Postulate befriedigt, geniigt
es offenbar nachzuweisen, das dies nicht mehr der Fall ist, falls eine
von den vier Forderungen weggelassen wird. Durch vier einfache, teil-
weise triviale Ansétze erklaren wir nachfolgend vier Funktionale @; (4)
bis @;y (A), wobei der Index dasjenige Postulat bezeichnet, das weg-
fallen soll. Da diese von J (A) verschieden sind, ist der gewiinschte
Unabhéngigkeitsbeweis erbracht.

(75) ®; (A) = J (EA).
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Hier bedeutet E den in Postulat IV. genannten festen Einheits-
wiirfel und EA bezeichnet das Durchschnittspolyeder von E und A.

(76) Brr (4) = 1.

(77) @1 (A) = J (A) + X Jr—1 (Py) 0 (1, 10),

P, (v=1, 2,..), bezeichnet das Seitenflichenpolyeder von A und =u,
den zugeordneten #usseren Normalenvektor ; w ist ein beliebiger Ein-
heitsvektor; o ) =0 (—1<i< ), wo(—1)=—1lL o (1)=1

(78) Dy (A) = 0.
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