SERIES RECURRENTES DE POLINOMIOS
DE LEGENDRE

POR

J. M.® Orrts

1. — El estudio sistematico y completo de las sucesiones de nimeros
reales o complejos, cuyos elementos satisfacen a una relacion de recu-
rrencia lineal, se encuentra en una Memoria de M. D’OcAGNE, publi-
cada hace mas de medio siglo en el «Journal de L’Ecole Polytech-
nique» (%).

Dentro del terreno especifico de la teoria de funciones, el andlisis de
las sucesiones recurrentes, conduce a una propiedad asimismo clasica
y bien conocida, a saber: toda serie de potencias i a,z" cuyos

m=0

coeficientes a, constituyen una sucesion recurrente (lineal), define en su
circulo de convergencia una funcion racional, y, reciprocamente, toda
funcién de esta clase, es desarrollable en secrie de potencias de tipo recu-
rrente, que converge en un circulo de radio no superior al minimo médulo
de las raices de la ecuacion generatriz, que resulta igualando a cero el
denominador de aqueclla fraccion racional, supuesta irreducible. El hecho
de que las funciones definidas por series recurrcntes sean uniformes y
posean tan so6lo un numero finito de polos, constituye, pues, la propie-
dad caracteristica de dichas series.

Consecuencia inmediata de esa propiedad, es que la suma o pro-
ducto —a lo CaAucHY— de dos series de potencias recurrentes, es otra
seric de la misma clase, como lo es también —y esta observacion es mucho
mas importante para el objeto de este trabajo—, la proposicién (asimismo
establecida en la citada Memoria de D’OcaGNE), segun la cual, la suce-
si6n (a, b,) que resulta multiplicando los términos del mismo indice de
dos sucesiones recurrentes, es otra sucesion recurrente (3).

(1) Journal de L’Ecole Polytechnique 64e. Cahier (1894), pag. 151.

(?) Esta propiedad resulta inmediata apoyindose en el conocido teorema de
Hapaumarp relativo a la multiplicacion de singularidades, expresado por la férmula :

1 d
he) = Zah = (1009 (5) G
c

siendo: f(u) = X azu* v g (u) = X b,u"
Obsérvese Lambién que la propiedad en cuestion queda incluida en una propo-
sicion de cardcter mas general, debida a Hurwirz, que afirma que, si cada una de
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2. — Dada una sucesion recurrente (a,), consideremos la serie:

3 4, P, (2) (1

n=10

en la que P,(z), (n=0, 1, 2,..), son los polinomios de LEGENDRE,

definidos, segun es sabido, como coeficientes del desarrollo de la fun-
1
cion (1 —2zu + u® ™2 en serie de potencias de u, esto es:

P,(z 2
e R LACE @
igualdad valida para los valores de u, tales que :

|u| < Min. |z 4+iVI—2| A3)

como se deduce inmediatamente del teorema de Poixcarg (1) acerca del
P, (2)
P, (z)

cesion definida por una relacién recurrente de la forma :

limite de la razén entre dos polinomios consecutivos de la su-

P"+1(z)+(anz+bn)Pn(z)+CnPn—1(z):0

en la que se supone que los coeficientes a,, b, c, son todos reales y tienden
cuando n — oo hacia sendos limites a, b, c, siendo a # 0, ¢ # 0.

Aplicando dicho teorema al caso de los pohnomlos de LEGENDRE
P, (z) definidos por la relacion recurrente :

2n 41

o Py,1(®=0

Pun @ — (252 P+ (2

i)

y cuyos coeficientes, como estd patente, cumplen las condiciones pre-

pn+1 (Z)

. ia 1
———Pn @ tiende hacia la

citadas, resulta que para n — oo el cociente

raiz de modulo méximo de la ecuacion :

62—20z4+1=0

las dos funciones f (u) y g (u) satisface a una ecuacion diferencial lineal y homogénea
cuyos coeficientes son Tunciones racionales de u, lo propio ocurre a la funcién h (u).
(Véase 1a nota de R. Jungen : « Remarque sur un theoreme de Hadamard relatif a Ia
multiplication des singularités ». C. R., 1929. Tomo 11, pag. 395).

() American Journal of Mathematics. Vol. I (1884) pag. 201.
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y por tanto, admitida la existencia de:

im @
lim Zn41 _ 2

n— 0 an

valor limite que coincide precisamente con ¢l modulo minimo de las raices
de la ecuacion gencratriz (1), la serie (1) serd convergente para los va-
lores de z tales que:

méx-!zj:i\/l——z2|<% (€Y

es decir, en los puntos interiores a una elipse de focos (— 1, + 1)y semi-
eje mayor: a = %(l + %) *).

Para hallar la suma de la serie i a,P, (z) en la elipse de convergen-

n="1
cia, basta observar que siz, z, ... z,, son los ceros o raices del denominador
M (2)
N (2)

de la fraccion racional que expresa la suma de la serie recurrente

w
de potencias ¥ a,z" (raices que a fin de abreviar calculos posteriores su-
n={)

pondremos son todas distintas), al descomponer dicha fraccion en sus
elementos simples, se tendra:

o0
annzn = = Z

n=

Pero como para |z| < |z| es:

1 1 = z)”
z—z Zg E‘o (Zk

() Que, en toda sucesiéon recurrente (a,) no existe necesariamente el limite de

On+y . . . ,
, csla patente en el caso bien sencillo de la sucesion definida por la formula
n

Qp+1 = Oy — Gy, 2 partir de los elementos iniciales ¢, = Oy a, = 1. La demostracion
de que el valor limite 4 — cuando cxiste — coincide con la raiz de médulo minimo de
la ecuacién gencratriz de la sucesion, puede verse en la Memoria de D’Ocacxr antes
citada, o cn cualquier tratado de Analisis. En todo caso, y a fin de evitar complicacio-

. ;e ’ ’ . . .2 s Tyt I3
nes intutiles, bastaria tomar el limite de oscilaciéon de la sucesion —;‘—' en la formula (4).
n
(?) Pues, haciendo :

i

z=xz+iy y z+4+ivIi—z =%,

It

se obticne :

N =

/ . 1 1 1
\Q - ZT cos o y = ‘2 (Q -—-a sen o,
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al sumar término a término las m series analogas a ésta, correspon-
dientes a z, z,, ... z,,, se obtendra una serie que convergera para todo

valor de z que no supere al menor de los modulos |z, ], |z|, ... | 2|, ¥ por
tanto:
= © (A A A
2 m =
2 a”zn = n+1 n+1 + o + n+1 z*
n=0 n=0 \z; Z5 Z

de donde, y por identificacion de los coeficientes, resulta :

m A
k -
a,=—2 5 ®)
* k=1 zp !

Si ahora se sustituye en la serie de polinomios f} a,P, (z), cada
n=0

coeficiente a,, por su respectivo valor (5), y se agrupan los términos
correspondientes a un mismo valor del indice k, se obtiene :

oo m o 1 1
$aP=—354d F P |
n=0Q k=1 Ln=0 Zp J

Pero de la definicion misma de los polinomios P, (z) se deduce :

1 1

i P, (z) — S —
n=0 ( )zkH \V1—2zz,+ 22 '

igualdad, que segun la condicion (3) cs valida para los valores de z,
tales que:

Méxtlz—!_—i\/l—z2|<|zk|. (6)

Por tanto, para todo valor de z que cumpla esta condiciéon y cuyo mo-
dulo no supere al menor de los |z |, |z, ... |z, | se tendra :

m A k

e —— 7
k=14/1—2zz, + 2} @

fianpn(z)z_
0

n=

féormula que expresa la suma de una serie de polinomios de LEGENDRE
> a,P, (z) cuyos coeficientes satisfacen a una relacion lineal de recurren-
cia. En dicha formula — que viene a constituir la generalizacién de la
descomposicion de una funcién racional en sus elementos simples —,
intervienen los polos z, de la funcion definida por la serie recurrente de
potencias 3 a,z" y los correspondientes residuos Aj.
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Apg
V1 —2zz, 4 22

(7) posee un solo punto de ramificacién, a saber :
1 1
=gty

mas todos esos puntos son exteriores a la elipse de convergencia de la
serie de polinomios que figura en el primer miembro.

En efecto; segun queda ya advertido, es: |z| = 4; por tanto, si
hacemos : z; = 4", se tendra : '

Cada uno de los términos constitutivos de la suma

1 1 . 1
Th=13 [(ivk + 1;) cos @y +- 1 <7~k — L) sen ‘Pk]

lo que indica que el punto ry pertenece a una elipse de focos (—1 + 1),
es decir, homofocal con la de convergencia, y cuyos semiejes son :

1 1 1 1
a=g(bty)  w=s(a—3)

Mas de la misma condicién 1, = 4 se deduce:
1 1 1 1
s(—3)=3(—3)

es decir: b, =b, de donde, y observando que: a} — b= a®— b%
resulta también : a; = a.

De esto se infiere que la funcién F (z) definida por la serie de poli-
nomios ¥} @, P, (z) es uniforme en su elipse de convergencia (), y como

.. 1 . . .
cada uno de los términos es continuo y diferenciable,

A1 —2zz, + 24
esas mismas propiedades posee aquella funcion IV (z); conclusion que
constituye un teorema general aplicable a toda serie de polinomios de
LeGENDRE uniformemente convergente (2), pero que aqui ha sido dedu-
cida directamente de la propia estructura de la funcién que expresa

(*) De esto se sigue que, en tanto la variable z permanezca en el interior de la
elipse de convergencia, el radical V1---2zz, - zZ no cambiara de signo, hipétesis
que supondremos satisfecha en todo el curso del razonamiento.

(2) Dicho teorema es reciproco del que afirma que toda funcién holomorfa en
una elipse, es desarrollable en serie uniformemente convergente de polinomiocs. (Véase
por ejemplo : MONTEL. — « Lecons sur les serics de polynomes a una variable com-
plexe.«, pag. 91.)
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la suma de la serie de polinomios 3] a, P, (z), en el caso particular en
que la sucesion de los coeficientes es de tipo recurrente.

3. —El resultado anteriormente obtenido, puede alcanzarse por
otra ruta que conduce, como veremos, inmediatamente a interesantes
generalizaciones.

Ll
Consideremos una serie de polinomios de LEGENDRE Y, a,, P, (2) cuyos
n=0
coeficientes a, supondremos de momento cualesquiera.

Valiéndonos de la formula que expresa los polinomios de ILEGENDRE

en forma de integral definida ():

. 2+iy/1—2
. u”
PnZ = — ——____________—du 8
© 7l | A/1—2zu + u? ©)

z—i 1—2z°

y haciendo para abreviar :

z—iy/1—22=q, z+iy1—22=8
se deduce :
x 1 u® Al
Eanpn 2) = Ean 9
n=0 © n=0 "L t V1 —2zu 4 u? )

Ahora bien ; como segun se desprende de (4), el camino rectilineo (r)

. L , o1
que determinan « y f, es interior al circulo de radio = donde converge

A
absoluta y uniformemente la serie }a,z", se verificara para todo valor
de u a lo largo de (r):

IR, @)| = | S au"| < ¢

n=v
siendo £ un nimero positivo dado al arbitrio y » un entero conveniente.

(*) Esta expresion se obtiene inmediatamente partiendo de la integral de La-
PLACE que da la expresion de los polinomios P, (z) :

1
P,'z) = — rt(l + ivVT—2z2cos @) (o
0

i

v efectuando la sustitucién: z -+ ivVTI =2z cos @ = u. (Véase, por ejemplo, VITALI-
SansoNE : « Moderna teoria delle funzioni di variabile reali», T. 1I, pags. 161 y 189).
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Por tanto : tomando dos puntos «;, B, interiores a r e infinitamente
proximos a los o, f respectivamente, se tendra :

' 7B i
v 1 —2u 4 u? V1 —2zu + u? V1 —2zu + u?
al

Uy oy
Por otra parte, si p es un numero real y positivo (cualquiera) com-

prendido entre % y 1, se verifica :

53

uli—I—na (u - a)’“ '\/(ll — d) (ll — ﬂ) l -
1

I " _

el R V. i ’

de lo cual se sigue, en virtud de criterios de convergencia bien conocidos,

que :
B,
lim 'Y OB / R g,
o4 —~« \/1—2211—1—112 \/1—2211—}—112
BB %
Por consiguiente es véalida la igualdad :
E a,u”

du

S | L T
E‘oan[n—i/ \/1—2zu + u? ] ,/ \/1—2zu+u2

de donde, y teniendo en cuenta la relaciénl(S), se obtiene :

. E a,u®
”Pﬂ —_— T - —_—
’an (Z) ,/ ’\/1 — 2zu + u2

du (10)

formula importante que permite calcular por medio de una integral
definida, la suma de la serie de polinomios de LEGENDRE ), a,P, (2),
si se conoce la de la serie de potencias 3 a,u”.

4. — Cuando la sucesion (a,) de los coeficientes satisface a una re-
lacién de recurrencia de tipo lineal, la suma de la serie 3 a,u” es, como
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ya queda indicado, una fraccion racional E ; que descompuesta en

sus elementos simples, dara:

S a,u

M(U) [ Ak,l Ako
n=0 - N(U) k=1

e et ) D

Por tanto, al substituir esta wltima expresion en la integral (10),
su calculo queda reducido al de otras de la forma :

du
I, = —_— 12
* ./ (u—w) V1 —2zu + u? (12)

de las que basta calcular la que corresponde a s = 1, es decir :

du
,/ (u—uw)\/1—2zu 4 u?

(13)

k1=

— ya que cualquier otra de la forma (12) en que s > 1, se deduce de la
(13) por sucesivas. derivaciones respecto a u;, considerado como para-
metro.
El valor de la integral (13) se obtiene inmediatamente efectuando el
cambio de variable :
u=z-4iv \/ 1— 2.

lo que da:
1—2zu+w?=(1—22)+@u—2=(1—2)—*(1—2)=(1—22) (1 —1v?)
y si designamos por v, el valor de v correspondiente al u;, de u, es decir :

Z— U

V1—2

=2+ i, /1 — 22, v, =1

la integral (13) en cuestion toma la forma :

dv
I,

1 /~+1
NI =2 (v —v) /1T —0?
24

cuyo valor es (}):

1 i 7l
Iy

' =\/1—22\/1—v§=—\/1—22uk—|—u%

(1) GoursaT: «Cours d’Analyse Mathematique », Tomo I, pag. 292.

(14)
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Por tanto, y si para simplificacién de notaciones y abreviacién del
trabajo, nos limitamos a considerar, como antes, el caso en que la fun-
cién racional tiene todos sus polos simples, es decir :

M (ll) . k=m Ak
N@ +=Siu—uw

se obtiene a través de las formulas (10), (11) y (14):

™ k=m A
X a,P, () =— S S
n=0 ® , k§1 A/ 1—2zu;, + u?

resultado que coincide con el anteriormente obtenido.

(15)

5. — La férmula (15) permite calcular la suma de algunos tipos im-
portantes de series de polinomios de LEGENDRE cuyos coeficientes a,
cumplen las condiciones de recurrencia prefijada. Basta para ello co-
nocer las raices de la ecuacion generatriz correspondiente a la sucesion
de dichos coeficientes. ’

Consideremos en primer lugar el caso mas simple, es decir, cuando es
a, = 1 para todo valor de n.

Entonces se tiene:

Tauwt=1l+utuP+. == ——— (Jul< 1)

y, por tanto:
U = 1, ) A1 = — 15

con lo ¢ual la féormula (15) da:

3P, ()= !

1
oo VI=224+1 4/24/1T—:

resultado que no es sino un caso particular de la seric de Stieltjes-Neu-
mann () y que puede deducirse también dircctamente de la igualdad (2)
sin mas que hacer u = 1.

Como segundo caso consideremos ¢l a, = n.

Se tiene ahora :

(16)

& u 1 1
Zpr =t 88t = s = e T

(1) Véase VITALI-SANSONE : « Moderna Teoria delle funzioni di variabile reale »,
Parte Seconda. Pag. 220,

8 — Collectanea Mathematica.
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quedando el problema reducido al calculo de las dos siguientes inte-
grales :

+i/1-2 2+i /12
17 du ATV
I]. == _‘:/ pr— ‘IZ: _‘,/ pr———————
wl J (u—1)4/1—2zu + u? at ) (u—1)24/1—2zu + u?
1—iV1-2 z—iy/1=2

La primera se deduce de (14) haciendo simplemente u; = 1, con lo
cual y al igual que antes, se obtiene :

L=

. 1
V24/1—2 .
En cuanto a I, resulta de la (13) por derivacion respecto a u, o lo
que es equivalente, en su valor (14), haciendo luego u, = 1, lo cual da:
,_ 1 =
IZ= I1=————2-(1——2zuk—{— u%) (—'2Z+2uk)

y haciendo a, = 1 resulta:

_s _3 1
L=2"1—z f(l——z=—_————_
Por tanto, y teniendo en cuenta que el numerador de (u — 1)? en la

descomposicion de la fraccién racional que expresa la suma de la serie
Y nu® es también igual a la unidad, se obtiene :

3 nP, (@)= —
n=0

1
24/24/1—z '
Resultado que puede alcanzarse directamente sin mas que derivar
los dos miembros de la igualdad (2), haciendo luego u = 1.

6. — La proposicion reciproca de la que expresa la igualdad (15) es
igualmente valida, es decir, el desarrollo de una funcién de la forma :

SR
=1 4/1 — 2z, + u?

en la cual se supone |u| < Min-lz +iv/1 —zzl, da origen a una
serie de polinomios de LEGENDRE 2, a, P, (2), cuyos coeficientes a,, satis-
facen a una relaciéon recurrente lineal.



Series recurrentes de polinomios de Legendre 115

Se tiene en efecto :

m Ak m J’
—_— = A
k§1 A/ 1—2zu;, + u} k§1 1

y como a causa de la condicién admitida cada una de las series :

o ]
n§1P” (Z) llng

S P, (2)u (k=1,2,..m)
n=0

es absoluta y uniformemente convergente, lo serd también su suma
— previa multiplicacion por la respectiva constante A, —. De este modo
se obtiene :

gO(Alug + A2ug + see + Amll;’h) Pn (Z)

0

que es otra serie de polinomios de LEGENDRE X a, P, (z), cuyos cocfi-
n=0

cientes :

a, = Auy + A.uy, ..., AU,

satisfacen a una relacion lineal de referencia como se comprucba facil-
mente por eliminacion de las constantes A;, A,, .... 4,,.

7. — Al igual que en el caso de las series potenciales, la suma (o dife-
rencia), término a término de dos series de polinomios de LEGENDRE
> a,P, (2 y X b,P, (2), cuyos coeficientes (a,) y (b,) satisfacen a sendas
relaciones de recurrencia lineales, es otra serie X (a, & b,) P, (2), asi-
mismo recurrente, como lo es también la Y ¢, P, () siendo: ¢, = X a;b;
(i 4 j = n), y ese mismo caracter tiene la }; a,b,P, (z), que resulta de
la composicion de las dos primeras, serie esta ultima cuya elipse de con-
vergencia tiene como semiejes: a = 1 (M’ + L,) yb= L (N.’ — —1—> .

2 AA 2 Yy
Ello es una simple consecuencia de la validez de la propiedad en cuestion
en las series de potencias, y de la relacién que enlaza la serie de po-
linomios ¥ a, b, P, (z) con la X a,b,z" a través de una igualdad analoga
a la (9), ) y mediante la cual podra calcularse la suma de la primecra
conocida la de esta ultima.

(*) Esta propiedad tiene especial interés dentro de la teoria de las variables
aleatorias, ya que, como es sabido, si x;, Z,, ... ¥, son los valores distinlos de una va

riable eventual y p,, p,, ... pr los respectivos pesos o probabilidades, los momeutos
sucesivos :

, .
m, = X ppx} (n=20,1,2,..)
k=1

S
satisfacen a una relacion recurrente lineal. Y si m,” = X p/z;* son los momenlos
i=1
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8. —La serie X a,P, (z) que acabamos de estudiar, puede consi-
derarse — bajo ciertas condiciones de continuidad que supondremos
satisfechas — como caso particular, para ¢t = 1, de esta otra (}):

S a,P, () 1" 17)
n=0
Fijado el valor de z, y admitiendo — como hasta aqui hemos su-

. Ly g . . .
puesto — que existe lim —— = 1, el radio de convergencia de la serie

n

(17) viene expresado por:
1

llVIin~[:ii\/1—:2]

9:

y cs, por tanto, variable con z, permaneciendo constante tinicamente,
cuando z describe una elipse de focos (— 1, + 1).

Ahora bien; si en la relacion fundamental (9), cambiamos a, en a,f*,
se obtiene :

o 1 p=z+iN/1—2
zanPn(z)ln'__‘-/.
0 Tl J

n=
1=z—i\/1—z’

3 a, (tu)*
n=0

V11— 2zu 4 £ ! (19)

de donde, y aplicando el mismo razonamiento que en el parrafo 3, te-
niendo en cuenta que la descomposiciéon de la fraccién racional R (fu)
que expresa la suma de la serie recurrente Y a, (fu)*, es, en el caso actual :

, Ay
m A & m T

R (lu) = = _
() k§1 ut—up 5oy u Uk
t

de otra variable alealoria independiente de la primera, la composicién de momen-
tos conduce a la igualdad :

7 S
my, = m,-m’y my = X X piy(agx
k=1 j=1
en la que:
Pij =" P P;

() Obsérvese que la seric X a, I’, (z) i® puede counsiderarse como resullante de
la composicion por 1a regla de Hapamarp de las dos series de potencias:
’ X ayin = R(1)
1
2P, = Y—/—/
nt?) vI—ozt i

cuyos cocficientes a, y P, (z), satisfacen a sendas relaciones de recurrencia la primera
de coeficientes constantes, y la segunda de coeficientes variables con z y n.
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se deduce que el valor de la integral (18), se obtendra sin més que cam-

. , A .
biar en la formula (14), u;, y 4;, en Et'—‘ y Tk’ respectivamente, con lo

que resulta :
Ay
i: anpn (Z) = — 2 : = > Ak

— Tk
n=0 k=1 \/1 _2-'% I (.u_k)g k=1 ‘\/12— 2zt u, + Ll%
7 T\7 (19)

expresion esta ultima que para [ — 1, tiende hacia el valor (15), lo que
hace patente la continuidad de la funcién en el punto { = 1.

Cada uno de los elementos constitutivos del segundo miembro de la
igualdad (19), es desarrollable en seric de potencias dc z convergente
en un cierto entorno del origen.

Hacicndo para simplificar :

1 /(¢ uy,
n=g(r+%)  G=n0
se tiene:
Ak . Ak (1 Z)_i _
/B — 2ztu;, + u} RV vl
Ay, o (2n)! [z\"
- = 20
,\/12 + u?a n=0 22 (n!)z (Uk> ( )
desarrollo que converge para |z| << |vz].

Por tanto, al sumar las m series analogas a la (20) y que de ellas se
deducen dando a k los valores sucesivos 1, 2, 3,... m, se obtiene :

%0 a, P, (z) "= ﬁ‘d Qx (t) z" (21)

n=0

cuyo scgundo miembro converge ciertamente cuando z permanecc en
el interior de un circulo de radio no superior al menor de los médulos
|01]s | 0g]--- | 0| ¥ cuyos coeficientes Q,, (f) — dependientes de la variable f —
son funciones simétricas — no racionales — dec las raices de la ecuacion
generatriz de la sucesion («,).

En particular, y admitida la continuidad para {= 1 de la funcion
definida por la serie X a,P, (z) (*, la f6ormula (21) da:

S Py(e)= S b,

=0 n=0Q
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igualdad que transforma la serie recurrente de polinomios }; a, P, (z) en
otra de potencias Y, b, 2", cuyos coeficientes b, = Q, (1), vienen dados —
como puede comprobarse facilmente — por:

@) & A ut
R =AY e e

by

9. — La consideracién de la integral (8) que, como hemos visto, cons-
tituye el elemento basico para el calculo de la suma de una serie recu-
rrente de polinomios de LEGENDRE, conduce a otra importante extension
de las series estudiadas en el parrafo anterior, que permite expresar los
periodos de las integrales elipticas.

Tomemos la integral definida :

VR
i u
J== 22
m/\/(u—r)(u—s)(l—2zu+u2) @)
o=2z—1 \/-1——_32

en la que r y s son dos constantes reales o complejas ().
Si desarrollamos la funcion [(u—r) (u — s)] ™% en serie de potencias
de u sc obtienc :

u u

[ —n) @—9) = o=

r S

que converge absoluta y uniformemente para valores de u cuyo médulo
sca inferior al menor de los |r|, |s|, y cuyos coeficientes valen :

()
VﬁééWE%; N
2i

c _L(Zn) 1
T 9m\p

Por consiguiente, si suponemos que los limites « y f de la integral (22)
son inleriores al circulo de convergencia de la serie (23), al substituir la
funcion [(u —r) (u — s)]-t por dicho desarrollo, podra efectuarse la
integracion término a término, y se tendra:

(') Parar = s la integral J se reduce a otra del tipo (13)
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ﬁ 21 c"
n= du —

1
—ﬂ ,/ \/1——2zu—|—u2
1

) 1 a®
-5 [ﬁ / T du] =% 0P (25)

con lo cual queda expresado uno de los periodos de la integral eliptica (22)
en serie de polinomios de LEGENDRE ().

Esa misma integral (22) admite otra representacion analitica un
tanto mas sugestiva en serie de polinomios de LEGENDRE, en el caso en
que las constantes ry s son tales que rs = 1. Entonces, y haciendo para

abreviar: 0= (r + s), dicha integral toma la forma:

du
V(A —26u + u?) (1 — 2zu + u?)

(26)

Ahora bien; se tiene:

m= anpn (6)u". siendo |u|< Min.|6 & iVI— 62|

Por tanto, al substituir este desarrollo en (26), resulta :

S P, @)
1 ﬁ n=0
J = — —_—— du
l V1I—2zu + u?

Y si nos limitamos a considerar los valores de z tales que: « y f
sean menores que Min.|6 - i V1—62| , seran invertibles los signos

B
f y X, luego:

o

J=$ P06
n=0

-8 u
i _/ V1—2zu 4 u*
o

(1) Obsérvese que los cocficientes ¢, de la serie (25) no son recurrentes.
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o bicn, recordando la férmula fundamental ®):

J= 20 P, (0) P, (2) @7)
quedando expfesado el periodo de la integral eliptica considerada en
serie de polinomios de LEGENDRE resultante de la composicién de las

ZP,(0)y ZP,(2) ().

(*) Si en lugar del periodo J se considera este otro :

J = l/‘s du
Vooni Vu—r)y(u—s) (L — 2zu + u?)

siguiendo marcha analoga a partir del desarrollo :
(1—2m +~u)? = TP, ()

se llegaria al mismo resultado para la integral J,, conclusion que constituye la com-
probacién indirecta de un teorema bien conocido acerca de los periodos de las inle-
grales elipticas y ultraclipticas. Notese que en el caso concrelo que hemos considerado
en que rs == 1, los cuatro puntos a, B, r'y s son conciclicos.



