SOBRE LA APROXIMACION NUMERICA
DE UN PROBLEMA DE CONTROL GEOMETRICO

por

ENRIQUIE FERNANDLEZ CARA

ABSTRACT.

The purpose of this paper is 1o introduce a new method for solving an op-
timum design problem: determining the aerodynamic body of minimum-drag
profile at constant velocity in a viscous incompressible fluid. The stationnary
Navier-Stokes problem (in velocity-pressure formulation) is discretized by means
of a mixed finite element method. In some particular cases, the existence of
solutions allows us to prove convergence results.

1. INTRODUCCION. L'L PROBLEMA FISICO.

Un problema cldsico de la Mecdnica de Fluidos es la determinacion del cuer-
po acrodindmico (por ejemplo de volumen dado) que opone resistencia minima
al arrastre cuando se desplaza a velocidad constante Z en un fluido viscoso in-
compresible. ista cuestidn ha sido tratada por O. Pironnecau [6] desde un punto
de vista teodrico, y por R. Glowinski & O. Pironneau {2] en cuanto a su resolu-
cion numérica. Ln este trabajo nos proponemos introducir un nuevo método de
cdlculo de las soluciones aproximadas (estrechamente relacionado con el de A.
Marrocco & O. Pironneau [3]), asi como mostrar ciertas propiedades de conver-
gencia.

En términos matematicos, si O C RN (N =2 06 3) cs un abierto acotado (la
region ocupada por el fluido), y §= Q C O cs clobsticulo, despudés de tomar un
sistema de referencia fijo respecto de S, el campo de velocidades del ﬂuido?y la
presion p son solucion del problema estacionario de Navier-Stokes:
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> . = 1o\ o N 2 L
Hallar (u, p) € (ug + Hy (O\S)Y) X L3 (O\S) tal que:

uj [ pdivi=0
— Vi ivv=
xi 00O \Sp

- - 0
ZVOI\S oij (u) 0j; (V)"'Of\S v j

(1.1a)
Vv elll (0\$)N,
[ q.divi=0  Vqel2(0\S).
0°\s

: -> iy Iy 1 N s

Lin (1.1), ug es una funcion de H' ( O\S)" que verifica:
div Up = 0 en O\S,
b d —> ) :
ug = Z sobre 89, (1.1b)
-
ug = 0 sobre 9 S.

En lo que sigue se supondra que 9 O cs suficientemente regular (por cjemplo
de clase C' a trozos acoplados por angulos no nulos)(l). En la prictica, ® serd un
poligono convexo. Sea C una familia de abiertos €2 C C Ode frontera continua y
parametrizable a trozos y llamemos S a la familia de los correspondicntes
S = Q, donde Q € C. Se supone que existe un cerrado U C © que contienc a to-
do clemento de S. En estas condiciones siempre existe una funcion

up € H' (O\S)N
que verifica (1.19) y la condicién (cf. O. A. Ladyzhenskaya [4])
sOp (lTo)CO\U. (1.1c)
El problema de control geométrico puede ahora formularse como sigue:

- - > ,
min {v [ oj(u)ojj(u)/ (u, p) es solucion de (1.1a)}. (1.2)
SeS O\s

Obsérvese que el funcional

£S)=v [ o 05 (1) , (U, p)solucion de (1.1a), (1.3)
O\s

(1) Véase por ejemplo{1].
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asocia a cada posible obsticulo S € S la energia asociada que sc disipa cn el
fluido, lo que supone (salvo un factor y términos de orden mayor en

d=m(8))m (9))

una buena aproximacion de la resistencia al arrastre que ofrece S.

Recordemos los siguientes resultados de existencia y unicidad de soluciones
de la ccuacion de estado:

Teorema 1.1. (O. A. Ladyzhenskaya {4]).

En las condiciones precedentes, ¢l problema (1.1a) admite al menos una so-
lucion para cada S e S.

Teorema 1.2. (R. Finn [5]).

Si dS cs una hipersuperficic lipschitziana a trozos,@ y

|
i (U 75)
gl o < ay 2\/— (L4a)

donde y; cs ¢l menor valor propio del operador  Aen ©\S con condicioncs de
Dirichlet homogéneas, o bicn se tiene(3)

_)
12 > . Hvilp4
v>N"“Dglul,o :Dg=_ Sup TS (1.4b)
vell1( Q)" IVlg,0

entonces la solucion de (1.1a) es unica. Ademdssid @ y 9 S son suficientemen-
Le regulares, se verifica

-
ueWnT(O\8) Vi>1
pell' (O\S),

(2) Us decir, en todo punto x de @ S exisie un entorno N (x) tal que N (x) N9 S puede ser

descrito por cartas locales lipschitzianas.

N
@Is=C 2 f Ivii*)'/4.
1=

V]
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—

i.e., el par (u, p) es una solucién clasica del problema estacionario de Navier-
Stokes

AU+ U.PU+yp =0

divi=0 ‘

- (1.5)

u=7 sobre 90,

U =0 sobre d8S.

Ln lo que sigue se supondra que se verifica al menos una de las condiciones
(1.4), de suerte que todos los problemas de Navier-Stokes considerados admiti-
ran una solucién dnica.

El problema (1.1) - (1.2) posce especial interés (desde el punto de vista de la
Ingenieria) cuando la familia S viene dada por alguna de lay §; (! <is 3) des-
critas a contlinuacion.

Sca Cy 1a familia de todos los abiertos €2 de frontera continua y parametri-
zable a trozos por hipersuperficies rectificables tales que

QCuU,
y sea Sq la familia de las correspondientes adherencias
S =Q, donde QeC,.

Definimos entonces las familias Sj por las relaciones siguientes:

(i) Carenas de volumen dado (vi > 0, constante conocida)

S; ={S/SeSe;m(S)=v; } . (1.6a)

(ii) Carenas de medida superficial dada (v4 > 0, constante conocida).

S, ={S/SeSyp; J do=vy}.@ (1.6h)
as

(iii) Carenas alrededor de un objeto dado (D abicrto conocido no vacio,
D CCU).

S; ={S/SeSy; SOD}. (1.6¢)

(4) do cs cl clemento de drca de 0S.
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Ouos casos interesantes, por simplicidad no mencionados aqui, pueden con-
sultarse en O. Pironneau [1, 6].

2. UN RLSULTADO DL EXISTENCIA DIi SOLUCIONLS.

Ln csta seccidn enunciaremos un resultado de existencia de soluciones del
problema (1.1) -- (1.2) que generaliza (y *formaliza™ en un cierto sentido) el de
O. Pironneau [6]. En lo que sigue. se supone que la {familia C verifica la propic-
dad siguiente:

Propiedad (P.1).

De toda sucesion { Qi } de abierios de C puede extraerse una subsucesion
{§2,} tal que:

(a) Q u converge en el sentido de la distancia de Hausdorff hacia un
S=0¢es.

(b) Las funciones caracteristicas x,, de los correspondientes O\§2, conver-
genen L™ ( Q) débil* hacia una funcion x que se anula c.p.d. en S.

Nota 2.1. Fs cvidente que todu familia C' que cumple la propiedad (P.1) es
cerrada para la topologia de Hausdorff.

Teorema 2.1.

En las condiciones precedentes, si la familia €' verifica la propiedad (P.1), el
problema (1.1) - 1.2) admite solucion.

La demostracion de este resultado puede hallarse en E. Ferndndez Cara |7}
Ln particular, si todas las fronteras 8 2, donde Q ¢ C, son parametrizables a
trozos sobre los mismos trozos por hipersuperficies equilipschitzianas (cf. O.
Pironneau [6]), cl problema (1.1) - - (1.2) admite al menos una solucion.

Nota 2.2. Si S es la familia S, definida por (1.6b), una sencilla aplicacion del
Principio de Llcccion de Helly prucba que S verifica la propiedad (P.1).
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3. APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS MIXTOS.

Seguidamente recordaremos un método de aproximacién de la ecuacion de
estado (1.1a) por clementos finitos mixtos; ¢l esquema aproximado sera utiliza-
do en la Seccion 4 para formular ¢l problema aproximado de disefio 6ptimo, cu-
ya resolucion es, como se verd, relativamente sencilla. Para simplificar la nota-
¢idn, supongamos que N = 2, y que el abierto Q = O\S es poligonal.

Sea T, una triangulacion de 2y, y sea T‘h la triangulacién obtenida uniendo
los puntos medios de los lados de T}, (véase la Vigura §). En lo que siguc se uti-
lizardn los espacios siguientes:

> > o.,= - L~ o~ o
Xn (03 Th) = { vn/vi € CO (@n)? Ve Py (TP VTeTh;
(3.1)
vh=0 sobre Z)Qh},
M (n:Th) = {an / an € L* (2n); anyp ePo (T) VT e 7hs
(3.2)
[ an=0}.

Q4
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Ls bien sabido que Xp (§2; Th) (resp. My, (§2; Th)) ¢s un subespacio de dimen-
sién finita de HY (Q2)? (resp. L2 (2)). Ademds, toda funcion vy, € Xp (€2; Th)
(resp. qn € My, (£2; Th)) estd univocamente determinada por sus valores en los
vértices de los tridngulos Te Th (resp. en los baricentros de todos salvo uno de
los tridngulos T € Ty).

El problema aproximado de Navier-Stokes se¢ formula como sigue:

Hallar (0p. pr) € (Tp + Xp (§82: Th)) X Mp (2 Ty), tal que:

N o5 ou
2 v [ gjj (un) o3j (va) + [ ujn Vih
Q Q Xj
(3.3)n
fpp - div _V)h =0 V_\>h € Xp,
Q

Sflq.div ﬁ>h =0 VqeMy.

Sc puede demostrar (como en Girault & P. A. Raviart [8]) que el problema
(3.3)n admite al menos una solucidn, que por otra parte s (nica si g satisface la
desigualdad

v 2 Co, (3.4)

donde C 9 cs una constante positiva que s6lo depende de 0.

En estas condiciones, si A es una sucesion generalizada de R+convergente ha-
cia 0, y a cada h € H Ic asociamos una triangulacion Ty, de tal forma que la fami-
lia {Th}nen sca regular (en ol sentido de P.G. Ciarlet [9]), las soluciones aproxi-
madas (ﬁ’h, pn) convergen fuertemente en H! (SZh)N X L% () hacia la solucién
(Z p) del problema de Navieri-Stokes en £y, (para estimaciones del error y otros
detalles, cf. [8])-

En las secciones siguientes supondremos que se verifica la relacion (3.4), de
suerte que todos los problemas aproximados que se consideraran admitiran una
solucidn unica.

4. UN METODO DE RESOLUCION.
Podemos ya describir el método de resolucion aproximada del problema(1.1)

— (1.2), objetivo principal de nuestro trabajo. Para no complicar excesivamente
el desarrollo que sigue, supondremos que © cs un poligono convexo de R2.
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Sea A una sucesion generalizada de R+.,lgonvcrgcntc hacia 0. AcadaheH le
asociamos una lamilia Sy, de Ky-tuplas { aﬁ }k E . de puntos de O que definen:

(a) Los subdominios Sy, = O\Sy, donde Sy, C U es el cerrado poligonal cu-
Yos vértices son los ny primeros aﬁ.
(b) Las triangulaciones Ty, y T, de $2y,.

Se supone que una de las condiciones (1.6) es verificada por todos los Sy,
definidos por los clementos de Sy. Para cada h e H, ¢l problema aproximado de
disefio Optimo se escribe:

- - - B
kmin { v 0ij(un) oij (un) / (un, pn) essolucion de (3.3)n}. 4.1y
{ah } €Sh 9h

Nota 4.1. Dado que (4.1)y, cs, para cada h € H, un problema de minimiza-
. ~ . - . . . -
cion finito-dimensional con dependencia continua del estado aproximado Uy, res-
pecto de la variable

K
{a}:}kl;l !

y que O es acotado, se tendré la existencia de soluciones de (4.1)y, siempre que
Sh sea un cerrado de (R? )Kh. En la prictica, conviene construir los alﬁ a partir de
curvas transversales (que impidan la degeneracion de los triangulos de 77},); un
andlisis detallado de la situacion aparccera en E. Ferndndez Cara [10].

En lo que sigue, denotaremos VE (resp. wﬁ) las funciones de base usuales
(continuas y afines por tridngulos) asociadas a la triangulacion Ty, (resp. Th). El
, >Q . .. . . P , Ly
simbolo ” indicard un desplazamiento del vértice a* de T}, asi como la funcion
de L? (£2)* que se reduce a un veclor constante en cada tridngulo de T3, y toma

los valores

> . .

ok, si x,a%€eT, TeTy,
>
aQ (x) =

0, en caso contrario.

En Tecoria de Control, desde el punto de visla numérico, las condiciones de
optimalidad del problema deben obtencrse dircctamente sobre la formulacion
aproximada, y no deducirse por discretizacion de aquellas que sc obtienen a par-
tir del problema continuo (como se hace en R. Glowinski & Q. Pironneau [2]).
Ello justifica la importancia del resultado que sigue:
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Proposicion 4.1.
Con la notacion precedente, existe una constante A > 0 (que sblo depende

de Oy de ﬁo) tal que si v > A, vy el vértice aﬁ de T;, situado en U, sufre un
“pequefo’” desplazamiento &4, el valor del funcional

En ({a}i b) = V(fZ 0ij (_u>h)01j (_Jh) (4.2)
h

varia cn
5t = L (fn, pn) . & +0 @), (4.3)
donde la notacién o (&2) indica que

oA &Y
lim =
A>0

0. (4.4)

y L% viene definido por
> E > >
L (@n, pn) - &= Myn (Bn, Wh) + Uz (3ns Wn) + ©n (Ph, Wh) -

2 u({ 0ij (Un) 0 (F @ .9) ) + (4.52)

h

+v ! g () o5 (hn) (VvE . &%)
h

Iy (6, W) = 20f oy @) oy (o @ .v) %) +
£h
(4.5b)
+ 0 (V2 @ v) 8y 0 (B) - oy ) 03 ) (@ vE- 8D

My (31 %) =1 @E.viiwd. ¥ Guiiedd) |, @so
2h

E > > >
Oh (p, W) = s py)w.yvh + 2 ! (p.divw)(yvh - ¥,  (450)
h h

> ;. - .
y Wp es la inica solucion del problema adjunto:
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Hallar v'v)'h € Xn (2n: Tn) tal que

Soan-div Wy = 0 Vagy e Mp (3 Ty

Qp

> > > > >
2v [ oij(wn)aij(zn) + J wh.v (uy-7p) =
Q2p 2

=20 [ oy (Un) 65 (71) (4.6)
2

V' 7h ¢ Xn (21 Th) tal que

§oandivEy =5 { @)ty - diviy @8- Han
Qp 2h

th € Mp (2 Th)-

Ln cl resto de esta Seccion omitiremos el subindee h. Recordemos que dada
la triangulacion T del abierto €2, Tes la triangulacién obtenida al unir los puntos
medios de los lados de T

La demostracién de la Proposicion 4.]1 se basa en los cuatro Lemas que da-
damos a continuacion. A partir de este momento, designaremos §2°, T°, 'ﬁ’, etc.
todos los clementos geométricos y funciones asociados a la k-tupla 2% de
S, donde

KA

A si k=0 1Sk Sk,
d = (47)
aQ + &Q en caso contrario,
Lema 4. 1.

Con la notacion que precede, si r es un entero no negativo, y

fe ~"~ P, (T), (4.8)
TeT
se tiene que
p) ~a T o (=
TeT { fT'\T fT \T (4.9)

= f @R + (v + 0 @Y.
(¥



Sobre la aproximacion numérica de un problema de control geométrico 235

Demostracion :

Solo probaremos (4.9) en el caso de 1a Figura 2. Observemos por ejemplo
que

g Q 290 >
Sonv, o Jrty £= 018 290 @2 2y)do +

+f @A) do+ 18 0 (R @R do + 0 @)=

[33 Q, al QI

= far, fvR @2 n)do+o@Y),
3

Fig. 2

donde ;, es el vector normal unitario exterior a T;. Procediendo de forma ani-
loga con todos los tridngulos de la Figura, y aplicando en cada uno de cllos la
formula de Green, resulta
E Ay U Iy fl= 2 Sy @ A do+o@d
TeT TeT

(4.10)
=2 fzv(Ev).at+0 @Y.

TeT

De forma aniloga se prueba:
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Lema 4.2.

Sea T e T, q la funcidn caracteristica del tridngulo T, y f una funcion que ve-
rifica (4.8). Entonces,si$ q=q - g, tenemos

[, 84.f= fTo{r(va.&Q) + 2wy + o @Y.

Lema 4.3.
Con la notacién precedente, sié w'=w'!  w', se tiene:

. —(V wi.&Q) v O(EQ), si X, aQesop (VQ),
swix)={ (4.11)
o (o Q), en caso contrario.

Demostracion:

4 k

~ ~ ~ - H
Por ¢jemplo, consideremos ¢l caso en que x, a~ e T, T e T, y sean a',a,a

los vértices de T. Lntonces
5 wh (ai)= w (ai) —w (ai) = wi (« i ')ri) wi (ai) =
—-yw. i +o@,

donde r' = a'- al ¢s el desplazamiento del vértice a'. Procediendo analogamen-
te con &l y a¥, sc deduce que

_ -y wi--&q+o(y), si m= g,
io.my _
sw (a") = I s 20 _
—va-a +o(a’), si m # 2

. ~
Pero 8 w' puede escribirse en T como la suma de una funcion afin y un tér-
. > N o~ ~- . ’ - >~
mino de orden mayor en o®. Cuando T € T no contiene el vértice aQ, peroTC
sop (VQ), un calculo similar demuestra que

1 ;
——ywh. ol 0@, si VM) £0,
5 wl (am) = 2
] ZLQ), en ¢caso contrario.

Esto demuestra (4.11).
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Nota 4.2, Globalmente,
sw = -(Vwi.Z{Q)v‘Q+o(672),
de donde § w! es la suma de una funcion que verifica (4.8) con r= 1 (pero no cs

. . . . > - .
continua y un témmino de orden superior en o{Q 1 Lema 4.3 generaliza en cierto
sentido el Lema 4.2 de A. Marroceo & O. Pironneau [3].

Lema 4.4.

Sea H un espacio de Hilbert, # (. , .) una forma bilineal, continua y coerciva
sobre H:

a(v,v) 2 alviy, . VveHd, o>0. (4.12)
Sean B un operador lineal continuo de I en s{ mismo, y x, f € H tales que:

i) La variedad lineal

H(x)={w/weH, Bw=x}

es no vacia.

ii) Si uell verifica

m(u, v) = ([ v)y Vv e Ker (B),
entonces existe vy € H (x) tal que:
7 (U, vo) = (F, Yoy
Entonces, cl problema
m(u,v) = (f, v)g Vv el (x), u € Ker (B) (4.13)

admite una solucion Onica.

Demostracion:

l.a hipotesis de coercividad (4.12) cntrafia laexistencia de un Gnico ieKer(B)
tal que
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7@ 9 = (g , VieKer(B). (4.14)
Ademas cxiste vg € H (x) tal que
m (0, vo) = (F, vo)u-
Entonces 0 es solucion de (4.13).
Por otra parte, si u es solucion de (4.13),
7 (u, 9) = (f, Vg V¥ e Ker (B),

de donde 1la solucion de (4.13) es Unica, y coincide conlasolucién (en Ker (B))
de (4.14).

Todos los elementos necesarios para probar las relaciones (4.3) — (4.6) es-
tdn ya a nuestra disposicién:
Demostracion de la Proposicion 4.1.

Sea £ el funcional definido por (4.2). Se observa ficilmente que

§E=v/[g 0 @) o35 (ﬁ’)—VfQ 0ij (1) 03§ (B) =

=2 Vn’{‘m 0ij (-ﬁ) aij (6 -ﬁ) +v T’f’?‘ IT'_\IT oij (ﬁ') Oij (ﬁ’) -

- \f aij (ﬁ) Gij (ﬁ) I +o (#)

T\T*
Pongamos

U= (uy, ug) E(>_3¢‘1 wo, e wi)+ Uo » (4.16)
1 1

dondec el indice i toma los valores asociados a aquellos vértices de T que pertene-
cen a §2. Entonces, dado que LeU y que Ug puede elegirse de soporte conteni-
do en O\ U (cf. O.A. Ladyzhenskaya [4]), de acuerdo con el Lema 4.3,

5u=056u— (Vul-#)vg,(Vu;-y)v2)+o(&q)
. o, R (4.17)
=3u-v2@@.v)u + o (&),
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donde
'Eﬁs(z sol w o, ;:a¢i2wi). (4.18)
1 1
En consecuencia, & £ viene dado por

5E=2v/g 0o Gu)—2v g oy @) oy (L. v)0)

s s s » (4.19)
+ v g 0ij (u) gjj (u) Vv .orQ) + o(an).
Por otra parte,
> uj >
2vy .aij(ﬁ’)aij(w’)+f JUp— Wi+ [, p'divw =0
“ oy e (4.20)

Vw eX (;T).

Restando la primera ecuacion de (3.3) de (4.20), y aplicando los Lemas 4.1-
4.3, se obtiene:

20 f, o5 G U)oy (W) 20 fg o5 L @B V) 0) oy (W) +
+ 20 [ o3 (1) 0 W) (V. &) - 20 [ 0y @) 0y (R @2 7)Y W) +

~ 9y a ~ -&Q d yj )
+fnauiETj-Wj+fnuim(aui)Wj—-fn(VUi- )a—xjw]-v -

ov a u
>Q i > 2
_fn ui(vui'a)mwj_fn ul'a—xj'(VWJaX)V +
an Q'&Q an Q y
+fqui —wj(@v.a) +fgu — Vv (Vwj.a) +
0 xj 0 X

aU‘ ~
+ [ Wi a—ivff(vui.zﬂ)_ fo 8 p-divw-

- fq (p. divar)(VvQ.Z{Q) + Jq p(&g.v)\?v-v B

— fg (p-div W)(va-y) = o(ﬁ),
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donde, para

p= X p(Mx
TeT

(xp ¢sla funcion caracteristica del tridngulo T), hemos utilizado la notacién

Sp= T 8p(Mxy (4.21)
TEeT

~

.2 » > i - .
De la expresion anterior se deduce que cl par (8 u, & p) satisface el sistema
de ccuaciones

> >, d o~
2v [ 015 (8 u) ojj (w) + Ja E(ui-ﬁui)wj-
)

Jq8p-divw =T, (0, W)+ I, (%) +© (p, W)+ 0 (@) [ (4.22)

VweX(©82:T).

Suponemos de momento que el problema adjunto de Navier-Stokes (4.6)
admite una solucién Gnica w € X (£2; 7). Entonces se tienen las igualdades

20 o 055 (@) 05 B 0) = 20 f, 03§ ) 0 (W) +,7 (4. 30). w=
= 11y (4, W) + I, (43 %) + ©(p, w),
de donde se deduce (4.5). Queda por probar tan solo la existencia de una cons-
tante A > 0 tal que para v > A ¢l problema (4.6) admite solucién. En primer
lugar demostraremos que si v es suficientemente grande, la forma bilineal
LW, 0)=2v [ 05 (W o M+, V(@-3). W (4.23)
¢s coerciva sobre Hy (S2)%. En efecto, integrando por partes sc¢ obscrva que
foV @-V)-¥=—f, @-V)divy V7 eHE (Q). (4.24)
Pero la desigualdad de Holder muestra que
TG0 AvVS gt 1A g e VA g iR 12,

.)
y los resultados de [4] ascguran la existencia de una constante Ag (O, Z) tal que
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> > > > Y
fq (4. V) div VS Ao (fsz v*) 1/4 (fn |div vi?) 12
Del Teorema de Inyeccion de Sobolev (¢f. R.A. Adams [11]) y de la desi-

gualdad de Korn (cf., por ejemplo, Duvaut & J. L. Lions [12]) se deduce la exis-
tencia de A; (9, 7)> 0 tal que

Jo @ DdvVEA, f, 5@ o VieHs (@)

Por tanto, cuando v > A;/2, la fonna (4.23) es coerciva. La demostracion
de la Proposicion 4.1 se deduce fdcilmente del Lema 4.4 para A= Ay/2.

' . >
Nota 4.3. De la Demostracion del Leina 4.4 se deduce que (para v > A) w es
también la Unica solucién de:

2v [ 0y (W) 0j; (;‘)"‘fQ v v (3-;)=2Vf“ 0 (E)Uij (2)
(4.25)
Viex(:T),  J,9q.dv7=0  VqeM(Q;T)

Podemos introducir ta “*presion” A como un multiplicador de Jagrange aso-
ciado a la restriccidn

[ q-diviv =0 VqeM(Q:7),

resultanto que el par (w, A) e X (§2; ) X M (§2; T) es la solucidon anica del
problema adjunto (en formulacion mixta):

> > > > > >
2v [, gj (w) oy (2)+f w-yu.z2) fdivz =
(4.20)
> > > .
= 2vfq 03 (u) 0 (2) VzeX(Q:T),
Jo q-divw =0 VqeM(Q:T) 4.27)
Ll ¢dleulo efectivo del estado adjunto es ahora mds simple, y ademads el pro-
blema (4.26) - (4.27) es colicrente con ¢l problema adjunto formulado por O.
Pironncau [1] en ¢l caso continuo.

5. CASOS PARTICULARLS: CONVERGENCIA DF. LA SOLUCION APROXIMADA.

La cuestion importante que queda por responder es la siguiente: ;Converge



242 Enrique Fernandez Cara

la solucion del problema aproximado hacia una solucion del problema (1.1)
(1.2

Desatuiiunadamente, la existencia de soluciones del problema continuo esta
supeditada a una condicion de tipo acotacion uniforme (no totalmente satisfac-
toria, como se hace notar en [6]). Sin embargo, en ciertos casos particulares, de
las condiciones necesarias de optimalidad de la solucion del problema discreto
puede deducirse la existencia de una solucidon de (1.1}(1.2) (cf. [10]). En esta
Seccion admitiremos que este problema posee solucion; para fijar ideas nos situa-
remos en el caso de Ja familia S, , definida por (1.6b).

Sea entonces H una sucesion generalizada de R+ convergente hacia 0; a cada
h le asociamos una familia Sy, de Ky~ tuplas

k| Ki
{ah}k;1

que describen (como en la Seccion 4) la frontera de los cerrados Sy, y las trian-
gulaciones T}, y Ty. Supondremos que todo cerrado Sy, definido por un elemen-
to de S, pertenece a S5, y que la familia { Sap } ner ©s regular en el sentido si-
guiente:

§ (T) = didmetrode T S h VT, Vi&k}, Vh, (5.0

Sea p (T) la magnitud de T, definida como el didmetro de la
mayor bola contenida en T. Entonces existe ¢ >> 0 tal que

(5.2)
§(T)/p(M S0 VT, Vi, Vh

El resultado que sigue cs un caso particular de otro mds general, que apare-
cerd en [10], por lo que nos limitaremos a dar Ja idea de su demostracion. Dada
una funcién ¥, definida en un abierto 2 C O , llamaremos Vv la prolongacién por
cerodeva 0.

Teorema 5.1.

Con la notacién precedente, si la familia { Sop } ness s regular, y para cada
heH Eh es una solucién de (4.1)y, existe al menos una subsucesion H'’ de H tal
que

U = s en ! (9)? — débilcuandoh’ € 4, b >0

donde Uy es una solucion de (1.1)-(1.2) para S =S,.
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ldea de la Demostracion.

12 Parte: Estimaciones *“a priori”.

Siguiendo 1a técnica de [4], es facil probar la existencia de una constante
C >0 (que solo depende de v, O y Z) tal que

Wl oS ¢ Vhed. (5.3)
Por tanto, existe una subsucesion H’ y una funcion v e H! (O )? tales que
Th > Ve en HY (0)? --débil, cuando v ¢ H', " >0,

5 5.4
\7* = ; sobre 30. (5-4)

Por otra parte, de la definicion de S, se deduce (como en [6, 7]) la existen-
cia de una subsucesion de A’ (de nuevo llamada H’), y de un cerrado S« € S5,
lales que

Sh» - S para la topologia de Hausdhorlf,
Xo' = X, en L= (9Q) débil%, (5.5)
fas* do =v,,

donde x,. (resp. x,) es la funcion caracteristica de O\Sy (resp. O\Sy). De
(5.4) y (5.5) se deduce que Va= X TJ*, de donde podemos escribir

29 parie: Propicdades de Uy (1).

>
Supongamos que existe $e 1) (O\Sx) tal quedivg=0y

> > dusi >
2v [ gij(ux)gij (@) + f  us $i|Z € > 0.
O\s., O\S* 4 Xj

>
Se puede asegurar la existencia de una sucesion { ¢} i ¢ g tal que (cf.
(6D:
> >
o el (O\Sy)?, div ¢y =0 en  O\Sp,

Eh' - ; en H} (Q) - fuerte.
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Por tanto, si I es suficientemente pequefio,

(A4
e

~ ~ ~ Uy ~
2v [ o5 (Ux) 03§ (Pn") + S uxi din’
0 V] 9 X

Ahora bien, de (5.1)-(5.2) se deduce que existen funciones

Y €Xn (O \ Sy Ty)

tales que
> > .
lign - ¥nlly g\g,. = 7). (5.6)

donde 5 (') > 0 cuando b’ € H’, " = 0. De (5.3), (5-6) se deduce (parah’ su-

ficienlemente pequeiio) que

> > d Ui
2v [ ojup)oij(Yn)+ S uine
O\sp O\sy» 3 %

v
NN

¥ih®

N . > .r .
lo cual es absurdo. En consecuencia, O es la solucion del problema de Navier-

Stokes en O \S,.
32 Parte: Propiedades de Gx. (11).
Supongamos ahora que existe Se S, tal que

E®)=2v [ oMo () <
O\s
(.7)

<20 [ o) 05 () = £(S0),
O\s,

sicndo ¥ la solucién de (1.1a) en O\ S. Entonces existe una sucesion de cerrados
poligonales Sp» (W ¢ H"), definidos por las Kp-tuplas { é}:, } €Syn° que verifican

_lim [ o (n) o () S E(S), (5.8)
= 0 O\§p
hWe M’

donde T/h’ es la solucion de (3.3)y con

Xp' = Xpe (O\SpiTh) o Mpr = My ( O\Sp+; Tiye):
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Por otra parte, de (3.3)p2 ¥ (5.4) se deduce ficilmente que

lim S o3 () 0 (Une) = £(Sw). (5.9)
h'=>0 O\sy
h'e H'

Pero (5.7)-(5.9) estd en contradiccidn con que $p,» sea (para h’ suficiente-
mente pequefio) una solucion de (4.1)y.

42 Parte: Conclusion.
Dado que Sx € S, verifica
ES)SEE®)  Vses,
se¢ deduce que Sx s una solucion de (1.1)-(1.2): hemos probado en consecuencia

la convergencia débil en H' ((Q)? (al menos para una subsucesion) de las solucio-
nes aproximadas hacia una solucién del problema continuo.

NOTACION
£, O abicrtos acotados de RN (N=203).

' (Q)

{v/ivel? (Q):v el (QN}.

HY ()

adherencia de D () en H! (£2).0)

W2I(Q) = {v/vel" (Q);VveL ()N}.

0ij () = 1723 vi/ 3% + Bvj/d x).

L3 () = {a/qel? () fo adx = 0} = L ()/R.

N
dvv= 2 dv/ox®

i=1

(5) D (©2) es el espacio de las funciones definidas en §2 indefinidamente diferenciables y
CON $OPOrte compacto.

(6) Todos los indices repetidos sumen de 1 a N, y el elemento de integracion dx asociado a
la medida de Lebesgue serd sobreentendido.
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ACCB = ACB (A estd completamente contenido en B).
v viscosidad cinematica del fluido, > 0.
m(.): medida de Lebesgue en RN,

N
— N
Ivll,!l =fn lvl2 dx + 1?__1 fﬂ a—x; de) 12

(norma hilbertiana de H! (Q)N).

> N ov
IV, o = ( 2 —| dx)!/2
ha = (2, Jalge| @
(norma hilbertiana de H} (Q)N).
N dvi | N
> > i
u.v)v = 2 Uy —
( ) i=1 ] 0 xjli=1
N9 8 |N
A= 2 T, V=
i=1 9 Xj dxilj=1

Py = Lspacio de los polinomios de grado Se



RN

{21

131

(4]

(5]

6}

(71

(81

191

f10}

[11]
[121
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