UNA NOTA SOBRE UN RESULTADO DL EIDELILEIT
por

PLDRO PEREZ CARRERAS' y JOSE BONE1?

Los espacios vectoriales que utilizaremos estdn definidos sobre el cuerpo K de
los niimeros reales o complejos. Mediante espacio entenderemos espacio vectorial
topolodgico separado localmente convexo. Si A es un subconjunto de un espacio
E, |A] denotard su envoltura lineal. Si E y I son espacios, E® , T serd el pro-
ducto tensorial E ® F dotado dc la topologia proyectiva y E & . Fsu complec-
cion. Un espacio I se dicec Baire-like si sicmpre que sca unidn creciente de
una familia numerable de subconjuntos absolutamente convexos y cerrados,
uno de ellos es 0-entorno. Un espacio L es casi-Baire si es tonelado y no se pucde
escribir como la unién creciente numerable de subespacios cerrados propios ra-
ros. Ambas definiciones aparecen en (10).

Un conocido resultado de Eidelheit (2) afirma que todo espacio de V'réchet
que no sea Banach posce un cociente topoldégicamente isomorfo al producto nu-
merable dec rectas w (una prueba de este hecho, utilizando la teoria de la duali-
dad, puede encontrarse en (6).p. 435). Todo espacio metrizable tonelado cs ob-
viamentc cn subespacio de un espacio de Fréchet.

Proposicion 1. Todo subespacio de codimension finita de un espacio de Fréchet
1o normable posee un cociente isomorfo a w.

Demostracion: Consideremos, en primer lugar, los hiperplanos de 1 = w. Es ob-
vio que basta con probar cl resultado suponiendo que el hiperplano sea denso en
E. Sea H un hiperplano denso de L, sca [I’ su dual y sea (v,,) una base algebraica
de IP’. Por el método de Klee (8), construimos sucesiones (uy) en II' y (x) en 11
lales que forman un sistema biortogonal y tal que la envoltura lineal de (u,)
coincide con IT. Si G denota
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G es un subespacio cerrado de H que ni es de dimensi6n finita, pues G contiene a
(X1, X3,0eee0Xgk 1 5oe-e-), I de codimension finita en H. Si G no es completo, he-
mos construido un subespacio cerrado de H que no es de dimensién finita ni de
codimentacion finita en H y cuya clausura en E se sale de H. Si G es completo,
también es posible construir un subespacio de 11 de estas caracteristicas, pues si
G, es un complemento topoldgico de G en Lk, tomamos F = G, NIl. Como I es
tonelado, H ecs la suma directa topoldgica de G y . Si I fuera completo, H seria
completo por (9), 1.3 Prop., lo que no es cierto, y asi F es el subespacio buscado.
Denotemos mediante L al subespacio de H encontrado. Si L. denota su clausura
en E, sea x un vector de L que no estd en L. y sea T:E~E/L 1a subreyeccién ca-
nénica. Es claro que E = [HHU{x}]y que E/L es isomorfo a . La restriccién S
de T a H es un homomorfismo sobre E/L. En efecto, sea U un O-entorno absolu-
tamente convexo de H y sea V un 0-entorno absolutamente convexo de L tal que
VNH C LU, Dado v ¢V existe un escalar r y un vector h ¢ H tal que v = rx+h.
Como rxeL existe un vector z en L tal que z e rx + VNI, y asi T(v) = T(h) =
= T(h+rx—rx+z) CT(HN2V) CT(U) = S(U) y, entonces, S cs abierta. Por lo tanto,
H/L es isomorfo a w.

Sea 1l un subespacio de codimensidn finita en L' y sca (y; ,...,yp) una cobase
de H en E, siendo ahora E un espacio de Fréchet no normable. Llamamos Hy a
1, Hy a [HU(y, ,.....y1)] r=1,2,..,p con lfp = E. Debido al resultado de Lidelheit,
Hp, tiene un cocicente isomorfo a w. Entonces, basta con probar que si H; tiene
un c¢ociente isomorfo a w, entonces H,.; también lo tiene. Sca I'; un subespacio
cerrado de H; tal que H/F; es isomorfo a w. Si I} estd contenido en H,_,, en-
tonces H,_, /F; es un hiperplano de H,/F; y aplicamos lo probado anteriormente.
Si I'; no estd contenido en Hy_ , entonces ;NI es un hiperplano de F; y, por
lo tanto, denso o cerrado en él. Si es denso, determinamos un vector x en Iy que
no esté en Hy, tal que I, = [N, NFU{x}|. Entonces, I, = [H;.,U{x}] y se
razona como s¢ hizo en la primera parte de la demostracion, para concluir que
1., it NF; es isomorfo a w. SiH;, Nk} es cerrado en Fy, aplicamos el segun-
do teorema del isomorfismo para obtener que H,/I'/NH,., /I /I NHL; es iso-
morfo a H”il": y, por tanto, H;/11,_; NF; cs isomorfo a w. Pero H,., /H.; NI, es
un hiperplano de H,/ll;_; NF;, que es isomorfo a w. De nuevo, aplicando la pri-
mera parte de nuestra demostracion H;_; /H,_, NF; tienc un cociente isomorfo a
w y, por lo tanto, también lo tiene H,_, .

Nota (a) Fs sabido que dado un compacto absolutamente convexo de un cocien-
te separado de un espacio de Fréchet, existe un compacto absolutamente con-
vexo cn el espacio de Fréchet cuya imagen mediante la sobreyeccién candnica



Una nota sobre un resultado de Eidelheit 197

coincide con ¢l compacto original. Este resultado no es cierto, en general, para
espacios lonelados metrizables no completos. Sea E un espacio de Fréchet sepa-
rable y sea H un hiperplano denso de E con la propiedad de que todo compacto
absolutamente convexo genera un espacio de dimension finita. Por la Proposi-
cion anterior, H tiene un cociente isomorfo a w y w posee compactos absoluta-
mente convexos de dimension infinita. El hiperplano mencionado fué construido
en (13).

{b) En (14) se prueba que todo espacio de Fréchet que no seca Banach con-
tienc un subespacio denso que es un espacio (LIF). El método de construccion
es un proceso de “lifting” a partir de unos ciertos (LF) metrizables no completos
que cxisten en w. Este resultado tampoco es cierto, en general, para espacios E
tonelados metrizables no normables, pues basta con considerar el hiperplano
mencionado en (a), que no puede contener ningln subespacio que para una topo-
logia mas fina que la inducida sea un espacio de Fréchet, que contendria com-
pactos absolutamente convexos de dimension infinita.

Fn lo que sigue, estudiaremos la incidencia en productos tensoriales de la
propicdad de poseer un cociente isomorfo a w.

Proposicion 2. Sean E y F espacios tonelados metrizables que tienen un cociente
isomorfo a w. Entonces, E ® , F contiene un subespacio denso propio que no es
tonelado.

Demostracion: Bajo la hipotesis, L: ® , IF ticne un cociente isomorfo a w ® , w
que es separablc. Sea G un subespacio de w ® ; w de dimensién numerable
denso. G no e¢s tonclado, pues si lo luera coincidiria con v, (12), lo que no cs
posible pues L ® .I‘, siendo metrizable, no contiene a ¢ y, por lo tanto, ningu-
no de sus cocientes separados.

Nota La Proposicién 2 también es cicrta si F es un espacio Baire-like separable,
pues E ® . F es también Baire-like, (11) y tienc un cociente isomorfo a w® ,, ¥
que es separable y de dimensién infinita. Como en la prucba anterior, construi-
mos un subespacio denso de w ®,IF de dimensién numerable que no es tone-
lado, pues si lo fuera, G coincidiria con . w ®,;F es Buairelike y G, como
subespacio denso y tonelado de w ®,), también cs Baire-like. Pero ¢ no es
Baire-like. '

Proposicion 3. Sea I) un espacio toneludo metrizable que posee un cociente
isomorfo a w y sea I' un espacio toneiado que no es casi-Baire. Entonces,
I5 @ F no es tonelado.
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Demostracion:

Sea I un espacio tonelado metrizable con un cociente isomorfo a w y sea I
un espacio tonelado que no cs casi-Baire. Iintonces, existe en F una sucesién cre-
ciente (F,) de subespacios cerrados propios (Fy) que cubren F. Elegimos (Fp)
de forma que podamos seleccionar vectores xnc¢ly . \ Fp n=1,2,... y formas
lineales continuas v, sobre F con vu(xp) = 1, vp(y) =0, ycb'y. Definimos T:I*-»p
mediante T(x)= (v, (x),v3(x),-......¥(X)s-...) que es obviamente lineal y sobreyec-
tiva. Debido a (12), I tienc la topologia del 1imite inductivo de la sucesién (F}))
y, como T restringida a cada F, es claramente continua, entonces T es continua.
Puesto que los vectores (T(x,) : n=1,2,...) forman una basc de o, si definimos la
aplicacion lincal S: ¢ - > F mediante S(T(xp)) = Xy, n=1,2.... obtenemos una apli-
cacion inycctiva y continua, satislaciendo que T°S coincide con la identidad
sobre @. Aplicando (5).2, 7, prop. 3, se siguc que S(¢) es isomorfo a v y comple-
mentado ¢n F. Entonces, I &, I tiene un cociente isomorfo a w & ¢ que no es
tonelado, por (4). Entonces, E ® , I no es tonelado.

Nota: D(Q2) &, D'(£2) no cs tonelado, pues D(€2) es un (1.F)-estricto y, por lo
tanto, un espacio tonelado no casi-Baire. Asf, tiene a .~ complementado y, por lo
tanto, 17’(22) ticne a w complementado. Entonces, D(2) ® , D' (§2) tienc un
cocicenle que es ¢ ®; w, que no es tonelado.

Nota: El dual fuerte E de un espacio de Iréchet distinguido definido por una
familia de normas continuas tiene representacion como cl limite inductivo nume-
rable de una [amilia de espacios de Banach, F = ind, By, con cada B, denso en
E. T no es un espacio Baire-like y es casi-Baire. Il espacio s ® ;11 (Co) no es
tonelado, (3), siendo 1{C,) el dual fuerte del espacio de las funcioncs holomor-
fas en el citculo unidad del plano complejo. Asi, el a-producto de un metrizable
tonclado por un casi-Baire no Baire-like no es necesariamente tonelado.

Si existicra un espacio tonelado metrizable no normable L tal que todo sub-
espacio denso de dimension no numecrable fuera tonclado, entonces E no ten-
dria un cociente isomor{o a w, puesto que w tiene subespacios propios densos
de dimensién no numerable que no son tonelados. Sin embargo,

Proposicion 4. Sea I! un espacio tonelado metrizable no normable que posea una
norma continua. Lntonces, | ® ; o no es tonelado.

Demostracion: Sea (q;) una sucesién creciente de seminormas que definen la
topologia de E y sca o{E{ cl espacio de todas las sucesiones y = (Y,) de elemen-
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tos de i tales que (q;(Yy)) es un clemento de ¢ para cada natural r dotado de la
tipologia U definida por la familia de seminormas

Qu.r(¥) = nz-:l iup1q(Ypn)

para cada u = (u,) de w y r=1,2,.... La aplicaciéon ): ¢ & L —» ¢/E} definida
mediante

P . . I ..
I e Y)=(Z YD

es un isomorfismo sobre un subespacio denso de 21E}. Ademds, ¢l dual de o{E}
consiste en todas las sucesiones v = (vq) de K, tales que existe un elemento de
w, 4 = (ap), y una sucesion w = (wyp) en L’ que es un cquicontinuo tal que
vy = danWp para cada natural n. La dualidad vienc dada por la forma bilincal

<v,x>= “z . (vnXn)

(ver (7),41.7). Como L no es normable, fa diferencia conjuntista F’yo  \L'ye
¢s no vacia para cada natural n, siendo U°, ¢l conjunto polar en I’ de U, =
={xel: qp(x) € 1}, n=1,2,... Como L tienc una norma continua, ¢{E}es la
suma directa E(N) y, por lo tanto, ¢{L!, dotado de la topologia U, coincide
algebraica y topoldgicamente con E  ® . Probaremos la existencia de un con-
junto o(g{E}, gi})- acotado en ¢{E}’ que no es equicontinuo. Determinamos
v € Ege, VITye, n=12,.., y sea ¥y cl clemento de £ {E} cuyas coordenu-
das son nular salvo la n-ésima que coincide con v,. Es claro que el conjunto
A= {\71,\72,...,\7,,... es o(gtED, ¢lE}) - acotado pero no es U-cquicontinuo,
pues si lo fuera existirian elementos de ¢, 0,j=1,2,..., s unaconstante posi-
tiva M y un natural r tales que

A

i ﬁj;1 i qr(xn) (*)

S}_IJP 1 <Vp, x> gMjfﬁ'ilI;n

para cada X = (x,) de ¢ {L}. Tenemos un natural p mayor que r. Si Z es un
clemento de L, aplicamos (x) a (0,...,0,2,0,...) para obtener

| <vp> <M iSup | uh |} qr(2)

de dondce sc deduce quc v [)CI’[CHCCG a E’:°_lo que no es cierlo por construc-
P (P
cion.

Nota: Algunos de los resultados aqui expuestos, aparecerdn en un trabajo mds
amplio sobre tonelacién en productos tensoriales proyectivos.
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